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Вестник КемГУ № 3/1 2011 Геометрия трехмерных многообразий 

Г Е О М Е Т Р И Я Т Р Е Х М Е Р Н Ы Х М Н О Г О О Б Р А З И Й 

УДК 514.13+514.132 

О Б О Б Ъ Е М А Х М Н О Г О Г Р А Н Н И К О В 
В П Р О С Т Р А Н С Т В А Х П О С Т О Я Н Н О Й К Р И В И З Н Ы 

Н. В. Абросимов 

O N V O L U M E S O F P O L Y H E D R A IN S P A C E S O F C O N S T A N T C U R V A T U R E 
N. V. Abrosimov 

В работе представлен обзор основных результатов по вычислению объемов многогранников в ев­
клидовом, сферическом пространстве и пространстве Лобачевского. Также приведены результаты 
автора, дающие решение известной проблемы Зейделя об объеме неевклидовых тетраэдров. 

We overview the volume calculations for polyhedra in Euclidean, spherical and hyperbolic spaces. We also 
present some authors results, which provide a solution for Seidel's problem on the volume of non-Euclidean 
tetrahedron. 

Ключевые слова: объемы многогранников, сферические и гиперболические объемы, проблема 
Зейделя, идеальный тетраэдр, ортосхема. 

Keywords: volumes of polyhedra, spherical and hyperbolic volumes, Seidel's problem, ideal tetrahedron, 
orthoscheme. 
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1. Объемы евклидовых 
многогранников 

Вычисление объема многогранника — это класси­
ческая задача, известная со времен Евклида и не 
потерявшая актуальность в наши дни. В основном 
это связано с тем, что объем фундаментального 
многогранника является одним из основных инва¬
риантов трехмерного многообразия. 

Вероятно, первый результат в данном направ¬
лении принадлежит Тартальи (Tartaglia, 1499¬
1557), который выразил объем евклидова тетра¬
эдра через длины его ребер. Удобно выписать ука¬
занное соотношение в форме равенства, в котором 
справа стоит определитель Кэли—Менгера. 

Т е о р е м а 1. [Тарталья, X V I в.]. Пусть T — 
тетраэдр в евклидовом пространстве с длинами 
ребер dij, 1 < i < j < 4. Тогда объем V = V(T) 
задается формулой: 

288 V-

Заметим, что в приведенном соотношении объ¬
ем вычисляется как корень квадратного уравне¬
ния, коэффициенты которого являются многочле-

0 1 1 1 1 
1 0 d212 dl3 d 2 

d 14 1 d 21 0 d 2 
d 23 d 2 

d 24 1 d 2 d 31 d 2 0 d 2 
d 34 1 d 2 

d 41 
d 2 
d42 d 2 

d 43 0 

нами с целыми коэффициентами от длин ребер. 
Удивительно, но этот результат можно обобщить 
на случай произвольного евклидова многогранни¬
ка. Около пятнадцати лет назад И. Х. Сабитов 
[1] доказал соответствующую теорему, основыва¬
ясь на теории сокращений (разделе коммутатив¬
ной алгебры и алгебраической геометрии, посвя¬
щенном алгоритмическим вопросам сокращения 
многочленов от многих переменных). Теорема Са¬
битова справедлива для многогранников, гомео-
морфных сфере. Спустя короткое время, Р. Кон-
нелли со своей ученицей Анке Вальц усовершен¬
ствовали доказательство И. Х. Сабитова, доказав 
ту же теорему для общего случая двухмерной ори¬
ентируемой полиэдральной поверхности [2]. 

Т е о р е м а 2. [Сабитов, 1996; Connelly, Sabitov, 
Walz, 1997]. Пусть P — евклидов многогранник 
с жесткими гранями и длинами ребер dij. Тогда 
объем V(P) — это корень алгебраического уравне¬
ния четной степени, чьи коэффициенты являют­
ся многочленами с рациональными кэффициента-
ми от di

2

j и зависят от комбинаторного типа P. 

Комбинаторным типом многогранника назы¬
вают набор его вершин с указанием, какие из них 
соединяются ребрами. 

Стоит отметить, что эта замечательная теоре¬
ма носит чисто теоретический характер. Конкрет-
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ный вид указанного уравнения известен лишь в 
некоторых частных случаях, например для окта­
эдров с симметриями [3]. С другой стороны, тео­
рема Сабитова позволяет без труда решить одну 
хорошо известную проблему. 

Г и п о т е з а о к у з н е ч н ы х м е х а х . [Connelly, 
Sullivan, конец 1970-х]. Объем изгибаемого много­
гранника не меняется при изгибании. 

Предполагается, что при изгибании двугран¬
ные углы многогранника изменяются непрерыв¬
ным образом, в то время как грани остаются жест¬
кими. 

Классическая теорема Коши (1813) утвержда¬
ет, что выпуклый многогранник с жесткими гра¬
нями сам является жестким. Д л я невыпуклых 
многогранников это не так, среди них извест¬
ны примеры изгибаемых многогранников. Первый 
такой пример был построен Брикаром (Brikard, 
1897), он представляет собой самопересекающийся 
октаэдр. Пример изгибаемого многогранника без 
самопересечений впервые был построен Р. Коннел-
ли (Connelly, 1978). 

По определению, при изгибании многогранни¬
ка его комбинаторный тип не меняется, и набор 
длин ребер фиксирован. Тогда по теореме 1 все 
значения объема многогранника при изгибании — 
это корни одного и того же алгебраического урав¬
нения с постоянными коэффициентами. Множе¬
ство таких корней конечно, каким бы сложным и 
громоздким ни было указанное уравнение. Следо¬
вательно, не остается другой возможности, кроме 
той, чтобы объему быть величиной постоянной. 

Месяц назад в архиве Корнельского универ¬
ситета появился препринт А. А. Гайфуллина [4], 
в котором аналог теоремы Сабитова доказывает¬
ся для четырехмерных полиэдров. Д л я неевкли¬
довых многогранников аналога теоремы 1 нет. Из 
приведенных ниже результатов будет видно, что 
объем многогранника в сферическом пространстве 
или в пространстве Лобачевского, как правило, не 
выражается через элементарные функции. 

2. Объемы неевклидовых тетраэдров 

В гиперболическом и сферическом случаях ситу¬
ация более сложная. Гаусс, один из создателей 
неевклидовой геометрии, использовал слово «die 
Dschungel» (джунгли) в отношении вычисления 
гиперболических объемов. 

2.1. О б ъ е м ы о р т о с х е м в S3 и H3 

Формулы для объема неевклидовых тетраэдров в 
некоторых частных случаях были известны еще 
Лобачевскому, Бойяи и Шлефли . Так, например, 
Л . Ш л е ф л и нашел объем биортогонального тетра­
эдра (ортосхемы) в S 3 [5]. 

A 

C 

Рис. 1. Ортосхема T = T(A, B, C) с двугранными 
углами A, B и C 

Т е о р е м а 3. [Schlafli, 1858]. Пусть T — орто­
схема в сферическом пространстве с двугранны­
ми углами A, B и C. Тогда объем V = V(T) зада­
ется формулой V = 4S(A, B, C), где 

x , y - , • z) = S ( x , y , z ) 

OO / 

m=1 4 

D — sin x sin z 
D sin x sin z 

cos 2mx — cos 2my + cos 2mz — 1 , 2 2 
2 x + y — z 

m 2 

и D = \Jcos2 x cos2 z — cos2 y. 

Появившуюся в теореме 3 функцию S приня¬
то называть функцией Шлефли . Объем гипербо¬
лической ортосхемы получили независимо друг от 
друга Я. Бойяи [6] и Н. И. Лобачевский [7]. Сле¬
дующая теорема представляет результат Лобачев¬
ского в виде совершенно простой формулы. В та¬
ком виде она была получена Г. С. М. Кокстером 
[8]. 

Т е о р е м а 4 . [Лобачевский, 1835; Coxeter, 1935]. 
Пусть T — ортосхема в гиперболическом про¬
странстве с двугранными углами A, B и C. 
Тогда объем V = V(T) задается формулой 

V = 4 S ( A , B, C), где S(A, B, C) — функция Шле-
фли. 

2.2. О б ъ е м г и п е р б о л и ч е с к о г о т е т р а э д р а 
о б щ е г о в и д а 

Несмотря на то, что частные результаты об объе¬
мах неевклидовых тетраэдров были известны дав¬
но, формула объема для гиперболического тетра¬
эдра общего вида до недавнего времени оставалась 
неизвестной. Общий алгоритм получения такой 
формулы был предложен в В.-И. Хсянгом в 1988 
году [9]. Полное решение удалось получить лишь 
десять лет спустя — в работе корейских матема¬
тиков Ю. Чо и Х. Кима [10] предложена формула, 
которая, однако, несимметрична относительно пе¬
рестановки аргументов. Следующее продвижение 
было достигнуто японскими математиками: снача­
ла Д ж . Мураками и У. Яно [11] предложили фор¬
мулу, выражающую объем через двугранные углы 
симметричным образом, а годом позже А. Уши-
д ж и м а [12] привел в своей работе доказательство 

2 

х 

х 
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этой формулы и исследовал случай усеченного ги¬
перболического тетраэдра. 

Следует отметить, что во всех перечисленных 
работах объем выражается как линейная комби¬
нация 16 дилогарифмов или функций Лобачевско¬
го. Аргументы этих функций зависят от двугран¬
ных углов тетраэдра и некоторого дополнительно¬
го параметра, который является корнем квадрат¬
ного уравнения с комплексными коэффициентами 
сложного вида. 

Геометрический смысл полученной формулы 
удалось объяснить Г. Лейбону (G. Leibon) с точ¬
ки зрения симметрии Редже. Ясное описание этих 

идей и полное геометрическое доказательство ука¬
занной формулы было дано Яной Моханти [13]. Ей 
удалось доказать эквивалентность симметрии Ре-
дже и равносоставленности (scissors congruence) в 
гиперболическом пространстве. 

В 2005 году Д. А. Деревнин и А. Д . Медных 
[14] предложили следующую интегральную фор¬
мулу объема гиперболического тетраэдра. 

Т е о р е м а 5. [Деревнин, Медных, 2005]. 
Пусть T(A, B, C, D, E, F) — компактный ги­
перболический тетраэдр с двугранными углами 
A,B,C,D,E,F. Тогда объем V = V(T) задается 
формулой: 

— 4 / 

• cos A+B + C+z cos A + E + F +z cos B + D + F +z cos C + D + E + z 

log 2 2 2 2 dz 
g sin A + B + D + E + z sin A + C + D + F +z sin B+C+E+F+z sin 2 , 

где zi и z2 — корни подынтегрального выражения, удовлетворяющие условиям 0 < z2 — zi < п . Более 

z arctan arctan 
k i 
k2 z2 = п arctan кз 

k4 
arctan 

k2 
где 

k1 = — cos S — cos( A + D) — cos(B + E ) — cos(C + F) — cos(D + E + F ) — 

— cos(D + B + C) — cos(A + E + C) — cos(A + B + F ) , 

k2 = sin S + sin(A + D) + sin(B + E) + sin(C + F) + sin(D + E + F)+ 

+ sin(D + B + C) + sin(A + E + C) + sin(A + B + F ) , 

k3 = 2 (sin A sin D + sin B sin E + sin C sin F ) , 

k4 \fk2 + k 2 — k 3 

S = A + B + C + D + E + F 

Заметим, что все параметры в теореме 5 ве¬
щественные и имеют естественный геометриче¬
ский смысл, никакой неоднозначности при вы¬
числении интеграла не возникает. Доказательство 
теоремы 5 основывается на геометрических соот¬
ношениях между длинами ребер тетраэдра и его 
двугранными углами в форме теоремы синусов-
тангенсов. Основным шагом при доказательстве 
является применение классической дифференци¬
альной формулы Ш л е ф л и (см., например, [15]), 
выражающей дифференциал объема тетраэдра че¬
рез длины его ребер и дифференциалы двугран¬
ных углов. Формула Мураками-Яно может быть 
получена прямыми вычислениями, как следствие 
из теоремы 5. 

2.3. Ф о р м у л а С к о р ц а 

Удивительно, но более ста лет назад, в 1906 г., 
итальянский математик Гаетано Скорца (Gaetano 
Scorza или Sforza, 1876-1939) нашел формулу 
для вычисления объема неевклидова тетраэд¬
ра. Этот факт приобрел известность после дис¬
куссии А. Д . Медных с Х. М. Монтезиносом 
(J. M . Montesinos) на конференции в Эль Бур-
го д 'Осма (Испания) в августе 2006 г. К сожале-

нию, выдающаяся работа Скорца [16] до этого бы¬
ла полностью забыта. 

Пусть T — гиперболический тетраэдр с дву¬
гранными углами A, B, C, D, E, F, где A, B и C ле­
ж а т при одной вершине, а D, E и F соответственно 
противолежат им. 

Матрица Грама G(T) определяется следую¬
щим образом: 

G 

1 cos A 
1 — cos A 

— cos B — cos C 
— cos F — cos E 

— cos B — cos F 
— cos C — cos E 

— гт»ч Г) 
cos C 

1 
cos D 

cos D 
1 

Т е о р е м а 6. [Sforza, 1906]. Пусть T — гипер­
болический тетраэдр с матрицей Грама G. Рас¬
смотрим G = G(A) как функцию двугранного угла 
A. Тогда объем V = V(T) задается формулой 

1 Л C34(A) +V — det G(A) sin A 
— / log , dA, 

4 J c34(A) — det G(A) sin A 
где Ao — подходящий корень уравнения det G(A) = 
0 и c34(A) — соответствующий минор матрицы 
G(A). 

V 

точно: 

V 
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Формула Скорца, хотя и имеет компактную за¬
пись в терминах миноров матрицы Грама, не так 
проста. Используя ее для вычислений, важно пом¬
нить, что при неправильном выборе аналитиче¬
ской ветви указанной интегральной функции ре¬
зультат получится неверный. 

Отметим, что в случае симметричного тетра¬
эдра противоположные двугранные углы которо¬
го попарно равны, формула объема существенно 
упрощается. Впервые этот замечательный факт 
был установлен самим Лобачевским [7] для иде¬
ального гиперболического тетраэдра. 

2.4. О б ъ е м и д е а л ь н о г о т е т р а э д р а 

Рассмотрим тетраэдр T в пространстве Лобачев¬
ского, все вершины которого лежат на бесконечно¬
сти (см. Рис. 2). Такие тетраэдры называют иде¬
альными. 

Рис. 2. Идеальный тетраэдр T = T(A, B, C) с 
двугранными углами A, B и C 

Противолежащие двугранные углы идеально¬
го тетраэдра попарно равны, а сумма двугранных 
углов при любой вершине равна A + B + C = п . 

Объем идеального тетраэдра был известен еще 
Лобачевскому [7]. Д ж . Милнор представил этот 
результат в виде элегантной формулы [17]. 

Т е о р е м а 7. [Лобачевский, 1835; Milnor, 1982]. 
Пусть T — идеальный гиперболический тетра¬
эдр с двугранными углами A, B и C. Тогда объем 
V = V(T) задается формулой 

V 

где A ( x ) 

ского. 

= A ( A ) + A ( B ) + A ( C ) , 

log 12sint\dt — функция Лобачев-

Более сложный случай, когда хотя бы одна 
вершина тетраэдра лежит на бесконечности, был 
исследован Э. Б . Винбергом [15]. 

3. Проблема Зейделя 

В 1986 году Д ж . Зейдель [18] сформулировал ги¬
потезу о том, что объем идеального гиперболи¬
ческого тетраэдра можно выразить как функцию 

от определителя и перманента его матрицы Гра-
ма. Несмотря на то, что формула, выражающая 
объем такого тетраэдра через двугранные углы, 
была известна давно, проблема долго не поддава¬
лась решению. Спустя десять лет, американскими 
математиками И. Ривиным и Ф. Л ю был предло¬
жен усиленный вариант гипотезы Зейделя. Они 
предположили, что объем симметричного тетраэд¬
ра (гиперболического или сферического) зависит 
лишь от определителя его матрицы Грама. 

Пусть T — неевклидов тетраэдр с двугранны¬
ми углами A, B, C, D, и F (см. Рис. 3). 

4 

2 
Рис. 3. Тетраэдр T = T(A, B, C, D, E, F) 

Хорошо известно [15], что в гиперболическом и 
сферическом пространствах тетраэдр T однознач¬
но, с точностью до изометрии, определяется своей 
матрицей Грама: 

G (— cos 9ij)ij =i, 2, 3, 4 = 

1 — cos A — cos B — cos F 
— cos A 1 — cos C — cos E 
— cos B — cos C 1 — cos D 
— cos F — cos E — cos D 1 J 

Напомним, что перманент матрицы M 
(mij)ij = i...n задается формулой 

per M = ^""^ mij per Mij, 

где M i j — матрица, полученная из M вычеркива­
нием г-той стоки и j'-того столбца. 

Условия существования для сферических и ги¬
перболических тетраэдров в терминах матрицы 
Грама приведены соответственно в [19] и [20]. 

3.1. Усиленная г и п о т е з а З е й д е л я 

В сферическом случае ответ дает следующая тео¬
рема автора [21]. 

Т е о р е м а 8. [Абросимов, 2009]. Существует 
однопараметрическое семейство симметричных 
сферических тетраэдров с постоянным значени¬
ем определителя матрицы Грама, объем которых 
меняется со значением параметра. 

Д л я доказательства построим указанное се¬
мейство. Рассмотрим тетраэдр T(A, D) , у которо¬
го два противоположных двугранных угла равны 

1 3 

o 
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пря-соответственно A и D , а все оставшиеся 
мые. Нетрудно убедиться, что объем такого тет-

AD 
раэдра равен , а определитель его матрицы 
Грама det G = s in 2 A s in 2 D . 

Среди множества всех T(A, D) , у которых 
0 < A, D < п, выберем семейство тетраэдров 
Tc(A,D) = T I A, ) с постоянным значением 

sin A 
определителя матрицы Грама, det G = c2, где c — 
некоторая константа, 0 < c < minjsin A, sin D } . 

Объем таких тетраэдров выражается форму-
A c 

лой V(Tc) = — arcsin , то есть зависит не 
v c > 2 sin A 

только от выбора константы c, но и от значения 
свободного параметра A . Тем самым, исходное се¬
мейство тетраэдров построено. 

В гиперболическом случае построить элемен¬
тарный контрпример к усиленной гипотезе Зейде­
ля не удается. Тем не менее было доказано [21] 
аналогичное утверждение. 

Т е о р е м а 9. [Абросимов, 2009]. Существует 
однопараметрическое семейство симметричных 
гиперболических тетраэдров с постоянным зна­
чением определителя матрицы Грама, объем ко¬
торых меняется со значением параметра. 

Доказательство основано на следующих со­
ображениях. Рассмотрим произвольный гипер¬
болический тетраэдр T с двугранными углами 
A, B, C, D, E, F, где A, B и C лежат при одной 
вершине, а D, E и F соответственно противоле¬
ж а т им. Зафиксируем все двугранные углы, кроме 
двух противолежащих, например A и D . Посколь¬
ку множество гиперболических тетраэдров откры¬
то [19, 20], то, меняя значения A и D в достаточ¬
но малых пределах, будем по-прежнему получать 
гиперболические тетраэдры. Среди множества та¬
ких тетраэдров T( A, D) выделим семейство тетра¬
эдров Tc(A, D) с постоянным значением определи¬
теля матрицы Грама, det G = —c2 < 0. Послед¬
нее условие означает, что дифференциал функции 
det G равен нулю. Учитывая, что углы A и D пе¬
ременны, а остальные фиксированы, имеем: 

— ddet G = 2 c12 sin AdA + 2 c 3 4 s inD dD = 0, 

где cij — алгебраическое дополнение ij-го элемен¬
та матрицы G. Указанное соотношение позволяет 
рассматривать угол D как функцию от угла A. 
При этом 

dD ci2 sin A 
dA c34 sin D 

Производная объема как сложной функции от 
угла A равна 

dV = dV dV dD 
ddA = ddA + ddDdA. 

Отметим, что, согласно классической формуле 

Ш л е ф л и (см., например, [15]), 

dV = lA dV = lD 

ddA = — Y и dD = — T , 

где I A и ID — длины соответствующих ребер тет¬
раэдра. 

Длины ребер, в свою очередь, могут быть вы¬
ражены через двугранные углы [20, 22]: 

A / — det G sin A 
i A = arctn , 

A / — det G sin D 

Сопоставляя указанные выражения, в резуль¬
тате несложных вычислений, получим: 

ID = arcth-

dV 
ddA 

th IA 

2 
( lA J D _ \ 

Vth lA th l D ) 

Д л я выполнения условий теоремы необходимо, 
чтобы значение объема менялось при изменении 

параметра A, то есть 
dV 
ddA 

= 0, что эквивалент-

но неравенству iA = iD. Таким образом, семей¬
ство тетраэдров Tc(A, D) с постоянным значени¬
ем определителя матрицы Грама имеет непостоян¬
ный объем при iA = iD . Нетрудно теперь постро¬
ить бесконечное семейство тетраэдров, удовлетво¬
ряющих последнему условию при A = D. На¬
пример, такому условию удовлетворяют «почти-
симметричные» тетраэдры с углами A = D,B = E 
и C = F. Напомним, что при фиксированном c 
семейство Tc(A, D) зависит от одного свободного 
параметра. 

3.2. И с х о д н а я г и п о т е з а З е й д е л я 

Решение проблемы Зейделя, сформулированной в 
[18], дает следующая теорема автора [23]. 

Т е о р е м а 10. [Абросимов, 2010]. Объем иде­
ального гиперболического тетраэдра можно вы­
разить как функцию от определителя и перма­
нента его матрицы Грама при условии, что из­
вестно, является ли он остроугольным или ту­
поугольным1 . 

Известно (см., например, [17]), что противоле¬
жащие двугранные углы идеального тетраэдра по¬
парно равны, а сумма двугранных углов при лю¬
бой вершине равна A + B + C = п. Выпишем опре¬
делитель и перманент матрицы Грама идеального 
тетраэдра с двугранными углами A, B, п A B. 
Имеем: 

det G = — 4 sin 2 A s in 2 B s in 2 (A + B ) , 
per G = 4 + 4 cos2 A cos2 B cos 2 (A + B ) . 

Д л я доказательства теоремы 10 достаточно 
показать, что двугранные углы идеального тет¬
раэдра однозначно (с точностью до перестанов¬
ки) определяются по значениям det G и per G 

1 Т у п о у г о л ь н ы м будем н а з ы в а т ь т е т р а э д р , у которого хотя бы один д в у г р а н н ы й угол т у п о й . 
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при условии, что известно, является ли он остро¬
угольным или тупоугольным. Рассмотрим отдель¬
но каждый из этих случаев. Не уменьшая общ¬
ности, можно считать, что 0 < A < B < C = 

A 
i 

B . Тем самым двугранные углы A, B 
a priori острые, а угол C либо острый, либо ту¬
пой. В первом случае рассматриваемый тетраэдр 
остроугольный, во втором — тупоугольный. 

Введем новые переменные 

x = sin A sin B, y = cos A cos B. 

Покажем, что при фиксированной левой части ре¬
шения системы уравнений 

det G 
4 

per G 4 
4 

x 2 ( l — (y — x ) 2 ) 

y2(y x)2 

отвечают одному тетраэдру (с точностью до кон¬
груэнтности) в каждом из двух рассматриваемых 
случаев. 

Допустим, что найдется пара неравных меж¬
ду собой решений (a, b) и (x, y), удовлетворяющих 
системе. В таком случае будут выполнены тожде¬
ства: 

a 2(1 
b 2(b-

( b

2

 a ) 2

2

) = 

a)2 = y2(y 
x2(l 

x)2 

(y x)2) 

Условие, что угол C острый, означает, что 
cos A cos B sin A sin B = cos C < 0, то есть оба 
решения удовлетворяют неравенствам b ( b a) < 0 
и x ( x y) < 0. В случае, когда угол C тупой, име¬
ют место обратные неравенства. Такое наблюде¬
ние позволяет избавиться от квадратов во втором 
уравнении, не потеряв при этом решений: 

a 2(1 — (b — a)2) 
b (b — a) = y (y • 

= x 2 (1 
x) 

(y x)2) 

Выразив x из второго уравнения и подставив 
в первое, получим многочлен шестой степени от y. 
По счастью, он раскладывается на линейные мно¬
жители b y, b + y и биквадратный многочлен 
y4 — (a2 + a4 + 2 ab — 2 a3b — b2 + 2 ab3 — b4) y2 + 
+a 4 b 2 — 4 a3b3 + 6 a2b4 — 4 ab5 + b 6. 

Таким образом, все решения могут быть най¬
дены в радикалах. Подставляя выражения x, y 
через двугранные углы, нетрудно убедиться, что 
различные решения системы соответствуют одно¬
му идеальному тетраэдру T(A, B, C) с точностью 
до переобозначения его двугранных углов. 

Отметим, что в теореме 10 нельзя избавиться 
от условия, что тетраэдр является остроугольным 
или тупоугольным. Этот факт подтверждает сле¬
дующий пример. 

П р и м Е Р 1. Рассмотрим пару идеальных тет­
раэдров: тупоугольный Ti(s , s, п — 2s) и остро­

го / П — t П — Л 
угольный T2 I t,^— ,^2~ 1, где 

s = arccos 
^ 2 + \fl+ ^170^17 — 698 

2л/2 

/ УТ7 — 1 / Б У Т 7 — 13 
t = arccos + 1 / 

Определители и перманенты матриц Грама 
указанных тетраэдров совпадают и равны соответ-

det G(T 1 ) = det G(T 2 ) 

per G(Ti ) = per G(T2) 

107 — 514/17 
128 : 

163 + 85л/Г7 
128 

При этом объемы тетраэдров Ti и T2 различны и 
равны соответственно 0.847365 и 1.01494 . 
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УДК 514.132 

О Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Х С В О Й С Т В А Х Г И П Е Р Б О Л И Ч Е С К О Г О О К Т А Э Д Р А , 
О Б Л А Д А Ю Щ Е Г О гогого-СИММЕТРИЕЙ 

Г. А. Байгонакова, М. Годой-Молина, А. Д. Медных 

O N G E O M E T R I C A L P R O P E R T I E S O F A H Y P E R B O L I C O C T A H E D R O N H A V I N G 
rororo-SYMMETRY 

G. A. Baigonakova, M. Godoy-Molina, A. D. Mednykh 

В настоящей работе изучаются геометрические свойства гиперболического октаэдра, обладаю¬
щего ооо - симметрией, то есть остающегося инвариантным при отображениях в трех взаимно 
ортогональных плоскостях. Получены тригонометрические соотношения, связывающие длины ребер 
и двугранные углы указанного многогранника (теоремы синусов-тангенсов). Это дает возможность 
выразить длины через двугранные углы. Далее, с помощью формулы Шлефли, находится объем рас¬
сматриваемого октаэдра в одном из важных геометрических случаев. 

In the present paper geometric properties are investigated for a hyperbolic octahedron having rororo-
symmetry.Trigonometrical identities connecting lengths ofedges and dihedral angles ofthe polyhedron under 
consideration are obtained (the sine-tangent theorem). It gives the key to express lengths through dihedral 
angles. Further, we find the volume of the octahedron in very important geometrical cases by making use the 
Schlafli formula. 

Ключевые слова: гиперболический октаэдр, многогранник, объем, теорема синусов-тангенсов, 
симметричный октаэдр, формула Шлефли . 

Keywords: hyperbolic octahedron, volume, symmetric octahedron, polyhedron, the Schlafli formula, 
the sine-tangent theorem. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (№ 09-01-00255, 
11-01-90705-моб_ст, 10-01-00642, АВЦП (проект 2.1.13707) и ФЦП.(проект 02.740.11.0457). 

1. Введение 

Вычисление объема многогранника - это класси¬
ческая задача, известная со времен Евклида и 
не потерявшая актуальность в настоящее время. 
Считается, что первый результат в этом направле-

нии принадлежит Тартальи (1499 - 1557 гг.), ко¬
торый нашел объем евклидова тетраэдра. В насто¬
ящее время этот результат известен как формула 
Кэли-Менгера. В 1996 г. И. X . Сабитов [19] до¬
казал, что объем евклидова многогранника - это 
корень алгебраического уравнения, коэффициен-
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ты которого являются многочленами, зависящи¬
ми от длин ребер многогранника, а коэффициен¬
ты последних зависят лишь от комбинаторного ти¬
па многогранника.Четырехмерный аналог теоре¬
мы Х. Сабитова был получен в недавней работе 
[3]. 

В гиперболическом и сферическом случаях си¬
туация более сложная. Формула для объема би-
прямоугольного тетраэдра (ортосхемы) известна 
еще со времен Н. И. Лобачевского [6] и Л. Шле-
фли [12]. Объем куба Ламберта и некоторых дру¬
гих многогранников получены Р. Келлерхальц [4], 
Д . А. Деревниным и А. Д. Медных [2], А. Ю . Вес¬
ниным, А. Д. Медных и Д ж . Паркером [7] и дру¬
гими. Объемы гиперболических многогранников, 
имеющих хотя бы одну вершину на бесконечности, 
найдены Э. Б. Винбергом [15]. 

Общая формула объема гиперболического тет¬
раэдра долгое время оставалась неизвестной, пер¬
вые результаты в этом направлении получили 
Ю.Чо, Х. Ким [1], Д ж . Мураками, У. Яно [10] и 
А. Ушиджима [13]. Д. А.Деревнин и А. Д . Мед¬
ных [18] предложили элементарную интегральную 
формулу объема гиперболического тетраэдра. От¬
метим, что в случае симметрического тетраэдра, 
противоположные двугранные углы которого по¬
парно равны, формула объема существенно упро¬
щается. Впервые этот замечательный факт был 
установлен самим Лобачевским [6] для идеально¬
го гиперболического тетраэдра. Д ж . Милнор [9] 
представил соответствующий результат в весьма 
элегантной форме. В общем случае объем симмет¬
ричного тетраэдра найден в работе [17]. 

Цель настоящей работы - изучить основные 
геометрические характеристики гиперболическо¬
го октаэдра, обладающего гогого-симметрией, то 
есть остающегося инвариантным при отражениях 
в трех взаимно ортогональных плоскостях. Д л я 
этого будут установлена теорема синусов-танген¬
сов, связывающая длины ребер и двугранные уг¬
лы рассматриваемого октаэдра, и найдена форму¬
ла его объема в простейшей геометрической си¬
туации. Отметим, что указанная выше теорема 
синусов-тангенсов для случая сферического окта¬
эдра ранее была получена в работе [14]. 

Д л я нахождения объема гиперболического ок¬
таэдра в терминах двугранных углов будет ис¬
пользована формула Шлефли . Сформулируем ее 
в виде следующей теоремы. 

Т е о р е м а 1. Пусть P выпуклый многогран­
ник в пространстве S 3 или H3. Если P деформи¬
руется так, что его комбинаторная структура 
сохраняется, а двугранные углы изменяются диф¬
ференцируемым образом. Тогда выполняется со¬
отношение: 

KdV = 1 ^ d'ai, 
i 

где K - кривизна пространства, суммирование 

ведется по всем ребрам P, I*, обозначает длину 
i - того ребра, а а* - двугранный угол при нем. 

В классической работе Ш л е ф л и [11] эта фор¬
мула была доказана для случая сферического 
n - симплекса. В гиперболическом случае она бы­
ла получена Х. Кнезером [5], cм. также работы 
[15], [8]. 

2. Общие свойства гиперболическо­
го октаэдра O , обладающего mmm-
симметрией 

Рассмотрим гиперболический октаэдр O, обладаю¬
щий ооо - симметрией, то есть зеркальной сим¬
метрией относительно трех взаимно перпендику¬
лярных плоскостей, пересекающих вдоль его ре¬
берных циклов (Рис. 1). Заметим, что в этом слу¬
чае все восемь граней октаэдра попарно конгру¬
энтны. Обозначим длины ребер через a, b, c, а дву¬
гранные углы - A, B, C и плоские углы граней 
а, /3, Y. В этих обозначениях, в любой грани, плос¬
кий угол а лежит против стороны длины a, и дву¬
гранный угол A заключен между гранями, пере¬
секающимися по ребру длины a. 

Рис. 1. Октаэдр O(a,b,c, A,B,C), обладающий 
ооо - симметрией 

В евклидовом случае известна следующая тео¬
рема. 

Т е о р е м а 2. (Галиулин, Михалев, Саби¬
тов [18]). Пусть V - объем евклидова ок¬
таэдра O(a, b, c, A, B, C), обладающего ооо-
симметрией. Тогда величина V может быть 
найдена как положительный корень многочлена: 

9 V 2 = 2(a 2 + b2 — c2)(a2 + c2 — b2 )(b2 + c2 — a2). 

Чтобы найти объем такого октаэдра в гипер¬
болическом пространстве, нам потребуются следу¬
ющие тригонометрические соотношения. 

Т е о р е м а 3. (Теорема синусов-тангенсов). 
Пусть O(a, b, c, A, B, C) - гиперболический окта¬
эдр, обладающий ооо - симметрией. Тогда вы-
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полняются следующие 
отношения: 

тригонометрические со-

sin A sin B sin C 
tanh a tanh b tanh c 

T = 2 
K 

где K и L -
формулами: 

K 2 

L 

положительные числа, определены 

(xy — z)(yz 
2xyz 

и x = cosh a, 

z 
z 

2 

x 2 

x)( xz 
2 z2 

cosh b, 

y), 
1 

= cosh c. 

Доказательство. Рассмотрим пересечение 
O = O(a, b, c, A, B, C) со сферой достаточно ма­
лого радиуса с центром в одной из вершин (рис. 
2). Не уменьшая общности, предположим, что 
полученное пересечение - это гиперболический 
четырехугольник с внутренними плоскими угла¬
ми B, C, B и C. Так как исходный многогранник 
допускает симметрию, то соответствующий че¬
тырехугольник является сферическим ромбом со 
стороной (рис. 2). y 

1 
« / В / 2 \ а 

Рис. 2. Октаэдр O(a, b, c, A, B, C) и линк его вершины 

Согласно предположению о симметрии, четы¬
рехугольник можно разделить на четыре пря¬
моугольных гиперболических четырехугольника с 
углами B и у гипотенузой длины а. Применяя 
теорему Пифагора для сферических прямоуголь­
ных треугольников, получим равенства: 

B C 
cos а = cos — cos —, 

2 2 ' 
cos / = cos 

A C 
— cos —, 
2 2 ' 

A B 
cos Y = cos — cos • (1) — cub — . 

2 2 
Из найденных соотношений, непосредственно 

находим, что 

cos 2 
A cos 3 cos Y 

cos а 

C 

cos 2 
B cos а cos Y 

cos / 

cos 2 

2 
cos а cos / 

cos Y 

Полученные равенства связывают двугранные 
и плоские углы O. Аналогично можно установить 
соотношения между длинами и плоскими углами. 
Применяя первую теорему косинусов для выбран¬
ной грани, находим равенства: 

cosh a = cosh b cosh c sinh b sinh c cos а, 

cosh b = cosh a cosh c sinh a sinh c cos /, 

cosh c = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos Y. 

Переписывая последние соотношения, полу¬
чим эквивалентные равенства: 

cos а = 

cos / = 

cos Y = 

cosh b cosh c cosh a 
sinh b sinh c 

cosh a cosh c cosh b 
sinh a sinh c 

cosh a cosh b cosh c 
sinh a sinh b 

Вводя новые переменные 

cosh b, z = cosh c, 

= cos B, Z = cos C, 

x = cosh a, y -

X = cos A, Y 

легко видеть, что 

2 A cos3cosY (xz — y)(xy — z) 
2 cos а ( x2 1)( yz x) 

Аналогично имеем: 

B (yz x)(xy z) 
cos2 

cos 2 

2 (xz — y)(y2 — 1) 

C ( yz x )( xz y) 
2 (z 2 — 1)(xy — z) ' 

Наконец, из последних соотношений следует 
равенство: 

4 cos 2 

sin A 

A 
~2~ 

( v

c o s 2 2 — 1 J 

(x 2 — 1) 2 K 
C 

Аналогично: 

sin B (y2 — 1 ) 2
 K 

C 
sin C 

(z2 — 1) 2 к 
L 

2 2 

2 
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где K2 = (xy z)(yz x)(xz y), 
L = 2xyz — x2 — y2 — z2 + 1. 
Заметим, что в теореме синусов - тангенсов па¬

раметр T выражается через длины ребер октаэдра 
O, но чтобы найти объем октаэдра O, необходимо 
выразить T через двугранные углы. 

Л е м м а 1. Величина T в теореме синусов-
тангенсов удовлетворяет уравнению 

T 2 
(1+ Y + Z X) 

1 + X + Y + Z 

где X = cos A, Y = cos B, Z = cos C. 

Доказательство. Применяя вторую теорему 
косинусов для одной из граней октаэдра O, име-

cosh a 
cos 3 cos Y + cos а 

sin 3 sin Y 

При помощи простейших тригонометрических 
тождеств получим: 

2 cosh 2 a 
coth a = 2 = 

cosh 2 a 1 
(cos а + cos 3 cos Y ) 2 

cos2 а + cos 2 3 + cos2 Y + 2 cos а cos 3 cos Y — 1 

К а к и в (1) выразим cos а, cos 3, cos Y : 

B C A C 
cos а = coth — coth —, cos 3 = coth — coth —, 

A B 
cos Y = coth — coth —. 

' 2 2 
Используя соотношения, связывающие плос¬

кие и двугранные углы, перепишем последнее ра¬
венство в терминах X, Y и Z: 

coth 2 
(1+ Y + Z ) 

(1 — X + X + Y + Z ) . 

Тогда требуемое утверждение следует из ра-
2 2 2 2 2 

венства T2 = coth 2 a s in 2 A, где sin 2 A = 1 X2 

T 2 (1+ X + Z + Z) 
1 + X + Y + Z . 

Из теоремы 3 следует, что гиперболический ок¬
таэдр, обладающий ооо- симметрий, полностью 
определяется своими двугранными углами, то есть 
O = O(A,B,C). 

В дальнейшем величину T будем называть 
главным параметром октаэдра O = O(A, B, C). 

2. Вычисление объема гиперболиче­
ского октаэдра в простейшей геомет­
рической ситуации 

К а к показывают результаты работы [14], в общем 
случае объем сферического октаэдра выражает¬
ся достаточно сложной интегральной формулой. 

Аналогичный результат можно ожидать и в ги¬
перболической геометрии. 

Несложные геометрические рассуждения, ос¬
нованные на установленной теореме синусов-
тангенсов приводят к заключению, что геометри¬
ческие свойства октаэдра O зависят от того, как 
ведет себя главный параметр T, а именно - возни¬
кают три возможных случая: 

(i) 0 < T< 1, (ii) T = 1, ( i i i ) T> 1. 

В настоящей работе мы рассмотрим простей¬
ший геометрический случай, когда T = 1. Тогда 
формула для объема имеет простой и весьма эле¬
гантный вид. Оставшиеся два случая будут рас¬
смотрены в последующих работах авторов. 

Справедлива следующая теорема. 

Т е о р е м а 4. Пусть O = O ( a , b, c, A, B, C) - ги¬
перболический октаэдр, обладающий ооо - сим¬
метрией с главным параметром T = 1, то есть 
его двугранные углы связаны соотношениями: 

sin A sin B sin C 
tanh a tanh b tanh c 

1. 

Тогда при a < b < c объем октаэдра O равен 

V=2 ( fa x dx fb x dx fc xdx \ 
J0 cosh x J0 cosh x J0 cosh x J 

Доказательство. Д л я получения искомого ре¬
зультата необходимо удостовериться, что функция 
удовлетворяет системе дифференциальных урав¬
нений Шлефли, то есть 

dV dV , dV 
dA = — 2 a dB = — 2 b dC = — 2 c . ( 2 ) 

Функция V является единственным решени¬
ем данной системы дифференциальных уравне¬
ний, удовлетворяющим условию V —> 0 при a = b 
и c — 0. 

Д л я доказательства теоремы нам потребуется 
следующее вспомогательное предложение. 

Л е м м а 2. Пусть O = O ( A , B , C ) - гиперболи¬
ческий октаэдр, такой что 

sin A sin B sin C 
tanh a tanh b tanh c 

1. 

Тогда выполнено одно из следующих соотноше¬
ний: 

(a) cosh a + cosh b cosh c 1 = 0, 

(b) cosh a + cosh b + cosh c 1 = 0, 

(c) cosh a cosh b + cosh c 1 = 0. 

ем: 
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Доказательство. Воспользуемся формулой, 
полученной в теореме 3: 

sin A sin B sin C K 
= = = T = 2 

tanh a tanh b tanh c L 

где K и C - положительные числа, определены 

формулами: 

K2 = ( xy z)(yz x)(xz y) L = 2xyz x2 y2 z2+1 

и x = cosh a, y = cosh b, z = cosh c. 

2 K2 

Пусть T = 1 , тогда из равенства T2 = 4 —2 
L 2 

непосредственными вычислениями получим, что 

п2 1 _ (x+y—z—1)(x—y+z~ 
T2 1 

1)( x+y+z 1)(x+y+z+1) 
( 1 + x2 + 

Откуда учитывая неравенство x + y + z + 1 > 0 
получим: 

(x + y — z — 1)(x — y + z — x + y + z — 1) = 0, 

что эквивалентно доказываемому утверждению. 

Докажем утверждения теоремы. 
Без ограничения общности можно считать, что 

a < b < c, тогда имеет место равенство 
cosh a+cosh b—cosh c— 1 = 0. Из теоремы тангенсов 
имеем: 

0. 
y2 2xyz + z2) 

Заметим, что V — 0, когда a = b и c — 0. 
Откуда V — 0 при p — 1 и q — 1. Отметим, 

что замена переменных p = cosh x приводит к ра¬
венству: 

sin 2 A = tanh 2 a, cos 2 A = 1 tanh 2 
1 

cos 2 A 
Аналогично устанавливаются равенства: 

cos 2 B = 1 — tanh 2 b 1 

cos 2 C = 1 tanh 2 c = 

cos 2 B 
1 

cos 2 C 
Внимательный анализ знаков приводит к заклю¬
чению, что 

cos A = , cos B = , cos C = . 
cos B cos A cos B 

Это следует из тождества: 

T 2 = (1 + cos A)(1 +cos B)(1 + cos C) 
1 + cos A + cos B + cos C 

1. 

Положим cosh a = p и cosh b = q, тогда cosh c = 
= p+ q 1. 

Далее, из дифференциальной формулы Шле-
фли, имеем: 

1 
dV = a dA + b dB + c dC = 

= arccosh(p) d ^arccos ^ — ^ ) + 

+ arccosh(q) d ^arccos 

+ arccosh( p + q 1) d arccos 

q 
+ 

1 
p+q 1 

arccos( q) arccos( p) 
)) 

+ 

q(q2 — 1) 2 p(p 2 — 1) 2 

arccos( p + q 1) 
(p + q — 1)((p + q — 1) 2 — 1 ) 2 ^ ^ 

c o s h a arccosh(p) , Г x d x 
dp = / 

./0 p( p2 1) cosh x 

Аналогично устанавливаются равенства 

c o s h b arccosh(q) , i 
Г dq = _/ q(q2 1) ) 2 

x dx 
cosh x 

/•cosh a+cosh b— 1 arccosh(p+q—1) 

(p+q—1)((p+q—1)2 —1) 
d(p+q) 

c x dx 
cosh x 

Здесь мы воспользовались соотношением 
c = arccosh(p + q — 1). 

Окончательно, из формулы Ш л е ф л и имеем: 

+ / / 
0 cosh x 0 cosh x 0 cosh x 
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УДК 515.16 + 512.54 

О С В Я З И Н Е К О Т О Р Ы Х П Р О Б Л Е М Г О М О Т О П И Ч Е С К О Й Т О П О Л О Г И И И 
К О М Б И Н А Т О Р Н О Й Т Е О Р И И Г Р У П П 

В. Г. Бардаков, М. В. Нещадим 

O N C O N N E C T I O N B E T W E E N S O M E P R O B L E M S O F H O M O T O P Y T O P O L O G Y A N D 
C O M B I N A T O R I A L G R O U P T H E O R Y 

V. G. Bardakov M. V. Neshchadim 

В настоящей работе приводятся основные понятия гомотопической топологии, рассказывается 
о проблеме Пуанкаре и формулируется D(2) -гипотеза. Затем напоминаются некоторые факты ком­
бинаторной теории групп, формулируется проблема скачка соотношений и проблема минимального 
нормального порождения. Устанавливается связь между проблемами этой теории и проблемами го¬
мотопической топологии. В частности, дается переформулировка гипотезы Пуанкаре в групповых 
терминах и отмечается связь проблемы скачка соотношений и D'(2)-гипотезы. Далее предлагается 
метод, позволяющий для некоторых конечных представлений групп показать, что число соотноше¬
ний не может быть уменьшено (подход к проблеме минимального нормального порождения). 

In this paper we formulate basic notions of homotopy topology, tell on hypothesis of Poincare and 
formulate D(2)-hypothesis. After that we remind some facts from combinatorial group theory, formulate 
the problem of gap relation and the problem of minimal normal generation. We mention connection between 
problems of this theory and problems of homotopy topology. In particular, it will be given a reformulation of 
Poincare's hypothesis in group terms and mention a connection between the problem of gap relation and the 
D'(2) -hypothesis. Then we offer the method that allows to show for some finite representations of groups that 
the number ofrelationship can't be reduced (the approach to a problem ofthe minimum normal generation). 

Ключевые слова: многообразие, клеточное пространство, гомотопическая группа, группы гомо-
логий и когомологий, конечно определенная группа, минимальное число соотношений, модуль соотно¬
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Введение 

Настоящая статья является расширенным ва¬
риантом лекции, прочитанной первым автором на 
конференции "Геометрия и анализ", которая про¬
ходила в Кемеровском государственном универси¬
тете с 19-го по 26-е июня 2011 года. 

К сожалению, курс гомотопической топологии 
не входит в программу большинства университе¬
тов. Поэтому мы сочли уместным посвятить пер¬
вый параграф формулировке основных понятий и 
результатов этой теории. Второй параграф посвя¬
щен некоторым проблемам комбинаторной теории 
групп. Комбинаторная теория групп изучает груп¬
пы, заданные порождающими и соотношениями. 
При этом одна и та же группа может быть зада¬
на разными системами порождающих и соотноше¬
ний. Если зафиксировать множество порождаю¬
щих некоторой группы, то вопрос о минимальном 
числе соотношений, задающих эту группу, назы¬
вается проблемой минимального нормального по¬
рождения. Эта проблема равносильна такой про¬
блеме: для заданной нормальной подгруппы R сво­
бодной группы F найти минимальное число эле¬
ментов, нормальное замыкание которых в груп-

пе F порождает R. С проблемой минимального 
нормального порождения тесно связана проблема 
скачка соотношений. 

Яркий пример связи топологии с комбинатор¬
ной теорией групп дает проблема Пуанкаре, ре¬
шенная недавно Г. Я . Перельманом. Сама гипоте¬
за Пуанкаре формулируется следующим образом: 
всякое односвязное компактное 3-многообразие 
без края гомеоморфно трехмерной сфере. К а к ви¬
дим, это чисто топологическая проблема. Тем не 
менее Столингс и Джако [1, с. 266] показали, что 
проблема Пуанкаре равносильна следующей гипо¬
тезе из комбинаторной теории групп: при g > 1 
всякий гоморфизм <р : n i ( £ g ) —> Fg х Fg из фун¬
даментальной группы компактной ориентируемой 
поверхности S g рода g на прямое произведение 
свободных групп Fg х Fg существенно пропуска¬
ется через свободное произведение. Так как гипо¬
теза Пуанкаре справедлива, то справедлива и эта 
гипотеза. 

В настоящей работе приводятся основные по¬
нятия гомотопической топологии: гомотопическая 
эквивалентность, гомотопическая группа, груп-
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пы гомологий и когомологий, накрытия, рассло¬
ения и т. д. Рассказывается о проблеме Пуанка­
ре и формулируется D(2)-гипотеза. Далее напо¬
минаются некоторые ф а к т ы комбинаторной тео¬
рии групп, формулируется проблема скачка соот¬
ношений и проблема минимального нормального 
порождения. Затем устанавливается связь меж¬
ду проблемами этой теории и проблемами гомо¬
топической теории групп. В частности, отмечает¬
ся, что из положительного решения скачка соот¬
ношений для конечно определенных групп следует 
опровержение D(2)-гипотезы. В заключение пред­
лагается метод, позволяющий для некоторых ко¬
нечных представлений групп показать, что число 
соотношений не может быть уменьшено (подход 
к проблеме минимального нормального порожде¬
ния). В частности, будет доказано, что если m 
и n не являются взаимно простыми, то группа 
Km,n = {x,y,z \\ xm = yn = [x,z] = [y,z] = 1) 
не может быть задана тремя соотношениями в по¬
рождающих x,y,z. Если же m и n взаимно про­
сты, то будет доказано, что группа K m n может 
быть задана в тех же порождающих тремя соот¬
ношениями. 

Благодарим организаторов конференции за 
любезное приглашение принять участие в конфе¬
ренции, пообщаться с коллегами и сделать доклад. 
Благодарим В. В. Чуешева, пожертвовавшего сво­
им докладом в пользу нашего. Особая благодар¬
ность за незабываемую экскурсию, организован¬
ную во время конференции. Это была одна из са¬
мых запоминающихся экскурсий, организованных 
на аналогичных конференциях. 

1. Гомотопическая топология 

В этом параграфе мы напомним основные фак¬
ты из гомотопической топологии, которые можно 
найти в классическом учебнике [2]. 

1.1. М н о г о о б р а з и я и к л е т о ч н ы е комплексы 

Топология изучает топологические многообра­
зия, а также их обобщения - клеточные про­
странства или клеточные комплексы. Хаусдорфо-
во топологическое пространство со счетной ба¬
зой называется n-мерным многообразием, если 
каждая его точка обладает окрестностью, го-
меоморфной пространству R n или полупростран­
ству R - = { ( x 1 ; ...,xn) £ R n \ xn < 0}. Точки n -
мерного многообразия, не имеющие окрестности, 
гомеоморфной R n , составляют край дХ многооб­
разия X. Край n-мерного многообразия есть n — 1-
мерное многообразие без края. Многообразие на¬
зывается замкнутым, если оно компактно и не 
имеет края . 

Примерами многообразий являются n-мерная 
сфера: 

Sn = {(xo, xi,...,xn) £ R n + 1 \ x o + x i + . . .+Xn = 1}, 

n-мерный шар: 

Dn = { ( x i , ...,xn) £ Rn \ xi + ... + xn < 1}. 

Таким образом, S n - i есть граница шара Dn в R n . 
Вещественное n-мерное проективное про­

странство RPn определяется как совокупность 
проходящих через начало координат прямых про¬
странства R n + i , топологизированная угловой мет¬
рикой: расстояние между двумя прямыми равно 
углу между ними. Координаты (xo, x i , . . . , x n ) на¬
правляющего вектора прямой (определенные, оче¬
видно, с точностью до пропорциональности) на¬
зываются однородными координатами точки про¬
ективного пространства; стандартное обозначение 
(xo : x i : ... : x n ) . Бесконечномерное проективное 
пространство R P 0 0 определяется как объединение 
U R P \ Если заменить в определении пространства 
R P n пространство R n + i пространством C n + i и ве¬
щественные прямые комплексными прямыми, то 
получим определение комплексного проективного 
пространства CPn. 

По сравнению с топологическими многообра¬
зиями, более общими объектами являются клеточ¬
ные пространства. 

Клеточное пространство — это хаусдорфово 
топологическое пространство K, представленное в 
виде объединения 

0 

U U e q 

q=o iElq 

попарно непересекающихся множеств eq (клеток) 
таким образом, что для каждой клетки существу¬
ет отображение fq шара Dq в K (характеристиче­
ское отображение, отвечающее клетке eq), суже­
ние которого на внутренность Int Dq шара Dq  

представляет собой гомеоморфизм Int Dq ~ eq. 
При этом предполагаются выполненными следу¬
ющие аксиомы. 

(C) Граница eq = e q — eq клетки eq содержится 
в объединении конечного числа клеток er с r < q. 

(W) Множество F С K замкнуто тогда и толь­
ко тогда, когда для любой клетки eq замкнуто пе­
ресечение F П e q. 

Топология, описываемая аксиомой (W), явля¬
ется слабейшей из топологий, по отношении к ко¬
торой все характеристические отображения непре¬
рывны. Часто клеточное пространство называют 
клеточным комплексом или CW-комплексом. 

Клеточное подпространство клеточного про¬
странства K — это замкнутое его подмножество, 
составленное из целых клеток. Важнейшие кле¬
точные подпространства клеточного пространства 
— его остовы: n-й остов есть объединение всех 
клеток размерности < n (по определению, раз¬
мерность клетки eq равна q). Стандартные обо­
значения для n -го остова пространства K: Kn или 
skn K. Клеточное пространство называется конеч¬
ным (счетным), если оно состоит из конечного 
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(счетного) числа клеток. Заметим, что для конеч¬
ных клеточных пространств аксиомы (C), (W) вы¬
полняются автоматически. 

Всякое клеточное пространство может быть 
сконструировано при помощи многократного при¬
менения операции приклеивания клеток. При этом 
остов skn K получается приклеиванием n-мерных 
шаров к остову skn—i K посредством всех отобра­
жений вида fq\dDn. 

С другой стороны, всякое топологическое мно¬
гообразие можно разбить на симплексы, т. е. три¬
ангулировать. Напомним, что евклидов симплекс 
Tq в R q + i определяется следующим образом: 

Tq = {(to, ...,tq ) £ R q + i \ t o > 0 , ...,tq >0, £ ^ = 1} . 

Пусть X — произвольное топологическое про­
странство. Под q-мерным сингулярным симплек¬
сом пространства X понимается непрерывное 
отображение стандартного q-мерного симплекса 
Tq в X. Справедлива 

Т е о р е м а 1. Всякое компактное гладкое мно­
гообразие гомеоморфно триангулированному под­
множеству евклидова пространства, причем го­
меоморфизм может быть сделан гладким на 
каждом симплексе триангуляции. 

1.2. Гомотопии 

Одной из основных проблем топологии является 
классификация многообразий с точностью до го¬
меоморфизма. Можно классифицировать много¬
образия или клеточные пространства с точностью 
до гомотопии. 

Пусть X и Y — топологические простран­
ства. Непрерывные отображения f : X — Y и 
g : X — Y называются гомотопными (обозна­
чается f ~ g), если существует семейство отобра­
жений pt : X — Y, t £ I, такое, что 

1 ) p o = f , p i = g ; 

2) отображение Ф : X х I — Y, заданное ра­
венством <I>(x, t) = p t (x) , непрерывно. 

Условие 2) является формализацией непре¬
рывной зависимости pt от параметра t. Отображе¬
ние Ф называется гомотопией, связывающей отоб¬
ражения f и g. 

Нетрудно проверить, что отношение гомотоп¬
ности является отношением эквивалентности на 
пространстве C( X, Y) непрерывных отображений 
из X в Y (т. е. оно рефлексивно, симметрич¬
но и транзитивно). Множество классов эквива¬
лентности (гомотопические классы), на которые 
отношение гомотопности разбивает пространство 
C(X, Y), обозначается n(X,Y). 

Пространства X и Y называются гомотопиче-
ски эквивалентными (обозначается X ~ Y), если 
существуют непрерывные отображения f : X — Y 
и g : Y — X, такие что композиции f о g : Y — Y и 
g о f : X — X гомотопны тождественным отобра­
жениям id : Y —> Y и id : X —> X соответственно. 

Отображения f и g в этой ситуации называются 
гомотопическими эквивалентностями. 

Если отображения f о g и g о f не просто гомо¬
топны тождественным отображениям, но и явля¬
ются таковыми, то f и g взаимно обратные гомео¬
морфизмы. 

Класс гомотопически эквивалентных про¬
странств называется гомотопическим типом. 
Примером гомотопически эквивалентных, но не 
гомеоморфных пространств являются, например, 
точка и шар, окружность и полноторие. 

Пространство X называется стягиваемым, ес¬
ли тождественное отображение X — X гомотопно 
отображению X — X, переводящему все X в точ¬
ку. 

Подпространство A пространства X называет¬
ся его ретрактом, если существует непрерывное 
отображение r : X — X (ретракция), такое, что 
r ( X ) = A и r(a) = a при a £ A. Если ретрак¬
ция гомотопна тождественному отображению, то 
A называется деформационным ретрактом про¬
странства X. Если, сверх того, гомотопию, соеди¬
няющую ретракцию с тождественным отображе¬
нием, можно выбрать тождественной на подпро¬
странстве A, то A называется строгим деформа¬
ционным ретрактом пространства X. 

Очевидно, деформационный ретракт про¬
странства X гомотопически эквивалентен X. Бо¬
лее того, A является деформационным ретрактом 
пространства X в том и только том случае, если 
включение A в X является гомотопической экви¬
валентностью. 

1.3. Гомотопические г р у п п ы 

Одним из подходов к классификации многообра¬
зий с точностью до гомотопии является изучение 
дискретных инвариантов соответствующих топо¬
логическим пространствам и непрерывным отоб¬
ражениям. Обычно эти инварианты принимают 
одинаковые значения на гомотопически эквива¬
лентных пространствах и гомотопных отображе¬
ниях. Наиболее распространенная процедура по¬
строения инвариантов состоит в следующем. Фик¬
сируется пространство Y и затем произвольному 
пространству X ставится в соответствие множе¬
ство n(X,Y) или множество n(Y,X). Если про¬
странства X и Y с отмеченными точками, то мож¬
но рассмотреть только отображения, сохраняю¬
щие эти точки, и соответствующие классы гомото¬
пических отображений nb(X, Y) или nb(Y, X). Изу¬
чать эти множества значительно проще если в них 
имеется естественная групповая структура. 

Путем в топологическом пространстве X на­
зывается непрерывное отображение p : I — X от­
резка I = [0,1]. При этом точки p(0) и p(1) на¬
зываются началом и концом пути p ; если началь¬
ная и конечная точки пути совпадают, то такой 
путь называется петлей. Пространство всех путей 
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пространства X обозначается C( I, X), а его под¬
пространство петель — Cl(X). Можно рассмотреть 
также пространство петель с фиксированным на¬
чалом Cl(X, xo). Все эти пространства наделяются 
естественной топологией. 

Фундаментальная группа является первой из 
бесконечной серии гомотопических групп n n ( X ) , 
n = 1, 2,..., которые соответствуют топологиче­
скому пространству X. Фундаментальной груп¬
пой пространства X с отмеченной точкой xo на¬
зывается его одномерная гомотопическая группа 
ni(X) = nb(S1 ,X). Более подробно рассматрива­
ются петли пространства X. Петли p и p' назы¬
ваются гомотопными, если существует такая го-
мотопия pt : I — X, что po = p, p i = p' и 
pt(0) = pt(1) = xo, t £ I. Произведение p-ф пе­
тель p и ф это такая петля х, что 

v ( t ) = / p(2t) при t < 1/2, 
х к ч \ V>(2t — 1) при t > 1/2. 

Другими словами, произведение двух петель — 
это петля составленная из этих двух петель, кото¬
рые проходятся последовательно. К а к легко про¬
верить, это умножение порождает умножение и в 
множестве гомотопических классов петель. Отно¬
сительно этого умножения гомотопические клас¬
сы образуют группу. Это и есть фундаменталь¬
ная группа n i ( X , x o ) . Обратным к классу петли 
p : I — X служит класс петли p' : I — X, опреде¬
ленный формулой p'(t) = p(1 t). 

Пространство, любые две точки которого мож¬
но соединить путем, называется линейно связным. 
Если пространство нельзя представить в виде объ¬
единения непересекающихся открытых множеств, 
то такое пространство называется связным. От¬
метим, что если пространство линейно связно, то 
оно и связно. Обратное, вообще говоря, неверно 
(стандартным примером является график функ¬
ции sin(1/x) на интервале (0,1), объединенный с 
отрезком [—1,1] оси OY). Но в важных частных 
случаях (клеточные пространства, многообразия) 
понятия связности и линейной связности совпада¬
ют. 

Можно показать, что если пространство X ли¬
нейно связно, то фундаментальная группа не зави¬
сит от выбора точки xo, т. е. n i ( X , xo) — n i ( X , x i ) 
для любых точек xo, xi £ X. Кроме того, фунда¬
ментальная группа не меняется при гомотопиче¬
ской эквивалентности и тем более при гомеомор¬
физме. Более точно. Если f : X — Y — гомо¬
топическая эквивалентность, то для любой точки 
xo £ X гомоморфизм f* : n i ( X , x o ) — ni(Y,f (xo)) 
является изоморфизмом. 

Д л я вычисления фундаментальной группы 
клеточного пространства достаточно знать лишь 
его двумерный остов. Более точно, справедлива 

Т е о р е м а 2. n i ( X ) — n i ( X 2 ) для любого кле¬
точного пространства X и его двумерного остова 
X2. 

С другой стороны, всякая группа, задаваемая 
конечным набором образующих и соотношений, 
служит фундаментальной группой некоторого за¬
мкнутого многообразия. Более того, это много¬
образие можно выбрать четырехмерным. Однако 
нельзя понизить его размерность до трех: груп¬
па Z © Z не является фундаментальной группой 
никакого замкнутого трехмерного многообразия. 
Это наблюдение и позволяет перебросить мостик 
между гомотопической топологией и комбинатор¬
ной теорией групп. 

Обобщением понятия фундаментальной груп¬
пы является понятие гомотопической группы 
nn(X, xo), которая определяется как множество 
гомотопических классов отображений Sn — X, 
переводящих отмеченную точку сферы Sn в от¬
меченную точку xo £ X. Сами эти отображения 
называются сфероидами. Иначе, сфероид можно 
определить как отображение n-мерного куба In в 
X, переводящее границу dIn в отмеченную точку 
xo £ X. 

Сумма двух сфероидов f, g : Sn — X опре¬
деляется как сфероид f + g : Sn — X, по¬
строенный следующим образом: экватор сферы 
Sn (содержащий отмеченную точку) сжимается в 
точку, в результате чего сфера превращается в бу¬
кет двух сфер, затем сферы, составляющие этот 
букет, отображаются в X с помощью отображений 
f и g. 

Сложение сфероидов не является групповой 
операцией. Однако оно гомотопически инвариант¬
но (т. е. если f ^ f' и g ^ g', то f + g -
f' + g') и поэтому индуцирует операцию в мно­
жестве nn(X,xo), а последняя уже является груп¬
повой. При n > 2 эта операция коммутативна. 

Если p : X — Y — непрерывное отображение, 
переводящее отмеченную точку xo £ X в отме¬
ченную точку yo £ Y, то возникает гомоморфизм 
p* : nn(X, xo) — nn(Y,yo), не меняющийся при 
замене отображения p гомотопным. В частности, 
у гомотопически эквивалентных пространств с от¬
меченными точками гомотопические группы оди¬
наковы. 

Одной из основных проблем гомотопической 
топологии в середине прошлого века считалась 
задача вычисления гомотопических групп сфер. 
Описание этих групп для одномерной сферы да¬
ет 

Т е о р е м а 3. Гомотопические группы одномер­
ной сферы имеют вид: 

( i ) = Z при n = 1 , 
n n ( S ) { 0 при n > 2. 

1.4. О т о б р а ж е н и я к л е т о ч н ы х пространств 

Непрерывное отображение f клеточного про¬
странства X в клеточное пространство Y называ¬
ется клеточным, если f(skn X) С skn Y. Отметим, 
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что клетка при клеточном отображении не обяза¬
на отображаться в клетку, а может размазываться 
по нескольким клеткам, задевая при этом клетки 
меньшей размерности. 

Отображение клеточного пространства в дру¬
гое топологическое пространство непрерывно то¬
гда и только тогда, когда оно непрерывно на лю¬
бом конечном подпространстве. 

Т е о р е м а 4. Всякое непрерывное отображение 
одного клеточного пространства в другое гомо¬
топно клеточному отображению. 

Ранее мы дали определение связного про¬
странства. Обобщением этого понятия является n-
связное пространство. 

О п р е д е л е н и е . Пространство X называется 
n-связным, если при q < n множество n(Sq, X) 
состоит из одного элемента (то есть любые два 
отображения Sq — X с q < n гомотопны). 

Описание n-связных пространств дает 

Т е о р е м а 5. Всякое n-связное клеточное про¬
странство гомотопически эквивалентно клеточ¬
ному пространству с единственной вершиной и 
без клеток размерностей 1 , 2, ... , n. 

1.5. Н а к р ы т и я 

Линейно связное пространство T называется на¬
крывающей для линейно связного пространства 
X, если задано отображение p : T — X, такое, 
что для любой точки x £ X имеется окрестность 
U С X, для которой p—i(U) гомеоморфно U х Г, 
где Г — дискретное множество, причем диаграмма 

p—i(U) — U х Г 
p \ У проекция 

U 

коммутативна. Отображение p : T — X называет¬
ся в этой ситуации накрытием. 

Если p : T — X накрытие и xo — произволь­
ная точка пространства T, такая, что xo = p(Xo), 
то p* : n i (T, Xo) — n i ( X , xo) является мономор¬
физмом, т. е. инъективным отображением. 

Накрытие p : T — X называется регу¬
лярным, если группа p* ( n i ( T , Xo)) является нор­
мальной подгруппой в группе n i ( X , xo) . Если 
p : T — X есть регулярное накрытие, то 
существует свободное действие фактор-группы 
G = ni(X,xo)/p* (ni(T, Xo)) на пространстве T, 
такое, что X = T/G (точнее: такое, что его орби¬
ты совпадают с множествами p—i(x)). Верно и об¬
ратное: если группа G действует на пространстве 
T свободно и дискретно (последнее означает, что 
каждая точка xX £ T обладает такой окрестностью 
U, что множества gU, g £ G, попарно не пересека¬
ются), то естественная проекция T — X = T/G 
является регулярным накрытием. Более того, в 
этом случае n i ( X ) / n i ( T ) = G . 

Накрытие p : T — X называется универсаль¬
ным, если T односвязно. Очевидно, что универ¬
сальное накрытие односвязно. 

Накрытия pi : Ti — X и p2 : T2 — X назы¬
ваются эквивалентными, если существует такой 
гомеоморфизм f : Ti — T2, что диаграмма 

T i -—— T2 

X 

коммутативна. Отображение f : Ti — T2 называ¬
ется эквивалентностью. 

Можно доказать следующий критерий эквива¬
лентности накрытий. 

Т е о р е м а 6. Пусть pi : T i — X и p2 : T2 — X 
накрытия, x £ X, Xi £ Ti, X2 £ T2 такие точки, 
что pi(Xi) = x, p2(X2) = x . Если X — клеточное 
пространство или многообразие, то накрытия pi  

и p2 эквивалентны тогда и только тогда, когда 
группы pi* ( n i (T i ,X i ) ) и p2* (ni(T2,X2)) сопряже­
ны в группе n i ( X , X). 

Т е о р е м а 7. Пусть X — линейно связное кле¬
точное пространство или многообразие и xo £ X 
— точка. Тогда для любой подгруппы G группы 
ni ( X , xo) существует накрытие p : T — X и 
точка Xo £ p— i ( x o ) , такие, чтоp* ( n i ( T , Xo)) = G . 
В частности, над X существует универсальное 
накрытие. 

Таким образом, для достаточно хорошего ли¬
нейно связного пространства X классы эквива¬
лентных накрытий над X находятся во взаим¬
но однозначном соответствии с классами сопря¬
женных подгрупп фундаментальной группы про¬
странства X. В частности, над достаточно хо¬
рошим односвязным пространством вообще нет 
нетривиальных накрытий. Более точно, справед¬
лива 

Т е о р е м а 8. Если p : T — X — накрытие и 
n > 2, то p* : nn(T,to) — nn(X,p(to)) есть изо¬
морфизм. 

1.6. Р а с с л о е н и я 

Расслоением, или локально тривиальным рассло­
ением, называется четверка (E, B,F,p), где E, B, 
F — пространства, а p — отображение E — B, 
причем любая точка x £ B обладает такой окрест¬
ностью U С B, что p—i(U) — U х F; более того, 
существует гомеоморфизм p : p—i(U) — U х F, 
замыкающий коммутативную диаграмму 

p—i(U) —— U х F 
p \ У проекция 

U 

Пространства B и F называют базой и слоем 
расслоения. 
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П р и м е р ы р а с с л о е н и й . 1) Расслоение 
Хопфа: 

E = S3 = {(zi,Z2) \ zizi + Z2Z2 = 1} С C 2 , 

B = S 2 = C P i , p ( z i , Z2) = ( z i : Z2), F = Si. 

2) Существует естественное отображение 
S 2 n + i — CPn. Обозначая это отображение че­
рез p, получаем расслоение ( S 2 n + i , CPn,Si,p), 
которое обобщает предыдущее и тоже называется 
расслоением Хопфа. 

Отметим, что накрытие является частным 
случаем расслоения. Слоем при этом является 
пространство с дискретной топологией. 

У п р а ж н е н и е . Выведите из точной гомотопи¬
ческой последовательности хопфовского рассло¬
ения ( S 3 , S 2 , S i , p ) , что имеют место следующие 
изоморфизмы 

7T2(S2) — n i ( S i ) и 7Tn(S 3) — 7Tn(S 2) при n > 3. 

1.7. Гомотопические г р у п п ы и к л е т о ч н ы е 
пространства 

С каждым пространством X можно связать про¬
странство X X , которое определяется как фактор-
пространство цилиндра X х I по его основаниям 
X х {0} и X х {1}. Пространство X X называет¬
ся надстройкой над пространством X. Например, 
легко проверить, что XSn — Sn+i. Справедлива 

Т е о р е м а ( Ф р е й д е н т а л ь ) . Гомоморфизм 
надстройки 

X : nq(Sn) —— n q + i ( S n + i ) 

является изоморфизмом при q < 2n — 2 и эпимор¬
физмом при q = 2n — 1 . 

Эта теорема позволяет вычислить некоторые 
гомотопические группы сфер. 

Т е о р е м а 9. Если Y — клеточное подпро¬
странство пространства X и разность X— Y 
не содержит клеток размерности < n, то 
гомоморфизм ni(Y) — ni(X), индуцированный 
вложением, является изоморфизмом при i<n 
и эпиморфизмом при i = n. В частности, 
nn(X) = n n ( s k n + i X ) для любого клеточного про¬
странства X. 

У т в е р ж д е н и е . n -я гомотопическая группа 
пространства X порождается n-мерными клет­
ками, соотношения отвечают n + 1-мерным 
клеткам. 

Т е о р е м а ( У а й т х е д ) . Пусть X, Y — клеточ¬
ные пространства. Если непрерывное отображе¬
ние f : X — Y обладает тем свойством, что 

f* : nn(X, xo) — nn(Y,f (xo)) 

есть изоморфизм при всех n и xo, то f есть го¬
мотопическая эквивалентность. 

Однако в общем случае для гомотопической 
эквивалентности клеточных пространств, вообще 
говоря, недостаточно, чтобы их гомотопические 
группы были изоморфны: нужно, чтобы изомор¬
физм устанавливался некоторым непрерывным 
отображением. 

Т е о р е м а 10. Пусть n — натуральное число и 
n — группа, предполагаемая абелевой при n > 1. 
Тогда существует клеточное пространство X, 
такое, что 

n ( X ) = ( 0 п р и i = n 

I n при i = n. 

Такие клеточные пространства называются 
пространствами Эйленберга-Маклейна или про­
странствами типа K(n,n). 

1.8. Гомологии 

Наряду с гомотопическими группами топологиче¬
ского пространства X можно рассматривать дру¬
гие гомотопические инварианты. Например, та¬
кими инвариантами являются группы гомологий 
Hk(X) и когомологий Hk(X). По сравнению с го¬
мотопическими группами они определяются до¬
статочно громоздко, но зато легче вычисляются 
и геометрически более наглядны. 

Напомним, что евклидов симплекс Tq в R q + i  

определяется следующим образом: 

Tq = {(to, ...,tq ) £ R q + i \ to>0, ...,tq >0,J2ti = ^ . 

Пусть X — произвольное топологическое про¬
странство. Под q-мерным сингулярным симплек¬
сом пространства X понимается непрерывное 
отображение стандартного q-мерного симплекса 
Tq в X. Под q-мерной (сингулярной) цепью про¬
странства X понимается конечная линейная ком¬
бинация сингулярных симплексов пространства X 
с целыми коэффициентами; запись kifi, fi : 
Tq — X. Множество q-мерных сингулярных цепей 
пространства X обозначается через Cq(X). Сложе¬
ние цепей как линейных комбинаций делает Cq(X) 
группой, то есть Cq(X) — свободная абелева груп¬
па, порожденная множеством всех q-мерных син¬
гулярных симплексов пространства X. 

Определим граничный гомоморфизм 

д = dq : Cq (X) — Cq—i(X). 

Учитывая, что Cq(X) свободна, достаточно опре¬
делить д на сингулярных симплексах. Д л я сингу¬
лярного симплекса f полагаем 

df = £ ( — 1 № Л 

где r i f — сужение отображения f на i-ю грань 

T q — i = {(to,..,tq) £ Tq \ ti =0} 

стандартного симплекса Tq. 

24 



Вестник КемГУ № 3/1 2011 Геометрия трехмерных многообразий 

Т е о р е м а 11. Композиция 

C q + i ( X ) Cq (X) Cq—i(X) 

тривиальна, то есть Im d q +i С Ker dq. 

О п р е д е л е н и е . Факторгруппа 

Hq (X) = K e r dq/Im dq+i 

называется q-й гомологической группой простран¬
ства X. Это определение имеет силу при q > 1. 
Полагают H o ( X ) = C o ( X )/Im d i и Hq (X) = 0 при 
q< 0. 

Д л я групп Im d q +i и Ker dq приняты обозначе­
ния Bq(X) и Zq(X) соответственно. В этих обозна¬
чениях 

Hq(X) = Zq(X)/Bq(X). 

Цепи из Zq (X) и Bq (X) называют соответствен­
но циклами и границами. Циклы разность кото¬
рых есть граница, называют гомологичными. Та¬
ким образом, элементы группы гомологий — это 
классы гомологичных циклов, иногда их называ¬
ют гомологическими классами. 

Если группа Hq(X) конечно порождена, то ее 
ранг (то есть число слагаемых Z в каноническом 
разложении Hq(X) = Z © ... © Z © ZKL © ... © ZKS) 
называется q-м числом Бетти пространства X. 

Цепным комплексом называется последова¬
тельность 

... Cq (X) Cq—i(X) —— ... 

... —> Ci(X) Co(X) Z 

абелевых групп, в которой dq о dq+i =0 , е о di = 0 
и е — эпиморфизм. 

У гомотопически эквивалентных пространств 
гомологии одинаковы. 

П р е д л о ж е н и е 1. Если {Xa} — множество 
компонент связности пространства X, то при 
любом q 

Hq (X ) = ©Hq (Xa). 
а 

1.9. В ы ч и с л е н и е г о м о л о г и й к л е т о ч н ы х про¬
странств 

Гомологические группы сфер, в отличие от го¬
мотопических групп, вычислять довольно легко. 
Справедлива 

Т е о р е м а 12. Гомологические группы сфер 
определяются равенствами 

H i ( S n ) =

 Z п р и i = 0 , n , 

i 0 при i = 0, n. 

Д л я доказательства этой теоремы можно вос¬
пользоваться тем, что XSk — S 

Также справедлива 

Т е о р е м а 13. Для любого топологического 
пространства X и любого i имеет место изомор¬
физм 

H i ( X X ) = Hi—i ( X ) , 

где X — надстройка. 

С л е д с т в и е . Если число q-мерных клеток кле¬
точного пространства X равно n, то группа 
Hq(X) порождается не более чем n элемента¬
ми. В частности, bq(Xq) < n, где bq — q-е чис­
ло Бетти и Xq — q-мерный остов пространства 
X. Например, если у X нет q-мерных клеток, то 
Hq (X) = 0, в частности, если dim X = m, то 
Hq(X) = 0 при q > m. 

Пусть X — компактное триангулированное 
подмножество евклидова пространства ( полиэдр). 
Открытые симплексы триангуляции составляют 
клеточное разбиение пространства X. Соответ¬
ствующий клеточный комплекс устроен следую¬
щим образом. Зафиксируем некоторый порядок 
всех вершин триангуляции, тогда будут упорядо¬
чены и вершины каждого симплекса. Клеточная 
q-мерная цепь — это линейная комбинация вида 
Y J k i a i , где ai — симплексы размерности q. Гра­
ничный оператор d действует по формуле 

q 

d ki<Ji) = ^2, ki*^2 Гг <?i, 

где Г г a i есть r -я грань симплекса ai. Этот ком¬
плекс называется классическим. Его гомологии 
совпадают с гомологиями пространства X. 

1.10. Гомологии и г о м о т о п и и 

Между гомотопическими и гомологическими 
группами нет прямой связи. В частности, можно 
показать, что пространства S2 и C P 0 х S3 имеют 
одинаковые гомотопические группы, но разные 
группы гомологий. С другой стороны, простран¬
ства Si V Si V S 1 и Si х S1 имеют одинаковые 
гомологические группы, но разные гомотопиче¬
ские группы. 

Тем не менее у связного пространства первая 
нетривиальная гомотопическая группа изоморфна 
соответствующей гомологической группе. Чтобы 
формализовать это утверждение, введем некото¬
рые определения. 

Пусть X — топологическое пространство с 
отмеченной точкой xo. Обозначим через sn ка¬
ноническую образующую группы Hn(Sn) = Z, 
n = 1, 2,... Д л я любого p £ nn(X, xo) положим 

h(p) = f*(sn) £ Hn(X), 

где f : Sn — X — произвольный сфероид класса 
p. Очевидно, что h(p) не зависит от выбора f. Яс­
но также, что отображение p — h(p) определяет 
гомоморфизм 

h : nn(X, xo) — Hn(X). 
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Этот гомоморфизм называется гомоморфизмом 
Гуревича; он естественен по отношению к непре­
рывным отображениям (переводящим отмечен­
ную точку в отмеченную). Если выбрать другую 
отмеченную точку x i , то диаграмма 

nn(X,xo) -—и nn(X,xi) 
h \ / h 

Hn(X) 

коммутативна для любого пути s, соединяющего 
точки xo и x i . 

Т е о р е м а ( Г у р е в и ч ) . Пусть no(X,xo) = 
n i ( X , xo) = ... = nn-i(X,xo) = 0, n > 2. Тогда 
Hi(X) = ... = Hn-i(X) = 0 и h : nn(X,xo) и 
Hn(X) есть изоморфизм. 

С л е д с т в и е (обратная т е о р е м а Г у р е в и ч а ) . 
Если пространство X связно и односвязно и 
H2(X) = ... = Hn-i(X) = 0, то n2(X,xo) = ... = 
nn-i(X,xo) = 0 и h : nn(X,xo) и Hn(X) есть 
изоморфизм. 

Приведенные, результаты можно выразить од¬
ной фразой: у односвязного пространства нетри¬
виальные гомотопические и гомологические груп¬
пы начинаются с одинаковой размерности и пер¬
вые нетривиальные гомотопические и гомологиче¬
ские группы изоморфны. 

С л е д с т в и е . Односвязное клеточное про­
странство с тривиальными гомологиями размер­
ностей > 2 стягивается. 

Связь между первой гомотопической группой 
(фундаментальной группой) и первой гомологиче¬
ской группой дает 

Т е о р е м а ( П у а н к а р е ) . Для любого связ¬
ного пространства X гомоморфизм Гуревича 
h : ni(X,xo) и Hi(X) является эпимор­
физмом, ядром которого служит коммутант 
[ni(X),ni(X)] группы ni(X). Таким образом, 

Hi(X ) = ni(X )/[ni(X (X)]. 

Т е о р е м а 14. Если отображение f : X и Y 
индуцирует изоморфизм в гомотопических груп­
пах, то оно индуцирует изоморфизм и в гомоло¬
гических группах. 

1.11. Гомологии с к о э ф ф и ц и е н т а м и и 
когомологии 

Пусть G - абелева группа. К сингулярному кле¬
точному комплексу топологического пространства 
X можно применить алгебраические операции — ® 
G и Hom(—,G). Получатся новые комплексы, ко­
торые имеют свои гомологии; эти гомологии назы¬
ваются, соответственно гомологиями и когомоло-
гиями пространства X с коэффициентами в G. 

О п р е д е л е н и е . Пусть G — абелева группа. 
Сингулярная q-мерная цепь пространства X с ко-

эффициентами в G есть линейная комбинация ви¬
да 

Y,9ifi, 9i € G, fi : Tq и X. 

Группа сингулярных q-мерных цепей про¬
странства X с коэффициентами в G обозначается 
Cq(X,G); очевидно Cq(X; G) = Cq(X) ® G; наша 
прежняя группа цепей Cq (X) в этих обозначениях 
есть Cq(X; Z) . Сингулярная q-мерная коцепь про¬
странства X с коэффициентами (со значениями) 
в G определяется как функция на множестве q-
мерных сингулярных симплексов пространства X, 
принимающих значения в G. Группа этих коце¬
пей обозначается Cq(X; G); очевидно, Cq(X; G) = 
Hom(Cq(X),G). Значение коцепи c на цепи a обо­
значается < c, a >. 

Граничный и кограничный операторы 

д = dq : Cq(X; G) и Cq-i(X; G), 

6 = 5q : Cq (X; G) и Cq+1(X; G) 

определяются формулами: 

д ( E 9ifi) = E 9i T,( — l)Trrfi, 
r=o 

(6c)(f )= E ( — l)rc (Tr f ) . 
r=o 

Очевидно, для любых c и a 

< c, da >=< 6c, a > . 

Проверка показывает, что д о д = 0 и 6 о 6 = 0 , и 
мы полагаем: 

Hq(X; G) = Kei^q : Cq(X; G) и Cq-i(X; G)]/ 

/\т[дч+1 : Cq+i(X; G) и Cq(X; G)], 

Hq(X; G)=Kei[6q : Cq(X; G) и C q + 1 (X; G)]/ 

/Im[6q-1 : Cq-1(X; G) и Cq(X; G)]. 

Имеются также канонические операторы 

£ : Co(X; G) и G (сумма коэфициентов) , 

е* : G и Co(X; G) ( константы) , 

и мы полагаем 

Ho(X; G) = Ker е/lm д1, H°(X; G) = Ker 6o/Im е*. 

Hq (X; G) = Hq (X; G) при q> 0 

(приведенные гомологии и когомологии). 
Непрерывное отображение f : X и Y индуци¬

рует гомологические и когомологические гомомор¬
физмы, причем первые направлены в ту же сторо¬
ну, что и f, а вторые в противоположную сторону: 

f* : Hq(X; G) и Hq(Y; G), 
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f* : Hq(Y; G) и Hq(X; G). 

Гомологии и когомологии с коэффициентами го-
мотопически инвариантны: если f ~ g, то f* = g* 
и f * = g*; в частности, гомологии и когомологии с 
коэффициентами одинаковы у гомотопически эк¬
вивалентных пространств. 

Д л я несвязной суммы нескольких связных 
пространств X = Xi U ... U Xn 

Hq(X; G)= ©Hq(Xi; G), Hq(X; G) = ©Hq(Xi; G). 

Например, у точки pt 

Ho(pt; G) = G = Ho(pt; G), 

Hq(pt; G) = 0 = Hq(pt; G) при q > 0. 

Т е о р е м а 15. Пусть X — связное гладкое n-
мерное многообразие. Если фиксировать его три¬
ангуляцию и вычислить n-мерные гомологии, то 
получим: 

Т Т , v - , ) Z если X замкнуто и ориентируемо, 
Hn ( X ) = 0 в остальных случаях; 

. . ( Z 2 если X замкнуто, 
Hn(X; Z2) = \ „ 

0 в остальных случаях. 

1.12. Ф о р м у л ы у н и в е р с а л ь н ы х к о э ф ф и ц и ¬
ентов 

Пусть A, B — абелевы группы, B = F1/F2, где Fi 
— свободная абелева группа, F2 — ее подгруппа. 
Легко понять, что A <gi B есть факторгруппа груп­
пы A <gi F i по образу естественного отображения 
A (g> F2 и A (g> F i , но последнее, вообще говоря, не 
является мономорфизмом. Можно проверить, что 
ядро Ker : A (g> F2 и A (g> Fi не зависит от выбора 
представления B = Fi /F2 и называется периоди¬
ческим произведением групп A и B, обозначается 
Tor(A, B). Справедливо 

П р е д л о ж е н и е 2. 
1) Tor(A, B) ~ (кручение A) (Е> (кручение B). 
2) Если A = Q, R или C, то Tor(A, B) = 0 для 

любой абелевой группы B. 

Двойственная операция Ext определяется сле¬
дующим образом. Пусть A, B — абелевы группы, 
A = Fi/F2, где F i — свободная абелева группа, F2 
— ее подгруппа. Тогда Hom(A, B) есть ядро отоб­
ражения Hom(Fi,B) и Hom(F2, B), f и f \F2, но 
это отображение не является, вообще говоря, эпи¬
морфизмом. Факторгруппа группы Hom(F2, B) по 
образу этого отображения (то есть коядро этого 
отображения) обозначается через Ext(A,B). 

П р е д л о ж е н и е 3. 
1) Ext(Z,B) = 0 для любой группы B; 

Ext(ZM, ZN) ~ Z m ® Z n ; Ext(ZM, Z) ~ Z m (в отли­
чие от Tor(ZM, Z) =0) . 

2) Если одна из групп A и B есть Q, R или C, 
то Ext(A, B) = 0. 

Зная целочисленные гомологии (или когомо-
логии) можно вычислить гомологии и когомоло-
гии с произвольными коэффициентами. 

П р е д л о ж е н и е 4. Для любых X, q, G имеют 
место изоморфизмы: 

Hq(X; G) ~ Hq(X) ® G © Tor(Hq-i(X), G); 

Hq(X; G) ~ Hq(X) ® G © Tor(Hq+i(X),G); 

Hq(X; G) ~ Hom(Hq(X), G) © Ext(Hq+i(X), G). 

Эти изоморфизмы не являются естественными. 
Естественны только отображения, входящие в 
следующие точные последовательности: 

0иЩ(X)®GUH4(X; G)UTOI(H4-I(X), G)U0; 

0UH(X)®G^Hq(X; G)^Tor(Hq+i(X), G)U0; 

0—Hom(Hq(X), G)—Hq(X; G)-Ext(Hq+i(X),G)—0. 

С л е д с т в и е . Предположим, что группа 
Hq(X) конечно порождена. Тогда 

Hq (X) ~ 

~ (свободная часть Hq(X))<g>(кручение Hq-i(X)). 

В частности, группа Hi(X) свободна. 

1.13. У м н о ж е н и е 

Хотя гомологии геометричнее, чем когомологии, 
они играют в топологии значительно более скром¬
ную роль. Главная причина в том, что когомологи¬
ческие классы можно перемножать, а потому для 
любого коммутативного кольца G сумма 

©Hq(X; G) = H*(X; G) 

представляет собой ассоциативное косокоммута-
тивное кольцо. Д л я гомологий ничего подобного 
нет. 

Наиболее прозрачный способ определения ко¬
гомологического умножения состоит в следую¬
щем. Пусть G — коммутативное кольцо и Xi , X2 — 
клеточные пространства. По клеточным коцепям 
ci € Cqi (Xi; G), c2 € Cq2 (X2; G) строим клеточ¬
ную коцепь 

c i x c2 € Cqi+q2 (Xi x X2; G), 

которая на клетке a x т С X i x X2 принимает зна¬
чение, равное 

( — 1)qiq2ci(a)c2(T) (умножение в G). 

Проверка показывает, что 

6(ci x c2) = 6(ci) x c2 + ( — 1)qici x 6(c2), 
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так, что, если c\, c2 — коциклы, то c\ х е2 тоже ко­
цикл. Мы получаем корректно определенное умно­
жение: 

[71 е Hqi ( X i ; G), 72 е Hq2(X2; G)] — 

— 7i х 72 е H ( X i х X2) G). 

Важное различие между гомологиями и когомо-
логиями состоит в том, что первые ковариантны, 
а вторые контравариантны. 

1.14. П р о б л е м а П у а н к а р е и _D(2)-гипотеза 

Читатель, прочитавший предыдущую часть насто­
ящего параграфа, сможет понять формулировку 
гипотезы Пункаре. Чтобы разобраться с доказа­
тельством, предложенным Перельманом, надо за¬
тратить гораздо больше усилий. Признаемся, что 
нам этого сделать так и не удалось. 

Вначале немного истории. В 1900 году Пуан¬
каре предположил, что трехмерное многообразие 
M, у которого группы гомологий Hk (M) изоморф­
ны группам гомологий Hk ( S 3 ) сферы S 3 , при всех 
к = 0 ,1 , . . . , гомеоморфно S 3 . В 1904 году он же 
нашел контрпример, называемый теперь сферой 
Пуанкаре, и сформулировал окончательный вари­
ант своей гипотезы: всякое односвязное компакт­
ное трехмерное многообразие без края гомеоморф­
но трехмерной сфере. 

Позже эта гипотеза была обобщена на произ¬
вольные размерности и получила название обоб¬
щенная гипотеза Пуанкаре: для любого натураль­
ного числа n > 3 всякое многообразие размерно­
сти n гомотопически эквивалентно сфере Sn то¬
гда и только тогда, когда оно гомеоморфно ей. По¬
нятно, что исходная гипотеза Пуанкаре является 
частным случаем обобщенной гипотезы при n = 3. 

Попытки доказать гипотезу Пуанкаре приве¬
ли к многочисленным продвижениям в топологии 
многообразий. Доказательства обобщенной гипо­
тезы Пуанкаре для n > 5 получены в начале 1960-
1970-х. Почти одновременно Смейл и независимо 
Столлингс нашли доказательство для n > 7. Затем 
доказательство Столлингса было распространено 
на случаи n = 5 и n = 6 Зееманом. Доказательство 
значительно более трудного случая n = 4 было по­
лучено только в 1982 году Фридманом. Отметим, 
что из теоремы Новикова о топологической инва¬
риантности характеристических классов Понтря-
гина следует, что существуют гомотопически эк¬
вивалентные, но не гомеоморфные многообразия 
в высоких размерностях. 

Доказательство исходной гипотезы Пуанкаре 
было найдено в 2002 году Я. Г. Перельманом. Впо¬
следствии его доказательство было проверено и 
представлено в развернутом виде как минимум 
тремя группами ученых. Доказательство исполь¬
зует поток Риччи с хирургией и во многом следует 
плану, намеченному Гамильтоном, который также 
первым применил поток Риччи. 

Покажем теперь как проблема Пуанкаре свя¬
зана с одной из проблем комбинаторной теории 
групп (см. [1]). Напомним, что £ g - компакт­
ная ориентируемая поверхность рода g. Пусть 
p : ni(Yig) — Fg х Fg — эпиморфизм на прямое 
произведение свободных групп ранга g. Говорят, 
что p существенно пропускается через свободное 
произведение, если существует нетривиальное сво¬
бодное произведение A * B, A = 1 , B = 1, и гомо­
морфизмы ф и а такие, что ф : ni(Sg) — A * B — 
эпиморфизм и диаграмма 

n i ( S g )  

ф / \ p 

A * B Fg х Fg 

коммутативна. 
Следующая теорема Столлингса и Д ж а к о [11] 

устанавливает связь между гипотезой Пуанка¬
ре и гипотезой о том, что всякий эпиморфизм 
p : n i ( £ g ) — Fg х Fg существенно пропускает¬
ся через свободное произведение. 

Т е о р е м а 16. Гипотеза Пуанкаре верна в том 
и только в том случае, когда для каждого g > 1 
каждый гомоморфизм p : n i ( £ g ) — Fg х Fg суще¬
ственно пропускается через свободное произведе¬
ние. 

Сформулируем теперь одну из открытых про¬
блем гомотопической топологии, которая менее 
знаменита, по сравнению с проблемой Пуакаре, но 
решение которой наверняка сделают вас извест¬
ным. Говорят, что пространство X обладает свой¬
ством D(n), если Hi(X) = 0 при i > n, где X - уни­
версальная накрывающая X и Hn+i(X, M) = 0 
для любой локальной системы коэффициентов M 
на X. Уолл [4] установил, что если n = 2, то (ко¬
нечный) C W комплекс имеет гомотопический тип 
(конечного) n-комплекса тогда и только тогда, ко­
гда он обладает свойством D(n). Утверждение о 
том, что конечный 3-комплекс имеет гомотопиче¬
ский тип конечного 2-комплекса тогда и только то¬
гда, когда он обладает свойством D(2), называется 
D (2)-гипотезой. 

2. Комбинаторная теория групп 

Комбинаторная теория групп изучает группы, за¬
данные порождающими и соотношениями. Такое 
задание называется генетическим кодом соответ¬
ствующей группы. Способы задания группы с по¬
мощью порождающих и определяющих соотноше¬
ний уходит корнями в топологию: он применял¬
ся вначале для фундаментальных групп многооб¬
разий. Его простота и универсальность сыграли 
важную роль в развитии теории групп. Наличие 
такого способа проявляется в родственности ряда 
черт топологии и теории групп. И действительно, 
многие вопросы, рассматриваемые в комбинатор¬
ной теории групп, имеют топологические анало¬
ги. Это относится к алгоритмическим проблемам, 
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теоремам о вложении, свободным конструкциям и 
т. д. 

Приведем примеры задания групп порождаю¬
щими и соотношениями: 

1) Z = (a \ \ )} - бесконечная циклическая груп¬
па порождается одним элементом и определяется 
пустым множеством соотношений; 

2) Z n = (a \\ an = 1} - циклическая группа 
порядка n порождается одним элементом и опре¬
деляется одним соотношением; 

3) Z х Z = (a,b \ \ ab = ba} - свободная абелева 
группа ранга 2 порождается двумя элементами и 
определяется одним соотношением; 

4) Fn = (xi, x2,... ,xn \\ )} - свободная группа 
ранга n порождается n элементами и определяется 
пустым множеством соотношений; 

5) Фундаментальная группа замкнутой ориен¬
тируемой поверхности рода g порождается 2g эле¬
ментами и определяется одним соотношением: 

ni(Sg) = (ai,bi,a,2,b2, .. . ,ag ,bg \ 

[ai, bi][a2,b2] . .. [ag, bg] = 1}, 

где [x,y] = x-iy-ixy. 
При этом одна и та же группа может быть за¬

дана разными системами порождающих и опреде¬
ляющих соотношений. Возникает вопрос о сравне¬
нии этих представлений. 

Символом d(G) будем обозначать наимень¬
шее число порождающих группы G. Очевидно, 
что наименьшее число порождающих d(G) груп¬
пы G не меньше ранга первой группы гомологий 
Hi(G) = G/[G,G], т. е. 

r k H i ( G ) < d(G). 

Легко привести примеры групп, для которых это 
неравенство является строгим. 

Если зафиксировать некоторую систему по¬
рождающих и изучать вопрос о минимальном чис¬
ле соотношений в этой системе порождающих, то 
можно считать, что G имеет представление F / R , 
где F - свободная группа, а R - ее нормальная 
подгруппа. Тогда вопрос о наименьшем числе со¬
отношений в этой системе порождающих сводит¬
ся к вопросу о наименьшем числе элементов, по¬
рождающих R как нормальную подгруппу. Дей¬
ствие F сопряжениями на R индуцирует действие 
G на абелевой группе Rab = R/[R, R]. Относитель­
но этого действия Rab является Z[G]-модулем, ко­
торый называется модулем соотношений группы 
G. Д л я полноты картины остановимся более по¬
дробно на этом понятии (см., например, [10]). 

2.1. М о д у л ь с о о т н о ш е н и й 

Если 
P = (X \\R} (1) 

- конечное представление группы G, то G = F/R, 
где R = (R}p - нормальное замыкание множества 

R в группе F = F (X), и мы имеем короткую точ¬
ную последовательность: 

1 —> R —> F G —> 1. 

По представлению (1) стандартным образом стро¬
ится 2-комплекс K = Kp, фундаментальная 
группа которого n i (K) изоморфна G. Группа 
G действует на второй гомотопической группе 
П2 (K) при стандартном действии фундаменталь¬
ной группы на K. 

Гомоморфизм p : F — G индуцирует кольце­
вой гомоморфизм p* : Z[F] — Z[G]. 

Рассмотрим модули Z[G]®X 1 и Z[G]®RI. То­
гда Z [G]® ' X I ~ Ар/АрАд, где Ар (соответствен­
но, А д ) - фундаментальный идеал Z[F] (соответ¬
ственно, Z[R]). Определим 

к : Z[G]®IX —> Z[G], 

полагая 

к : (ах)хех — Е (x _ 1) 
Z[G]. 

xEX 

С другой стороны, определим 

т : Z[G]®RI Z[G]®IX, 

полагая 
т : (fir )теП — Е (Jrxfir )x£X, fir е  

rER 

где Jrx - образ в Z[G] производной Фокса 

dr „ 
—, r eR, x е X. 
dx 

Имеет место точная последовательность модулей 

0 n2(K) Z[G]eRI Z[GfXI 

Z[G] — > E Z —> 0, 

где e - гомоморфизм тривиализации. 
Заметим, что образ 1т(т) это в точности мо­

дуль соотношений R/R', возникающий из пред¬
ставления (1). Вложение 

i : R/R' Z[G]eXI 

- хорошо известное вложение Магнуса 

i : rR' — ( , r e R, 
\ d x J xEX 

и мы имеем точную последовательность 

0 —• R/R' Z[G]®IX AG —• 0. 

Отметим также, что можно изучать и высшие 
модули соотношений представления F/R, которые 
определяются следующим образом: 

7n(R)/[7n(R), R] = 7n(R)/7n+i(R). 

В частности, при n = 1 имеем обычный модуль 
соотношений. 
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2.2. П р е д с т а в л е н и я со скачком с о о т н о ш е н и й 

Очевидно, что ранг Z[G]-модуля Rab не превос¬
ходит числа элементов, необходимых для порож¬
дения R как нормальной подгруппы группы F. 
Следовательно, ранг этого модуля дает нижнюю 
оценку минимального числа соотношений, необхо¬
димых для представления G в данной системе по¬
рождающих. Конечное представление F/R, у ко¬
торого ранг модуля Rab меньше наименьшего чис¬
ла элементов, требуемых для порождения R как 
нормальной подгруппы F, называется представ¬
лением со скачком соотношений. 

П р о б л е м а скачка с о о т н о ш е н и й . Суще¬
ствуют ли конечно определенные группы со скач¬
ком соотношений? 

Если отказаться от условия конечной опреде¬
ленности, то ответ положительный. Бествина и 
Бради [6] построили конечно порожденную груп¬
пу, которая не является конечно определенной, но 
у которой модуль соотношений конечно порожден. 
Поэтому можно говорить, что эта группа имеет 
бесконечный скачок соотношений. 

Кандидатами на группы со скач¬
ком соотношений являются группы вида 
Hm,n=(ZmхZ)*(ZnхZ), изучавшиеся в работе Еп-
стейна [5]. Эти группы имеют стандартное пред¬
ставление: 

Hmn = (x,y,z,t \ \ xm = zn = [x,y] = [z,t] = 1}, 

т. е. задаются четырьмя порождающими и че¬
тырьмя соотношениями. Вместе с тем в работе 
Грюнберга и Линнела [7] было доказано, что при 
(m, n) = 1 модуль соотношений группы Hm n име¬
ет ранг 3. 

П р о б л е м а . Доказать, что группа 
H3 2 = ( Z3 х Z) * ( Z2 х Z) в стандартных порождаю¬
щих не может быть задана тремя соотношениями. 

Из положительного решения этой проблемы 
последует решение проблемы скачка соотноше¬
ний. Отметим, что используя метод, предложен¬
ный в следующем параграфе, нетрудно показать, 
что группа H2 2 не может быть определена тремя 
соотношениями. 

Другими возможными кандидатами на груп¬
пы со скачком соотношений являются группы из 
работы Бридсона и Твидейла [9]. 

Напомним некоторые результаты из этой рабо¬
ты. Рассмотрим группу Qn = (x,t \ \ pn = xn = 1}, 
где 

pn(x,t) = ( t x t - i ) x ( t x t - i ) - i x - n - i . 

Если ввести новый порождающий b = tx t - i , то 

Qn = (x,b,t \\ [b,x] = xn = bn = 1,b = txt-i}, 

т. е. Qn является HNN-расширением группы 
Zn х Zn с проходной буквой t. 

Обозначим qn = (n + 1)n - 1 и cn = nqn. Ес­
ли (qm,qn) = 1, то группа Tm,n = Qm * Qn имеет 
представление: 

Q m * Q n = ( x m , t m , x n , t n \ 

\ p m ( x m , t m ) = p n ( x n , t n ) = xmm = xnn = 1 } , 

а модуль соотношений Rab этого представления 
порождается как Z [ G m , n ] - м о д у л ь образами p m , pn  

и xm

mxn

n. Более того, при попарно взаимно про¬
стых mi , m2, . . . , mr модуль соотношений группы 
Qm! * Qm2 * ... * Qmr имеет ранг r + 1. 

Проблема скачка соотношений тесно связана 
со знаменитой D(2)-гипотезой, о которой мы го¬
ворили в конце предыдущего параграфа. В рабо¬
те [9] по каждой группе rmn строится некоторый 
3-комплекс, который является контрпримером к 
D(2)-гипотезе если при (m,n) = 1 группа Tmn об¬
ладает скачком соотношений. 

Видим, что проблема скачка соотношений сво¬
дится к такой проблеме комбинаторной теории 
групп. 

П р о б л е м а м и н и м а л ь н о г о н о р м а л ь н о г о 
п о р о ж д е н и я . Пусть F - неабелева свободная 
группа, ri , r2, . . . , rm - некоторые ее элементы, 
R = (ri,r2,..., rm}p - нормальное замыкание этих 
элементов в F. Построить алгоритм, позволяющий 
находить минимальное число нормальных порож¬
дающих группы R. 

Решение этой проблемы было бы интересно да¬
же для случая, когда слова ri являются либо сте¬
пенями порождающих группы F, либо коммутато¬
рами порождающих. 

Рассмотрим некоторые примеры представле¬
ний, в которых удается уменьшить число соотно¬
шений. Наиболее простым является представление 

(Z2 * Z3) х Z = (a,b,c \ \ a2 = b3 = [c, a] = [c, b] = 1}. 

Нетрудно проверить, что эта группа может быть 
задана тремя соотношениями: 

(a, b, c,d \\ a2b3 = a2[c, a] = b3[c, b] = 1}. 

Заметим, что в этом представлении соотноше¬
ние a2 b3 = 1 можно заменить соотношением 
[a, c][b, c] = 1. Этот пример сообщил нам Р. Ми¬
хайлов. 

Другие примеры такого род могут быть най¬
дены в работах [3, 7, 9]. 

В следующем параграфе предлагается метод, 
позволяющий для некоторых представлений дока¬
зать, что число соотношений при заданной системе 
порождающих нельзя уменьшить. Используя этот 
метод, будет доказано, что если m и n не являются 
взаимно простыми, то группа K m n = (Zm*Zn) хZ 
не может быть задана тремя соотношениями в 
стандартных порождающих. 

К сожалению, этот метод не работает для 
групп из работы [9]. 

30 



Вестник КемГУ № 3/1 2011 Геометрия трехмерных многообразий 

3. Представления с неуменьшаемым 
числом соотношений 

В настоящем параграфе мы рассматриваем груп-

Km,n=F/R = (x, y, z\ xm=yn = [x, z] = [y, z] = 1}, 

m,n e N,m,n > 1 и изучаем условия, при которых 
число соотношений можно уменьшить, и условия, 
при которых этого сделать нельзя. К а к мы виде¬
ли ранее, группа K2 3 может быть задана в тех же 
порождающих тремя соотношениями. 

Вначале введем необходимые обозначения. 
Символом 7iG, i = 1, 2,..будем обозначать чле¬
ны нижнего центрального ряда группы G, где 
7iG = G, а 7i+iG = [7G, G] при i = 1, 2,... Под 
коммутаторами понимаем следующие выражения: 

[ g , h ] = g - 1 h - 1 g h , [g,h,f} = [[g,h},f}, g , h , f е G . 

На протяжении этого параграфа символом 
F = ( x, y, z } будем обозначать свободную группу 
ранга 3. 

Т е о р е м а 1. Пусть m и n - натуральные чис¬
ла. 

1) Если наибольший общий делитель (m,n) 
отличен от 1, то группа Km_ n в стандартных 
порождающих не может быть задана тремя со¬
отношениями. 

2) Если (m, n) = 1, то группа Km n имеет 
представление 

Km,n = F/R = (x,y,z\\xz = xr, yz = ys, xm = yn}, 

где ab = b-iab, а r и s - некоторые целые числа. 

Доказательство. 1) Положим d = (m,n). По 
условию d > 1 . Предположим, что группа 

G = Km,n = F/R = 

= ( x , y , z \ \ x m = y n = [ x , z ] = [ y , z ] = 1 } , 

где R = (R}p, R = {xm,yn, [x,z], [y,p]}, имеет 
представление с тремя соотношениями: 

G = F/R = (x,y,z \\ A = B = C =1}, 

R = (R}p = (Ri}p, 

где Ri = {A, B, C}, A, B, C - слова от порождаю¬
щих x, y, z и обратных к ним. 

Не уменьшая общности, можно считать, что 

A = xma, B = ynb, 

а элементы a, b, C лежат в коммутанте F'. Дей¬
ствительно, рассматривая фактор-группу 

R/(R П F') ~ (xm} х (yn} ~ Z х Z, 

видим, что образы элементов A, B, C - это слова 
от xm, yn. Здесь и далее мы обозначаем элемен¬
ты группы и их образы в фактор-группе одними 
и теми же символами. Применяя преобразования 
Тице, можно привести их к виду xm, yn, 1, а это и 
означает, что A, B, C имеют требуемый вид. 

Рассмотрим фактор-группу F/73F и найдем 
образ группы (Ri}p в этой фактор-группе. Чтобы 
найти порождающие (Ri}p, будем сопрягать эле¬
менты из Ri порождающими группы G. Имеем 

Ay = y-ixmyay = y-iyxm[xm, y]ay = 

= xma[x, y]m = A[x, y]m (mod73F). 

Отсюда получаем, что A-iAy = 
= [x,y]m e (Ri}p (mod73F). Сопрягая далее эле¬
ментом z, получим: 

Az = z - i x m z a z = z-izxm[xm, z]az = xma[x, z]m = 

= A[x,z]m (mod73F). 

Следовательно, 
A-iAz = [x,z]m e (Ri}p (mod73F). 

Таким образом, мы показали, что в фактор¬
группе (Ri}p/((Ri}p П 73F) лежат коммутаторы 

[x,y]m, [x,z]m. 

Аналогичным образом, сопрягая B последо¬
вательно элементами x, z, можно показать, что в 
фактор-группе (Ri}p/((Ri}p П73F) лежат комму¬
таторы 

[y, x]n, [y,z]n. 

Учитывая, что ( m, n) = d, заключаем, что образ 
подгруппы (Ri } p по модулю 73F имеет вид: 

(Ri}p/((Ri}pH73F) = (A, B, C, x, y]d, x, z]m, [y, z]n}. 

Учитывая, что элемент C лежит в коммутанте 
F', можно считать, что по модулю 73F он имеет 
вид: 

C = [x,y]Sl [x,z]S2 [y,z]S3 (mod73F), 

где 

0 < Si < d, 0 < S2 < m, 0 < S3 < n. 

Покажем, что коммутаторы [x, z] и [y, z] не мо¬
гут одновременно лежать в подгруппе (Ri } p . Это 
и приведет к противоречию с тем, что 

(R}p = (Ri}p. 

Если [x, z] e (Ri}p, то по модулю 73F справедливо 
равенство 

[x,z] = [x,y]dai [x,z]ma2 [y,z]na3Ca (mod73F), 

для некоторых целых ai, а.2, а.3, а. Вспоминая вы¬
ражение для C, перепишем последнее равенство в 
таком виде: 

[x, z] = 

= [x,y]dai+aSl [x,z]ma2+aS2 [y,z]na3+aSs (mod73F). 

пы 

т. е. 
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Отсюда получим систему: 

dai + aSi, 
ma2 + aS2, 
na3 + aS3. 

Аналогично получим равенство 

[y,z] = [x,y]dei lx,z]me2 [y,z]ne3Ce = 

[x, y]dei+e»! x, z ] m e 2 + e & 2 [y, z]ne3+e&3 (mod73F), 

которое должно выполняться для некоторых це¬
лых fii, fo, @3, в. Это равенство эквивалентно си­
стеме 

0 = dpi + esi, 
0 = mp2 + PS2, 
1 = np3 + eS3. 

Заметим, что а и в отличны от нуля. Действи¬
тельно, если а = 0, то из второго уравнения пер¬
вой системы получим равенство ma.2 = 1, которое 
не может быть выполнено в целых числах. Анало¬
гично, если в = 0, то из третьего уравнения вто¬
рой системы получим равенство nfi3 = 1, которое 
также не может быть выполнено в целых числах. 

Из уравнения 1 = ma2 + aS2 следует, что 
(m,a) = 1, но тогда из уравнения 0 = dai + aSi 
следует, что либо Si делится на d, либо ai = Si = 0. 
Учитывая, что 0<Si<d, заключаем, что ai=Si=0. 
Рассматривая аналогичным образом третье урав¬
нение первой системы, приходим к равенству a.3 = 
S3 = 0. 

Положим m = dmi, n = dni, где mi,ni e Z, 
(d, mi) = (d, ni) = 1. Из уравнений 

1 ma2 + aS2, 1 

следует, что (m,aS2) = 1, (n, fiS3) = 1. В част¬
ности, (m, S2) = (n, S3) = 1. Тогда из уравне¬
ния 0 = na3 + aS3, которое равносильно урав­
нению 0 = dnia3 + aS3, следует, что aS3 делит¬
ся на d, а учитывая, что ( S3, n) = 1 , заключаем, 
что a делится d. Но это противоречит равенству 
1 = ma.2 + aS2. 

2) Покажем, что группа при взаимно простых 
m и n представление 

P = (x,y,z \\ xz = xr, yz = ys, xm = yn} 

определяет группу Km n при некоторых r и s. Дей¬
ствительно, возводя первое соотношение в степень 
m, а второе - в степень n, получим соотношения 

(xm)z = x r m , (yn)z = ysn. 

Преобразуем первое из этих соотношений: 

x r m = (xm)z = (yn)z = ysn = (yn) s = x m s , 

Аналогичным образом, приходим к соотношению 

y n ( r - s ) = 1 

Если r - s = 1 , то xn = ym = 1 . Полагая 
r = s + 1, видим, что представление P дает ту 
же группу, что и представление 

Pi = (x,y,z \\ xz = x s + i , yz = ys, xm = yn = 1}. 

Мы хотим выбрать такое s, чтобы выполнялись 
соотношения 

xz = x, yz = y. 

Д л я этого должны выполняться сравнения 

s + 1 = 1(mod m), s = 1(mod n), 

т. е. 
s = 0(mod m), s = 1(mod n). 

Учитывая, что ( m, n) = 1 , найдем такое натураль¬
ное число t, для которого mt = 1 (mod n). Поло¬
ж и м s = mt. Тогда для этого t наша группа будет 
иметь представление 

(x,y,z \\ xz = x, yz = y, xp = yq = 1}, 

а это и есть исходное представление группы Km n. 
Теорема доказана. 

В доказательстве теоремы 1 у нас возникли 
группы такого вида 

G = G(m,n,p,q) = (a,b,c \\ ac = am, bc = bn, ap = bq}, 

где m,n,p,q - некоторые целые числа. Они инте¬
ресны тем, что имеют сбалансированные представ¬
ления (число порождающих равно числу соотно¬
шений). Интересно изучить свойства этих групп 
и, в частности, попытаться ответить на такой 

В о п р о с . При каких наборах (m,n; p,q) и 
(m',n';p',q') группа G(m,n;p, q) изоморфна груп¬
пе G( m', n'; p', q')? 

Используем тот же прием, что мы использова¬
ли в доказательстве теоремы. Возведя первое соот¬
ношение группы G( m, n, p, q) в степень p, а второе 
в степень q, получим соотношения 

(ap)c = amp, (bq )c = bqn. 

Из которых, ввиду третьего соотношения группы 
G, заключаем, что 

а потому 

amp = apn 

a p ( m - n ) = 1. 

Аналогичным образом приходим к соотноше-

нию 
bq(m-n) = 1 

т. е. 
= xms .фф. xm(r-s) = 1 

Следовательно, в группе G элементы a и b конеч¬
ного порядка. 
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Если m - n = 1 , то ap = bq = 1. Если при этом 
m = p + 1, n = q + 1, т. е. 

m = p + 1 , q = p - 1 , n = p, 

то ac = a, bc = b и в этом случае 

G — ( Z p * Zp-i) х Z, 

т. е. мы получили группу Kp_ p - i . 
Если положить m = p+1, n = q+1, то получим 

группу 

G ( p + 1 , q + 1 ; p , q ) = G ( p , q ) = 
= (a,b,c \\ ac = a p + i , bc = b q + i , ap = bq}. 

В ней 

a

p ( p - q ) = b q ( p - q ) = 1. 

Возведем соотношение ac = a p + i в степень p - q: 
(ap-q )c = a(p+i)(p-q) = a p - q . 

Итак, 
(ap-q )c = a p - q . 

Аналогично, 
(bp-q )c = b p - q . 

П р и м е р . В случае q = 1 имеем группу 

G(p, 1) = (a,b,c \\ ac = a p + i , bc = b2, ap = b} = 

= (a,c \\ ac = a p + i , (ap)c = a2p}, 

в которой, как легко заметить, справедливо соот¬
ношение a p ( p - i ) = 1. 

Далее, из соотношений ac = ap+i и a p ( p - i ) = 1 
следует соотношение ( ap) c = a2p. Действительно, 

(ap)c = (ac)p = a(p+i)p, 

ap(p+i)a-2p = a p ( p - i ) = 1. 

Итак, 

G(p, 1) = (a,c \\ ac = a p + i , a p ( p - i ) = 1}. 

Если (p+ 1, p(p- 1)) = 1, то 

G(p, 1) - Zp(p-i) X Z , 

где первая циклическая группа порождается эле¬
ментом a, а вторая - элементом c. 

Если (p + 1, p(p - 1)) = 1, то такого изо¬
морфизма уже нет, так как элемент ap+i имеет 
меньший порядок чем элемент a. Учитывая, что 
(p,p +1) = 1, заключаем, что (p +1,p - 1) = 1. Яс­
но, что (p+1,p-1) = (p+1,p+1-(p-1)) = (p+1, 2). 
Следовательно, 

(p +1,p(p - 1)) = 2, 

и p - нечетное число. В частности, справедливо 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть p = 3. Тогда 

G(p, 1) = (a,c \ \ ac = a4, a6 = 1} - Z3 х Z. 

Доказательство. К а к было замечено выше, в 
G(3, 1) справедливо соотношение 

(a3)c = (ac)3 = ai2 = 1, 

а потому a3 = 1 и группа имеет представление 

G(3, 1) = (a,c \ \ ac = a4, a3 = 1} - Z3 х Z. 

Предложение доказано. 
Д л я произвольного p имеем соотношение 

(ap(p-i)/2)c = ( a c ) p ( p - i ) / 2 = 

= a(p+i)(p-i)p/2 = ( a p ( p - i ) y p + i ) / 2 = 1, 

из которого следует, что a p ( p - i ) / 2 = 1 и 

G(p, 1) = (a,c \ \ ac = a p + i , a p ( p - i ) = 1} = 

= (a,,c \\ ac = a p + i , a p ( p - i ) / 2 = 1}. 

Учитывая, что (p+ 1, p(p- 1)/2) = 1 или 2, заклю¬
чаем, 

G(p, 1) — Zp(p-i)/2s х Z, 

где s - максимальная степень двойки, которая де¬
лит p - 1 . Таким образом, мы получили 

П р е д л о ж е н и е 2. Для всякого натурально¬
го p группа G(p, 1) изоморфна группе Zp(p-i)XZ 
в случае, когда p четно, и изоморфна группе 
Zp(p-i)/2s XZ, где s - максимальная степень двой¬
ки, которая делит p- 1 , в случае, когда p - нечет¬
но. 

В общем случае, справедлива 

Т е о р е м а 2. Имеет место изоморфизм 

G(p,q) Zp(p-q)/D Z * Zq(p-q)/D V £(p-q)/D J 
X Z, 

где D = 1, если (p+1, q+1) = 1, и D - наибольший 
делитель p - q, такой, что (p+ 1, (p- q)/D) = 1, 
если (p+ 1, q + 1) = 1. 

Доказательство. По определению 

G(p,q) = (a,b,c \\ ac = a p + i , bc = b q + i , ap = bq}. 

К а к было замечено выше, в группе G(p, q) имеют 
место соотношения 

a

p ( p - q ) = b q ( p - q ) = 1, 

Учитывая, что элементы a и ap+i, а также b и b q + i  

сопряжены, заключаем, что они должны иметь 
одинаковые порядки. Следовательно: 

( p + 1 , p ( p - q ) ) = ( p + 1 , p - q ) = ( p + 1 , q 

( q + 1 , q ( p - q ) ) = ( q + 1 , p - q ) = ( q + 1 , p + 1 ) . 
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Если (p + 1,q + 1) = 1,, то 

G ( p , q ) — Zp(p-q) „ * Zq(p-q) \ X Z . 

\ Z p - q J 

Если же (p+1, q+1) = 1, то надо взять такое число 
D, для которого (p + 1, (p - q)/D) = 1. Ясно, что в 
этом случае (q + 1, (p - q)/D) = 1, а потому 

G ( p , q ) — Zp(p-q)/D , * Zq(p-q)/D) X Z . 

V Z(p-q)/D J 

Теорема доказана. 
Таким образом, мы получили частичный ответ 

на сформулированный выше вопрос. Вопрос о том, 
существует ли аналогичное разложение для произ¬
вольной группы G( m, n, p, q) остается открытым. 
Также сформулируем и такой 

В о п р о с . При каких наборах (m, n,p, q) группа 
G(m, n,p, q) тривиальна? 

Отметим, что этот вопрос тесно связан с про¬
блемой Уайтхеда об асферических комплексах из 
гомотопической топологии (см. [10]). 
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В работе предложен метод построения минимальных поверхностей в группе Гейзенберга, наде­
ленной метрикой Терстона. Конструкция основана на представлении типа Вейерштрасса, и порож­
дающие спиноры поверхности выражены в терминах функций Бейкера-Ахиезера. 

It's proposed the method for constructing minimal surfaces in Heisenberg group, endowed with Thurston's 
metric. The construction is based on Weierstrass type representation, and generating spinors of surface are 
expressed in terms of Baker-Akhiezer functions. 
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1. Введение 

В данной работе изложен метод построения ми¬
нимальных поверхностей в группе Гейзенберга с 
терстоновской метрикой, основанный на исполь-

зовании представлений типа Вейерштрасса мини¬
мальных поверхностей в этой группе [1]. 

Предложенный метод находится в русле рабо¬
ты Бобенко [3], где описываются торы постоянной 
средней кривизны в трехмерном евклидовом про-
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странстве. 
К а к и в евклидовом случае, здесь возникает 

эллиптическое уравнение типа sine-Gordon: 

В нашем случае удобно перейти к экспоненциаль¬
ным координатам x1,x2,x3, которые связаны с ис¬
ходными следующим образом: 

vzg + 2 sinh v = 0, 

но записанное не для логарифма конформного 
фактора, а для логарифма потенциала оператора 
Дирака, возникающего из представления Вейер-
штрасса [2]. В геометрических терминах этот по¬
тенциал также можно представить как ev = 4n3ea  

[1], где n3 — скалярное произведение вектора нор¬
мали к поверхности с выделенным направлением 
&3 в группе Гейзенберга, а e2a — это фактор метри¬
ки на поверхности по отношению к конформному 
параметру z. 

Все это позволяет применить методы теории 
конечнозонного интегрирования [3],[4] к построе¬
нию минимальных поверхностей в группе Гейзен-
берга. В данной работе мы не касаемся вопроса о 
замыкании поверхностей и вопроса об их особен¬
ностях. 

Следует также отметить связь минимальных 
поверхностей в группе Гейзенберга с известным в 
физике уравнением электролитического типа: 

Аа — sinh а 0. 

Действительно, поскольку ev чисто мнимое, то 
взяв i?e[v], после соответствующей замены, полу¬
чим в точности уравнение электролитического ти¬
па. 

2. Группа Гейзенберга 

Группа Гейзенберга Nil образована всеми матри¬
цами вида: 

1 x z 
0 1 y 
0 0 1 

x,y,z € R, 

с обычным матричным умножением и левоинвари-
антной метрикой вида: 

ds2 = dx2 + dy2 + (dz - xdy)2. 

Алгебра Ли образована элементами: 

ei 
0 1 0 
0 0 0 
0 0 0 

e3 

e2 

0 0 1 
0 0 0 
0 0 0 

0 0 0 
0 0 1 
0 0 0 

которые удовлетворяют следующим коммутацион¬
ным соотношениям: 

x = xi y = x2 z = x3 + 1

 x i x 2 

В экспоненциальных координатах метрика имеет 

вид: 

2 2 1 1 
ds2 = (dx1) + (dx2) + (2x2dx1 - 2x1dx2 + dx3)2. 

3. Представление Вейерштрасса ми­
нимальных поверхностей в группе 
Гейзенберга 

В этом разделе мы кратко напомним представле¬
ние Вейерштрасса для минимальных поверхностей 
в группе Nil [1]. Всякую поверхность в группе Nil 
локально можно представить следующим образом: 

x1(z, z) 

x2(z, z) 
z 

Zidz + Z idz, 

Z2dz + Z 2dz, 

x3(z,Z )= (Z3dz + Z3 dz)+ 
J zo 

1 fz — 1 fz 

x1(Z2dz + Z2dz) -— x2(Zidz + Z 
2 zo 2 zo 

i dz ), 

где z—конформный параметр, а Zi(z,z), Z2(z,Z) 
и Z3 ( z, z ) выражаются через спинорные функции 
•ipi(z,z),ip2(z,z) следующим образом: 

Z 1 = 2 (Ф22 + Ф'2), Z 2 = 1 ( ф 2 2 - Ф ' 2 ) , Z3 = Ф1^2. 

При этом сами спинорные функции • i(z, z ), • 2(z, z ) 
удовлетворяют нелинейному уравнению Дирака: 

••i2 

Y 0 д \ + ( UNU 0 \] f Ф1 \ 
Л -д 0 ) + \ 0 VNU j\ \ Ф2 J 

0, 

(1) 

UNH = VNU = 2(\ф1\2 + \ф2\2) + 4(\ф2\2 - Ш2), 

где H(z, z) - средняя кривизна поверхности. Д л я 
минимальных поверхностей H = 0, и потенциал 
UNU = VNU = 4(\Ф2\2 - \Ф1\2) является чисто мни¬
мым. 0. 

z 

J z o 

z 
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4. Деривационные уравнения поверх­
ностей постоянной средней кривизны 
в терминах спинорных функций 
На поверхности постоянной средней кривизны 
квадратичный дифференциал Adz2, заданный 
следующим выражением, является голоморфным 

[1]: 

2Hi 
2H + -'Ф1Ф2 (2) 

Далее положим UNU = ev и, используя (1), полу¬
чим следующее выражение для производной по¬
тенциала UNil: 

д 
dz UNil = vz ev 

1(2H+г)ф2дф2 + 4(2H — ъ)фхдф1 — H ФхФ2\ф2\2. 
4 

(3) 
Объединяя (2), (3) и (1), мы получим уравнения 
Гаусса-Вейнгартена в терминах спинорных функ­
ций ф\, Ф2: 

dz ФФ2 =  

ФФ2 = 

vz Be-v 

—ev 0 

0 ev 

- B e - v v-z 

ФФ2 

ФФ2 

где B = 4 (2H + i ) A . Поскольку мы считаем, что 
H = 0, то B—голоморфная функция, и условие 
совместности уравнений Гаусса-Вейнгартена при¬
нимает вид: 

z - + e2v — \B\2e-2v 0 (4) 

Далее будем предполагать, что решение (1) пе­
риодическое по некоторой решетке и B = 0. С 
помощью замены координат можем считать, что 
\B\ = 1. В этом случае, уравнение (4) примет вид: 

vz- + e2v — e-2v = 0. (5) 

Д л я того чтобы решение (5) отвечало некоторой 
минимальной поверхности, необходимо потребо¬
вать, чтобы функция ev являлась чисто мнимой. 
Необходимость этого условия очевидно следует из 
вида потенциала (1), достаточность см. [2]. 

Без ограничения общности будем считать, что 
B = —1. Теперь задачу можно сформулировать 
следующим образом — построить нетривиальные 
периодические решения г),Ф2^, z) следую¬
щей системы: 

dz 
( ф 2 ) ( 

- ( ф 2 ) = ( 

vz 
-ev 

(6) 
Ф2 ) V e - v v- ) \ Ф2 

так, чтобы ev являлась чисто мнимой функцией. 

(
 2

) 

- 2 , 

5. Решение уравнений Гаусса-
Вейнгартена в терминах функций 
Б е й к е р а - А х и е з е р а 

= — u и Ф\ = iф!, ф2 = e vф2. Сделав Положим v 
2 

замену аргумента z = 2w, можно убедиться, что 
в новых обозначениях IIJI(W,W) и i[!2(w,w) система 
(6) принимает вид: 

д, 7 ( ф ) = ( — 

2 
ъ_ 
2 

2e 

2e 

0 ) ( ф 2 ) 
(7) 

Система (7) допускает возможность введения 
спектрального параметра следующим образом: 

д , ( г ) Ч — % 1)( f) 
\'Ф2 J V — 2 Л — ) \ Ф2 ) 

д,- ( Ф ) ( 2e 

J_ e - u 
2Л e 

0 ) ( Ф ) (8) 

Отметим, что (8) совпадает с (7) при Л = —1. Усло­
вие совместности (8) принимает вид: 

uww + sinh u = 0. (9) 

Пусть Г риманова поверхность, для кото¬
рой существует мероморфная функция Л, облада¬
ющая нулем второго порядка в точке P\ G Г и 
полюсом второго порядка в точке P2 G Г. Пусть 
к!-1 и k-! локальные параметры в окрестностях 
точек P i и P2 соответственно, такие, что Л = к--2 

в окрестности P и Л = k2

2 в окрестности P2. Пусть 
D = 7 i + • • • + Yg —дивизор степени g, где g—род Г. 

Далее мы позволим себе пропустить элементы 
теории функций Бейкера-Ахиезера и ограничимся 
лишь необходимыми для нашего случая определе¬
ниями. 

О п р е д е л е н и е . Функцией Бейкера-Ахиезера, 
отвечающей спектральным данным 

{Г^1 ,P2,k-

будем называть функцию K W , W) : Г —> C задан­
ную на Г и зависящую от W, W, такую, что: 
1) Ф мероморфна на поверхности Г всюду, кроме 
точек Pi, P2, и имеет на ^ { P i , P2} простые по­
люса лишь в точках Yi, ..,Yg дивизора D. 
2) в окрестностях точек Pi и P2 функция Ф име¬
ет существенные особенности, такие, что про¬
изведения Ф exp(2kiW) и Ф exp( 2k2w) являются 
аналитическими функциями в окрестностях то¬
чек Pi и P2 соответственно. 

Функция Бейкера-Ахиезера с такими данны¬
ми существует и единственна с точностью до 
умножения на константу. Тем самым функция 

2 

2 

0 

0 
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Ф ! ^ , W ) , обладающая простыми полюсами в точ¬
ках Yi , . . . , Yg и асимптотикой в точке Pi , вида: 

ф l ( w , W) 

( i , \ ( , s di(w,w) ,,-лЛ 
У 2 ( c i ( w , W ) + v + 0 ( 0 ) = exp 

а в точке P2 вида: 

ф l ( w , W) = exp [ - 2 ^ + ^ 7 " + 0 ( k 2 ) ) 

существует и единственна. 
Определим Ф2 (W,W) следующим образом: 

ф2(w, W) = 2i — Ф! 

Асимптотика ф 2 ^ , W) в окрестности точки P i 
имеет вид: 

!p2(w, W) 

i 
exp <2(W, W) 

d2(w, W) 

- o ( k - i ) ) 

и в точке P2 вид: 

ф2(w, w)=exp 

Л е м м а 1. Полагая u = ln 2/1 вектор-

функция {^^j является решением системы (8). 

Доказательство леммы почти сразу вытекает 
из вида существенных особенностей левых и пра¬
вых частей равенств системе (8). Также легко за¬
метить, что c i = Ke-2 и <2 = Ke 2 для некоторой 
константы K. 

Поскольку для минимальных поверхностей ev  

чисто мнимая функция, то eu является веществен¬
ной и отрицательной функцией. Д л я того чтобы eu  

была вещественной функцией, необходимо нало¬
жить дополнительную редукцию. Такая редукция 
сформулирована в следующей лемме. 

Л е м м а 2. Предположим, что т : Г — Г 
допускает антиголоморфную инволюцию, такую, 
что т переставляет местами точки Pi и P2, 
при этом т(k- и т( k -2 Пред-
положим также, что существует мероморф-
ная 1-форма Q, обладающая нулями в точках 
Yi,...,Yg,TYi,...,TYg и простыми полюсами в 
Pi,P2. Тогда ci является вещественной функци¬
ей. 

Действительно, рассмотрим мероморфную 1-

форму Q i = фl(P)ф2(тP)Cl. Форма Q i , очевидно, 
обладает простыми полюсами лишь в точках Pi и 
P2. Сумма вычетов Q i равна: 

Resp1 Q i + Resp2 Q2 = ciResp1 Q + ciResp2 Q = 0. 

Но, поскольку Resp1 Q + Resp2 Q = 0, то c i — c i = 0, 
т. е. ci вещественная функция. Тем самым лемма 
доказана. 

Но из того факта, что ci = Kev и ev удовле¬
творяет (5), следует что ev либо чисто мнимая и 
либо вещественная функция и, следовательно, eu  

является вещественной функцией. 
Примером, удовлетворяющим нашим требова¬

ниям, может послужить гиперэллиптическая кри¬
вая jj? = vn 2=i(v — vi). В качестве точек P i и P2 
следует рассматривать нулевую j = 0,v = 0 и бес¬
конечно удаленную точку соответственно. В каче¬
стве мероморфной функции Л следует рассматри¬
вать проекцию Л : (j, v) — v. Антиголоморфная 
инволюция т будет иметь вид т : v — -, при этом 
нужно потребовать, чтобы vi,i = 1... 2g разбива¬
лись на пары таким образом, чтобы под действием 
т точки ветвления переходили в точки ветвления. 
Д л я более подробного рассмотрения случая глад¬
кой спектральной кривой Г см. [3],[4]. 

В следующем разделе мы рассмотрим, пожа¬
луй, самый простой случай, когда спектральная 
кривая Г является сферой со склеенными точка¬
ми. В этом случае решение (9) выражается в эле¬
ментарных функциях. 

6. Простейший случай, отвечающий 
сингулярной спектральной кривой 
Пусть Г — сфера C P ! с отождествленными g па­
рами точек ai ~ —ai,i = 1,..,g. Тогда функция 
Бейкера-Ахиезера Ф ! имеет вид: 

:ipi(w,w,v) 

= e

- a w - 2 1 1 + 
m(w,w) 

Y i 
+... + 

tig (U>/> 
Yg 

где v — параметр на сфере. Функцию Л положим 
равной v2 , так, что она принимает одинаковые 
значения на отождествленных точках. Антиголо¬
морфную инволюцию т явно зададим отображе¬
нием т : v 1—> 4 . 

-
Пусть Q — мероморфная 1-форма вида: 

П > — Yi)(v 
Q 

v П (v — ai)(v + a i) 

dv. 

Форма Q имеет простые полюса в точках Pi , P2 и 
ai, —ai, i = 1 . .. g, и нули в точках Yi, TYi, i = 1 .. . g. 
Д л я регулярности Q на Г потребуем выполнения 
равенств 

ResaiQ + Res-aiQ = 0, i = 1... g. (10) 

Нетрудно проверить, что равенства (10) справед¬
ливы, если и только если ai, i = 1 . . . g является 
корнем полинома P( a) степени 2g: 

P(a) = (a—Yi)(a— —) . .. (a—Yg)(a— —)+ 

v v 
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+ (a + Yi)(a +—) ... (a + Yg)(a + —) (11) 

Заметим, что если P(a) = 0, то P(—a) = 0 и 
P^a) = 0. Тем самым в качестве ai,i = 1... g сле¬
дует выбрать корнями полинома P(a) для некото¬
рого набора Yi, i = 1 . . . g, и тогда условие леммы 2 
будет удовлетворено автоматически. 

Согласно лемме 1: 

eu = - g - 1 — . 

2iYJriiw + 1 
i=i 

Коэффициенты ni(w,W) однозначно находятся из 
решения системы линейных уравнений, заданных 
равенствами ф ! ^ ) = il!i(—ai),i = 1... g, возни¬
кающими из условия совпадения значений функ¬
ций ф>! в точках ai и — ai, i = 1... g. В каче¬
стве простой проверки знака eu можно вычислить 
его значение в точке W = 0. Это значение, как 

2 2 
a1...a 

нетрудно проверить, равно —22 , и подставляя 
вместо ai, i = 1 . . . g корни полинома (11), полу¬
чаем | 7 1

2|2 ! 7 | 2 . Таким образом, eu отрицательно 
для нечетных g. Во избежание громоздкости слу¬
чая g ^ 3, приведем в явном виде лишь случай 
g=1. 

В простейшем случае g = 1, полином (11) име¬
ет вид a 2 + 7 , и полагая Y = p(cos ф + i sin ф), по­
лучаем, что a = — sin ф + i cos ф. Пусть 
т(x, y) = sin ф x + cos ф y, где W = x + iy и тогда 

eu = (cos^ (x,y)) + p s i n ^ (x,y))) 2  

(sin(т(x,y)) — pcos^(x,y)))2 ' 
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В работе обсуждаются инварианты пространственных графов. Строится инвариант, имеющий 
структуру группы Коксетера. Приводятся примеры распознавания пространственных графов с по¬
мощью этого инварианта. 

We discuss some invariants of spatial graphs. We construct an invariant which has a structure of a 
Coxeter group. We give examples to show that this invariant distinguishes some spatial graphs. 
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1. Пространственные графы, диа­
граммы и д в и ж е н и я Рейдемейстера 

В работе обсуждаются инварианты простран¬
ственных графов, т. е. вложений графов в трех¬
мерное пространство R 3 . В последние годы мно¬
гие методы построения и исследования инвариан¬
тов узлов переносятся на случай пространствен¬
ных графов. Мы приводим пример построения ин¬
варианта, связанного с распутывающими соотно¬
шениями и инварианта, связанного с расстановкой 

меток на дугах диаграммы. В обоих случаях да¬
ются примеры вычисления инвариантов для про¬
странственных вложений тэта-графа. 

Пусть G = (V, E) - конечный граф с множе­
ством вершин V и множеством ребер E , возможно, 
имеющий петли и кратные ребра. Пусть G = /(G) 
- его пространственное вложение (т. е. отображе¬
ние / : G — R 3 является вложением, которое 
мы всегда предполагаем конечно-звенным полиго¬
нальным). Г р а ф G = /(G), вложенный в R 3 , будем 
называть пространственным графом. В частности, 
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если G является циклом, то G есть узел, а если G 
является объединением конечного числа попарно 
непересекающихся циклов, то G есть зацепление. 
Очевидно, что теория пространственных графов 
сочетает в себе черты и методы как теории гра¬
фов, так и теории узлов. Отметим, что графы, 
достаточно сложные в комбинаторном смысле, в 
топологическом смысле также устроены достаточ¬
но сложно. Проиллюстрируем это следующими ре¬
зультатами. 

Обозначим через Kn полный г р а ф на n ^ 3 

вершинах. Конвей и Гордон в [1] и Закс в [2] 
доказали следующий результат о зацепленности 
пар циклов в пространственных вложениях пол¬
ных графов. 

Т е о р е м а 1. Любое пространственное вложе­
ние полного графа KQ содержит нетривиальное 
двухкомпонентное зацепление. 

Одно из пространственных вложений графа 
KQ приведено на рис. 1, где также указано содер¬
жащееся в нем нетривиальное двухкомпонентное 
зацепление. 

1 2 1 2 

6 3 6 3 

5 ^ 5 ^ ^ 4 

Рис. 1. Вложение графа K6 и нетривиальное двухкомпонентное зацепление (123) U (246) 

Кроме того, в [1] доказан следующий результат 
о заузленности циклов в пространственных вложе¬
ниях полного графа. 

Т е о р е м а 2. Любое пространственное вложе¬
ние полного графа K7 содержит нетривиальный 
узел. 

Поскольку полный граф K n , n ^ 7, содержит 
K6 и K 7 , то очевидно, что любое пространственное 
вложение Kn содержит как нетривиальный узел, 
так и нетривиальное двухкомпонентное зацепле¬
ние. 

Часто в приложениях теории графов возника¬
ет вопрос о нахождении цикла, проходящего через 
все вершины графа. Простой цикл Y в G, содержа¬
щий все вершины графа, назовем гамильтоновым, 
а пару непересекающихся простых циклов (а, в), 
объединение которых содержит все вершины гра¬
фа, - гамильтоновой парой циклов. 

Рассмотрим полный граф K 7 , изображенный 
на рис. 2. 

5 ^ ^ 4 5 ^ ^ 4 

Рис. 2. Вложение графа K7 и нетривиальное двухкомпонентное зацепление (135) U (2476) 
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Из приведенных выше результатов следует, 
что в любом пространственном вложении K7 най¬
дется пара циклов, образующих нетривиальное 
двухкомпонентное зацепление. А именно - такая 
пара найдется в любом подграфе K 6 графа K 7 . 
Однако такая пара циклов не будет являться га-
мильтоновой парой. Вопрос о существовании в 
пространственных вложениях полных графов за¬
цепленных гамильтоновых пар циклов был решен 
в [3]. 

Т е о р е м а 3. При n ^ 7 любое пространствен¬
ное вложение графа Kn содержит нетривиальное 
зацепление, являющееся вложением гамильтоно-
вой пары циклов. 

Одно из пространственных вложений графа 
K 7 приведено на рис. 2, где также указана содер¬
жащаяся в нем гамильтонова пара циклов, реали¬
зующаяся при данном вложении как нетривиаль¬
ное двухкомпонентное зацепление. 

Существенное различие между теорией гра¬
фов и теорией пространственных графов заключа¬
ется в том, что вложения графов, достаточно про¬
стых с комбинаторной точки зрения, могут быть 
устроены весьма сложно. Пусть, например, О -
мультиграф, состоящий из двух вершин, соединен¬
ных тремя ребрами, изображенный на рис. 3 слева. 
Такой граф будем называть тэта-графом. 

Рис. 3. Тэта-граф О и его нетривиальное вложение 

Обозначим его ребра через ei , e2 и e3. Тогда 
Si = e2 U e3, S2 = e i U e3 и S3 = ei U e2 - три цикла 
в О. При каждом вложении / : О — R 3 множе¬
ства /(Si), /(S2) и /(S3) являются узлами в R 3 , 
про которые мы будем говорить, что они ассоци¬
ированы с вложением. Например, для вложения, 
представленного на рис. 3 справа, одним из ассо¬
циированных узлов является узел трилистник, а 
два других узла - тривиальные. К а к установила 
Волкот, для любых трех заданных графов Ki , K2 
и K3 найдется такое вложение / тэта-графа О, что 
данные узлы являются его ассоциированными уз¬
лами: /(Si) = K b /(S2) = K2 и /(S3) = K 3 . При 
этом вложение / не определяется узлами Ki , K2 
и K3 однозначно. 

Центральное место в теории пространствен¬
ных графов занимает следующий вопрос: для двух 
заданных пространственных графов определить, 
являются ли они эквивалентными или нет? В от¬
личие от понятия эквивалентности узлов, понятие 
эквивалентности пространственных графов явля¬
ется более деликатным. 

Напомним, что под диаграммой узла (или за¬
цепления) понимают его регулярную проекцию на 
плоскость (не пересекающую узел), оснащенную 
в каждой двойной точке информацией о том, ка¬
кая дуга узла проходит дальше (выше), а какая 
- ближе (ниже), относительно выбранной плоско¬
сти. Обычно эта информация указывается на диа¬
грамме прерыванием в окрестности двойной точки 

проекции дуги, проходящей ниже. Типичные при¬
меры диаграмм зацеплений приведены на рис. 1 
и 2 справа. Диаграммы пространственных графов 
будут определены аналогично; их примеры приве¬
дены на этих же рисунках слева. 

Говорят, что два узла Ki и K2 в R 3 эквивалент¬
ны тогда и только тогда, когда существует изото¬
пия R 3 , при которой Ki переходит в K2. Клас¬
сический результат Рейдемейстера [4] позволяет 
решать вопрос об эквивалентности узлов посред¬
ством изучения их диаграмм. А именно: узлы Ki 
и K2 эквивалентны тогда и только тогда, когда 
от диаграммы _Di первого узла можно перейти к 
диаграмме D2 второго узла с помощью плоских 
изотопий и конечной последовательности преобра¬
зований диаграмм, называемых сейчас преобразо¬
ваниями Рейдемейстера. Эти преобразования при¬
ведены на рис. 4 под номерами (I), (II) и (III). 

Ситуация с понятием эквивалентности для 
пространственных графов несколько сложнее. Да¬
дим два определения изотопности графов в зави¬
симости от ситуации в окрестности каждой вер¬
шины. 

О п р е д е л е н и е 1. Пространственные графы 
Gi и G2 гибко изотопны, если существует такая 
изотопия ht : R 3 — R 3 , t € [0, 1], что ho = id и 
h i ( G i ) = G2. 

Если для каждой вершины v пространствен­
ного графа G существует шар Bv С R 3 с центром 
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в v и плоский диск Pv с центром в v, такие, что 
G П Bv С Pv, то назовем G плосковершинным гра¬
фом. 

О п р е д е л е н и е 2. Плосковершинные графы Gi 

и G2 плоско изотопны, если существует такая 
изотопия ht : R 3 — R 3 , t € [0,1], что ho = id, 
h i (Gi) = G2 и ht(Gt) - плосковершинный граф для 
каждого t € [0,1]. 

Рис. 4. Расширенные преобразования Рейдемейстера 

Укажем связь между введенными понятиями конечно. Очевидно, для пространственного графа 
изотопии пространственных графов и преобразо- G всегда можно добиться малыми шевелениями, 
ваниями их диаграмм. чтобы проекция p являлась регулярной. 

Пусть G С R 3 - пространственный граф. Отоб¬
ражение p : R 3 — R 2 назовем регулярной проекци¬
ей, если образ каждой точки графа G имеет либо 
один прообраз, либо два прообраза, лежащих на 
двух трансверсально проходящих одно под другим 
ребрах G, причем число точек в p(G), имеющих 
два прообраза (называемых двойными точками) 

Диаграммой пространственного графа G на¬
зывается образ p(G) c информацией о том, какое 
ребро проходит сверху в каждой двойной точке. 
Аналогично случаю узлов, пространственные гра¬
ф ы также можно перечислять и классифициро¬
вать по минимальному числу двойных точек среди 
всех диаграмм. Пространственные вложения тэта-
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графа О принято называть тэта-кривыми. Диа¬
граммы тэта-кривых, для которых минимальное 
число двойных точек в диаграмме не превосходит 
5, приведены на рис. 5. 

Рассмотрим элементарные преобразования 
диаграмм, приведенные на рис. 4. Эти преобра-

С 
Об 

Очевидно, преобразование (0) обобщается пре¬
образованием (I); преобразование (I) является 
частным случаем преобразования (VI); преобра¬
зование (II) является частным случаем преобра¬
зования (IV); преобразование (V) является част¬
ным случаем комбинации преобразований (II),(III) 
и (VI). 

Мы будем использовать следующую термино¬
логию. 

О п р е д е л е н и е 3. (1) Преобразования (I) -
(VI) называются гибкими деформациями. 
(2) Преобразования (I) - (V) называются плоски¬
ми деформациями. 
(3) Преобразования (0) и (II) - (VI) называются 
регулярными деформациями. 

Естественная связь между данными выше 
определениями следует из следующего результа¬
та, доказанного Кауффманом в [5]. 

Л е м м а 1. (1) Пространственные графы Gi и 
G2 гибко изотопны тогда и только тогда, когда 
их диаграммы связаны конечной последователь­
ностью гибких деформаций и плоских изоторий. 
(2) Плосковершинные пространственные графы 
Gi и G2 плоско изотопны тогда и только тогда, 
когда их диаграммы связаны конечной последова-

зования содержат преобразования Рейдемейстера 
диаграмм узлов и зацеплений (они указаны под 
номерами (I) - (III)). Множество преобразований 
(0) - (VI) будем называть расширенными преоб¬
разованиями Рейдемейстера. 

тельностью плоских деформаций и плоских изо-
топий. 

Этот результат открывает возможности изуче¬
ния пространственных графов по их диаграммам, 
в частности, построения инвариантов, определяе¬
мых по диаграмме пространственного графа. 

3. Полиномиальные инварианты про­
странственных графов 

Направление, связанное с построением полиноми¬
альных инвариантов, широко представлено в тео¬
рии узлов. Прежде всего здесь нужно упомянуть 
полином Александера [6], полином Конвея [7], по­
лином Джонса [8] и H O M F L Y полином [9]. К а к 
правило, полиномиальные инварианты строятся 
по диаграммам узлов или зацеплений, и доказа¬
тельство инвариантости сводится к проверке ин¬
вариантности при преобразованиях Рейдемейсте-
ра. 

Представляется естественным реализовать 
аналогичный подход и для построения полино¬
миальных инвариантов пространственных гра¬
фов. Опираясь на расширенные преобразования 
Рейдемейстера, полиномиальные инварианты по¬
строили Ямада [10] и Йошинага [11]. Однако, как 

- у 
О2 О3 О4 

О7 О8 О9 

К 

О н Oi2 

9 
Oi3 Oi4 

Рис. 5. Диаграммы тэта-кривых с не более, чем 5 двойными точками 
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оказалось, эти полиномы пересчитываются один 
через другой [12]. Интересный подход для постро¬
ения инвариантов тэта-кривых предложил Йокота 
[13]. 

В этом параграфе мы обсудим построение по¬
линомиального инварианта из [10]. Прежде всего 
отметим, что инвариант пространственного гра¬
фа должен являться инвариантом абстрактного 
(обычного) графа. 

Пусть G = (V, E) - граф, возможно с петлями 
и кратными ребрами, с множеством вершин V и 
множеством ребер E. Введем следующие обозна¬
чения: p ( G ) - число вершин графа, q(G) - число 
ребер графа, w(G) - число компонент связности 
графа, /3(G) = q(G) — p(G) + w(G) - первое число 
Бетти. Определим для графа G = (V, E) полином 
h(G)(x,y) от двух переменных: 

h(G)(x,y)= ]Г (—x)-\p\x-(G-F)ye(G-F), 
F CE 

где F пробегает все подмножества ребер из E , |F | 
- мощность множества F, а G — F - граф с мно¬
жеством вершин V и множеством ребер E — F. 
К а к показано в [10], полином h(G) - такой инва¬
риант графа, который является и его топологиче¬
ским инвариантом, то есть выдерживает вставку 
и стягивание двухвалентных вершин на его реб¬
рах. Полиномом Ямады для абстрактного графа 
G назовем лорановский полином: 

H (G)(A) = h (G) ( —1, —A — 2 — A-i). 

Свойства полиномов h (G) и H(G) описаны в [10]. 
Пусть пространственный граф G является вло¬

жением графа G = ( V, E) в трехмерное простран¬
ство, а g = g(G) - его диаграмма. Д л я произволь­
ной двойной точки z € g определим три опера­
ции: A-разводка , A-!-разводка и 0-разводка, как 
локальные изменения диаграммы g в окрестности 
точки z (см. рис. 6). 

- X >̂  > 
A A - i 0 

Рис. 6. Три типа разводки в двойной точке 

Пусть плоский граф S получен из g примене¬
нием к каждой двойной точке одной из операций 
разводки. Обозначим через U(g) множество всех 
плоских графов, полученных из диаграммы g та¬
ким образом. Графу S € U(g) поставим в соответ¬
ствие моном c(g |S) = A m i - m 2 , где m i и m2 - число 
A-разводок и A-!-разводок, соответственно при¬
мененных к g для получения S. 

О п р е д е л е н и е 4. Полиномом Ямады диаграм¬
мы g = g( G) заузленного графа G называется ло-
рановский полином от переменной A, задаваемый 
выражением: 

R(g)(A) 
SEU (g) 

c(g|S)H(S). 

Д л я пустого графа положим Д ( 0 ) = 1. В [10] 
установлен следующий результат: 

Т е о р е м а 4. Полином R(g)(A) является ин¬
вариантом диаграммы g заузленного графа G при 
следующих преобразованиях g: 
(1) при регулярных деформациях; 
(2) при плоских деформациях с точностью до 
множителя (— A)n, n € Z; 
(3) при гибких деформациях с точностью до мно¬
жителя (— A)n, n € Z, для диаграмм графов с 
максимальной степенью меньше 4. 

Из данного выше определения полинома 
R( g)( A) следуют следующие пять свойств. Отме¬
тим, что эти свойства можно взять за определение 
полинома R(g)(A). 

z 

(1) R(

 >

\>\

>) 

(2) R( e 

AR( 

R( 

) + A - i R ( 

где ребро e не является петлей. 

(3) R ( g i ± g2) = R ( g i ) R ( g 2 ) , где g i ± g2 обо­
значает несвязное объединение диаграмм g i и g2. 

(4) R ( B n ) = —(—A — 1 — A - i ) n , где Bn - од¬
новершинный г р а ф с n петлями; в частности, при 
n = 0 имеем R(-) = —1. 

(5) R(0) = 1. 

Полиномы Ямады для тэта-кривых, изобра¬
женных на рис. 5, вычисленные в [14], приведены 
ниже в таблице 1. К а к видно из таблицы, все рас¬
сматриваемые тэта-кривые попарно не гибко изо¬
топны. 
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Таблица 1 

Г р а ф Полином Ямады 
-A2 - A - 2 - A - 1 - A-2 

в 2 A6 - A2 - 1 - A-2 - A - 3 - A-4 - A - 5 - A-6 

Оз -A1 + A4 + 2 A 3 + A2 + A - 1 - A - 1 - 2A-2 - 2A-3 - 2A-4 - A-5 - A-6 

О4 A7 - A5 - A3 - A2 - 1 - A-2 - A - 5 - A-8 

в 5 -A8 + A4 - A2 - A - 2 - A - 1 - A-2 + A-4 - A-8 

Об A8 + A7 - A6 + A5 + A4 - A3 + A 
+2A-1 + A - 2 + 2A-3 - A-5 + A-6 - 2A-7 - A-8 + A-9 

в 7 A8 + A7 - 2A3 - 2A2 - A - 2 - A-2 + A - 3 + A-6 - A-7 - A-8 

О8 -A11 - A9 + A7 + A5 + A3 + A - 3 + A-4 + A-5 + A-6 + A-7 

в д -A9 + A8 + A5 + A3 + A - A - 1 - A-2 - A - 3 - 2A-4 - A-5 - A-6 - A-7 - A-8 

Oio -A11 - A9 + A7 + A6 + 2A5 + A4 + A3 

- A - 2 - A - 3 - 2A-4 - 2A-5 - 2A-6 - A-7 - A-8 

О н A8 - A6 - A3 + A2 + A + A - 1 - A-2 - 2A-4 - A-5 - 2A-7 - A-8 - A - 1 0 

-A9 - A6 + A4 + A2 + 2A + A - 1 - A-2 + A - 3 + 2A-6 + A-9 

в 13 -A9 + A7 + 2A4 + A - 1 - 2A-2 - A-4 - 2A-5 - A-7 - 2A-8 - A-7 - 2A-8 

в 14 -A9 + A5 + A4 + A2 + A + A - 1 - A-2 - 2A-4 - 2A-5 - A-6 - 2A-7 - A-8 - A - 1 0 . 

4. Инвариант пространственных 
графов 

Другое направление построения инвариантов уз­
лов и зацеплений, также связанное с преобразо­
ваниями Рейдемейстера, - это построение инвари­
антного дистрибутивного группоида Матвеевым в 
[15] и построение инвариантного квандла Джой­
сом в [16]. Эти инварианты являются полными ин¬
вариантами узлов, но проблема изоморфизма для 
рассматриваемых объектов слишком сложна. Та­
ким образом, на практике приходится пользовать­
ся не столь сильными, но легче сравниваемыми ин¬
вариантами. 

В этом параграфе мы опишем инвариант про¬
странственных графов, связанный с разметкой дуг 
диаграммы. Рассматриваемый в этом и следую¬
щем параграфах подход был реализован в диплом­
ной работе Кушнира [17], но так и остался неопуб¬
ликованным. Доказательство инвариантности сво¬
дится к проверке инвариантности при расширен¬
ных преобразованиях Рейдемейстера и плоских 
изотопиях. 

Здесь и далее мы будем предполагать, что 
каждой вершине графа инцидентны, по крайней 
мере, три ребра. Дугой на диграмме простран¬
ственного графа будем называть часть проекции, 
концами которой являются вершины графа или 
двойные точки, в которые дуга приходит «под», и 
внутренность которой не содержит других вершин 
графа или проходимых «под» двойных точек. Д л я 
заданного пространственного графа G обозначим 
через C(G) множество всех его диаграмм. К а к бы­
ло отмечено выше, любые две диаграммы из C(G) 
связаны между собой конечной последовательно¬
стью преобразований, каждое из которых являет¬
ся одним из преобразований Рейдемейстера (I) -

(VI) или плоской изотопией. 
Пусть go = go(G) - некоторая фиксирован­

ная диаграмма из множества C(G). Каждой дуге 
диаграммы go сопоставим метку, то есть элемент 
из некоторого множества M. Предположим, что 
на множестве M определена бинарная операция 
f : M х M —> M. Мы потребуем, чтобы эта опера¬
ция удовлетворяла приведенным ниже условиям. 

Пусть P - двойная точка диаграммы go и в ней 
встречаются дуги с метками a и с, которые подхо­
дят «под», и дуга с меткой b, которая проходит 
«над». В этом случае потребуем, чтобы выполня­
лось условие f (a, b) = с (здесь равенство означает, 
что f (a, b) и с - это один и тот же элемент множе¬
ства M) и, в силу равноправности a и с в наших 
рассмотрениях, потребуем, чтобы f (с, b) = a (см. 
рис. 7). 

b 
a = f ( с , b ) 

Рис. 7. Соотношения в двойной точке 

Из соотношений a = f (с, b) и с = f (a, b) сле¬
дует соотношение f( f( a, b) , b) = a, которое мы бу¬
дем рассматривать как уравнение на f. Аналогич¬
ное уравнение запишем для каждой двойной точки 
диаграммы go. 

Пусть g - произвольная диаграмма из множе¬
ства C(G). Чтобы определить метки на дугах диа¬
граммы g, напомним, что от диаграммы go можно 
перейти к g при помощи конечного числа преобра¬
зований Рейдемейстера (I) - (VI) и плоских изото-
пий. Положим, что при плоских изотопиях метки 
на дугах сохраняются, т. е. при плоской изотопии 
дуге и ее образу соответствует один и тот же эле-
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мент из M. 
Опишем правила изменения меток при расши­

ренных преобразованиях Рейдемейстера. Начнем 
с преобразований Рейдемейстера (I) - (III). 

Л е м м а 2. Множество меток M с бинарной 
функцией f : M х M — M является инвариан­
том при преобразованиях Рейдемейстера (I), (II) 
и (III), если выполнены следующие свойства: 

a ^ a 

(A1) f (a, a) = a для любого a G M; 
(A2) f (f (a, b), b) = a для любых a,b G M; 
(A3) f(f(o,b),a) = f(f(o,a),f(b,a)) для любых 
a,b^ G M. 

Доказательство. Рассмотрим преобразование 
Рейдемейстера (I) с расставленными на дугах диа¬
граммы метками: 

Очевидно, инвариантность при преобразовании Рейдемейстера (I) будет иметь место тогда и только 
тогда, когда для каждого a G M выполнено свойство f( a, a) = a. 

Рассмотрим преобразование Рейдемейстера (II): 

b a b a 

с 

a 

Запишем соотношения в двойных точках: с = f (a, b) и a = f (с, b), откуда: 
(A2) f(f(a,b),b) = a. 
Рассмотрим преобразование Рейдемейстера (III): 

с \ / Ь a_4 Г_ 

/ у ( с , ь ) — ^ \ / 
a / \ f ( с , « ) \ / 

/f(b,a) \f(f(c,b),a) f(b,a) / \f(f(c,a),f(b,a)) 

Сопоставив соответствующие метки на дугах, ко¬
торые состыкуются с дугами, лежащими вне 
окрестности локального преобразования (III), по¬
лучаем следующее соотношение: 
(A3) f(f(С,Ь),«) = f(f(c,a\f(b,a)). 

Отметим, что объекты, удовлетворяющие 
условиям (A1) - (A3) леммы 2 были ранее постро¬
ены Матвеевым [15] и Джойсом [16] и назывались 
инволютивным дистрибутивным группоидом или 
инволютивным квандлом. 

Рассмотрим расширенные преобразования 
Рейдемейстера, в которых участвуют вершины 
графа. Напомним, что мы рассматриваем графы, 
у которых степень каждой вершины не менее трех. 
Наложим на M дополнительные требования, что¬
бы добиться инвариантности при преобразованиях 
Рейдемейстера (IV) - (VI). 

Введем множество предикатов <fn : Mn — 
{0,1}, где n > 3. Если на рассматриваемой диа­
грамме графа есть вершина степени n > 3, в ко­
торой сходятся дуги с метками a1,a2,... ,an, пе-

речисленные по направлению часовой стрелки, то 
положим <pn(a1 ,a2,.. . ,an) = 1. В силу произволь¬
ности выбора первой дуги при обходе вершины, 
сформулируем следующее условие. 

Потребуем, чтобы выполнялось условие: 
(B) <pn(a1,a,2,. .. ,an)=1 О <fin(a2, «3,. .., a1)=1 О 
. .. О <fin(an, a1,..., an-1) = 1, где a b .. .,an - цик¬
лически перечисленные метки ребер инцидентных 
n-валентной вершине. 

Посмотрим как меняются метки на дугах 
при расширенных преобразованиях Рейдемейсте-
ра (IV) - (VI) . 

Л е м м а 3. Множество меток M c бинарной 
функцией f : M х M — M и множеством пре¬
дикатов < n является инвариантном при плос¬
ких изотопиях и преобразованиях Рейдемейстера 
(IV), (V) и (VI), если выполнены следующие свой¬
ства: 

(C1) pn (a1, ...,an) = 1 О 
О <pn(f (a1, b),. .., (an, b)) = 1 для любого b G M; 

(C2) f (. ..f ( f (b,an),an-1) ...,a1) = b для лю-
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бого b G M и a1 ,...,an из M таких, что 
<fn(a1,. .. ,an) = 1; 

(C3) <fin(a1,. .. ,an) = 1 О <fn (bn,...M) = 1, 
где b1 = a1, bk = f (b'k-1,bk-1), k = 2, .. . ,n, и 
формула для b'k_ 1 отличается от формулы для 
bk тем, что все ak-1 заменяются на ak; 

(C4) <fn(a1,. .. ,an) = 1 О ^ П ( С П , . . . , С \ ) = 1, 
где СП = an, ск = f (с'к+1, ск+\), к = 1, ... ,n - 1, 

f (an,b)^j\f (a1,b) 

/ / • • • \ 
a.n' 'an -1 

и формула для ск+1 отличается от формулы для 
ск тем, что все ak+1 заменяются на ak; 

(C5) <fin(f (a2,ai),a1,a3,.. ., an) = 1 О 
< n ( a , . . . , a n ) = 1 О < n ( a 2 , f ( a , a 2 ) , a 3 , . . . , a n ) = 1 . 

Доказательство. Рассмотрим первую часть 
преобразования (IV): 

— A 
Соотношения в вершине и в двойных точках выписываются очевидным образом. Потребуем, чтобы 

для любого b G M выполнялось < n(f(a1, b), . . . , (an, b))=1 тогда и только тогда, когда < n(a1, . . . , an)=1. 

Рассмотрим вторую часть преобразования (IV): 

r . 
an' I an-1 1 • a1 an' I an-1 

b b 

Выписав соотношения в вершине и в двойных точках, потребуем, чтобы для любого b G M выпол¬
нялось f (... f ( f (b, an), an-1) ...,a1) = b, где «1,...,«П такие, что <f(a1, ...,an) = 1. 

Рассмотрим первую часть преобразования (V): 

a2 — 
a1 — 

Используя соотношение в двойной точке и ин¬
дукцию, можно показать, что bk = f(Ъ'к—1,bk-i), 
где b1 = a1 и формула для bk_ 1, к > 2, отли­
чается от формулы для bk тем, что вместо всех 
вхождений ak-1 стоит ak. Действительно, ребро, 
которое начинается с метки ak, на левой картинке 
проходит под теми же дугами, что и ребро, на-

чинающееся с метки a k - 1 , до последней двойной 
точки, из этих соображений получаем рекурент-
ную формулу на bk . Потребуем, чтобы выполня¬
лось итоговое соотношение: < n(a1, . . . , an) = 1 О 
< n ( b n , . . . , b 1 ) = 1 . 

Рассмотрим вторую часть преобразования (V): 

an • 
<с1 

an • 

a2 
a1 

a2 
a1 

По аналогии c предыдущим случаем получаем ck = f (с-k+x, с!^+1), в формуле для с'^-^ вместо 
всех вхождений ak+1 стоит ak и С П = an. Потребуем, чтобы выполнялось итоговое соотношение: 
<fin(a1,. .. ,an) = 1 О <АП(СП, . .. ,с\) = 1. 

Рассмотрим преобразование (VI): 

46 



Вестник КемГУ № 3/1 2011 Геометрия трехмерных многообразий 

an -
f ( a 2 , a 1 ) ,a1 

\ a2 

an - an • 

a3 ' a3 ' 

Выписав соотношения в вершинах и в двой¬
ных точках диаграмм, потребуем выполне¬
ния условий: <fn(f (a2,ai),a1,a3,. .. ,an)=1 О 
<fin(a1,.. an)=1 О <fin(a2 ,f (a1, a2),a3,. an)=1. 

Доказательство леммы завершено. 

Из лемм 1, 2 и 3 вытекает следующий резуль¬
тат. 

Т е о р е м а 5. Пусть g(G) - диаграмма про­
странственного графа G. Пусть M - множество 
меток дуг диаграммы с такой бинарной функцией 
f : M х M — M, что если дуги с метками a, b, с 
сходятся в двойной точке, причем дуга с меткой 
b подходит «над», то f (a, b) = с; и множеством 
предикатов < n : Mn — {0, 1}, n > 3, где n пробега¬
ет множество валентностей вершин графа, та¬
ких, что если дуги с метками a1 , . . . , an сходятся 
в вершине степени n по ходу часовой стрелки, то 
<fn(a1,.. ., an) = 1. Если при этом f и <fn таковы, 
что выполнены условия (A1) - (A3), (B), (C1) -
(C5), то M является инвариантом графа G при 
гибких изотопиях. 

5. Инвариантная группа 

Рассмотрим частный случай введенного выше 
инварианта. А именно, зафиксируем диаграмму 
g = g( G) пространственного графа G. Положим, 
что 

1) множество M является группой Г порож¬
дающие которой соответствуют меткам на дугах 
диаграммы g, а определяющие соотношения зада¬
ются бинарной операцией f и предикатами <<2n; 

2) порождающие группы Г являются элемен¬
тами второго порядка; 

3) бинарная операция f : Г х Г — Г записы¬
вается через групповое умножение следующим об¬
разом: f(a, b) = ba-1b; 

4) < n(a1, . . . , an) = 1 означает, что элементы 
a1,...,an попарно коммутируют и a1 ••• an = 1, 
где 1 - единичный элемент группы. 

Л е м м а 4. Группа Г, описанная в 1)-4), кор¬
ректно определена и введенные бинарная операция 
f и множество предикатов < n удовлетворяют 
условиям из теоремы 5. 

Доказательство. Если a элемент второго по¬
рядка, то можем записать f(a, b) = bab. 

Если дуги с метками a, b, с сходятся в двой¬
ной точке так, что f( a, b) = bab = с, то с дол¬
жен быть тоже второго порядка. Действительно, 
с2 = babbab = baab = bb = 1 . 

• a2 

г a1 

a3 ' 
f(a1,a2) ^a2 

Заметим, что если a, b коммутируют, то 
f(a, b) = bab = abb = a. Убедимся, что выполне¬
ны соотношения из теоремы 5: 

(A1) f(a, a) = aa-1a = a. 
(A2) f (f (a, b), b) = f (ba-1b, b) = bb-1ab-1b = a. 
(A3) поскольку 

f (f (с, b), a) = f (ЬС-1Ь, a) = « Ь - 1 С Ь - 1 « 

f (f (^a),f (b,a))= f («С 1a,ab 1a) = 

= (ab-1a)(ac-1a)-1(ab-1a) = ab-1 di-1a. 

(B) a1 • • • a n - 1 an = 1 О a2 • • • ana1 = 1 О 
an, • • • , an-2, an-1 = 1 выполнено в силу попарной 
коммутативности элементов a1 , . . ., an-1 и an. 

(С1) по определению, <fn(f (a1,b),f (an, b))=1 
означает, что 

1 f ( a 1 , b ) • • • f ( a n , b ) = 

= (ba-1b) • • • (ba-1b) = b(a1 • • • an)b-1, 

где мы воспользовались тем, что порождающие 
b, a1 , . . . , an являются элементами второго поряд¬
ка. Таким образом, <fin(f (a1, b),..., (an, b)) = 1 то­
гда и только тогда, когда ^n(a1,..., an) = 1. 

(С2) поскольку b, a1 , . . . , an являются элемен¬
тами второго порядка, имеем: 

f ( . . . f ( f ^ a n ) , a n - 1 ) . . . , a 1 ) 

a - 1 = = a1 • • • anban • • • a1 = a1 • • • anban

- • • • a1 

= ( a 1 • • • a n ) b ( a 1 • • • a n ) - 1 = b , 

так как < n(a1, . . . , an) = 1. 
(С3) Покажем, что bk = ak , k = 1 , . . . , n, 

индукцией по k. По условию, b1 = a1 . То¬
гда b'

1 = a2 . По индукционному предпо¬
ложению, bk-1 = ak-1 и b'

k 1 = ak. Тогда 
bk = f (b'k-1, bk-1) = bk-1b'k-1bk-1 = ak-1akak-1 = ak. 
Таким образом, b n b n - 1 • • • b2b1 = a n a n - 1 • • • a2a1 = 
= a1a2 • • • an-1an в силу попарной коммутативно¬
сти элементов a1 , . . . , an. 

(С4) Доказывается аналогично (С3), замечая, 
что ck = ak, k = 1, ... ,n и cn • • • c1 = an • • • a1. 

(С5) Заметим, что 

f (a2, a,1)a,1a,3 • • • an = 

= a1 a2 a1 a1 a3 • • • an = a1 a2 a3 • • • an 

a2f (a1,a2)a3 • •• an = 

= a2 a2 a1 a2 a3 • • • an = a1 a2 a3 • • • an. 

и 

и 
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Чтобы убедиться в корректности определения 
< n, покажем, что попарная коммутативность эле¬
ментов a1 , . . . , an влечет, что a1 • • • an = 1 О 
ai1 • • • ain = 1 для любой перестановки ;ч,... ,in  

на элементах 1 , . . . , n. В самом деле, симметри¬
ческая группа порождается инверсиями + 1), 
i = 1 , . . . , n- 1 . Такие инверсии соответствуют ком¬
мутативности и ai+1. • 

К а к следствие теоремы 5 и леммы 4 получаем 
следующий результат. 

Т е о р е м а 6. Пусть G - пространственный 
граф, а g - его диаграмма. Пусть порождающими 
группы Г являются метки на дугах диаграммы. 
Положим, что порождающие являются элемен¬
тами второго порядка и в каждой двойной точке 
диаграммы удовлетворяют соотношению bab = с, 
где b - это метка дуги проходящей «над»; кроме 
того, имеют место соотношения a1 . . . an = 1 и 
элементы a1 , . . . , an попарно коммутируют, ес¬
ли дуги с метками a1 , . . . , an инцидентны одной 
вершине. Тогда группа Г является инвариантом 
пространственного графа G при гибких изотопи-
ях. 

Далее группу Г будем называть инвариантной 
группой пространственного графа G. 

6. Примеры вычисления инвариант­
ной группы 

В качестве иллюстрации полученных результа¬
тов вычислим инвариантные группы для некото¬
рых тэта-кривых. Напомним, что диаграммы тэта-
кривых с малым числом двойных точек были при¬
ведены на рис. 5. 

Рассмотрим тэта-кривую в1, которая пред¬
ставляет собой тривиальное вложение тэта-графа 
в . Пусть метки на дугах диаграммы расставлены 
как на рисунке 8. 

a е 
с 

Рис. 8. Тэта-кривая в 1 

Тогда инвариантная группа Г1 графа в 1 по¬
рождена тремя элементами второго порядка: a, b, 
с. Диаграмма не имеет двойных точек. Г р а ф име¬
ет две вершины и в каждой из них соотношение 
имеет вид abc = 1. Условия коммутирования по­
рождающих имеют вид ab = ba, ac = ca, bc = cb. 
Получаем следующее представление: 

Г1 = (a, b,c | a2 = 1,b2 = 1, c2 = 1, abc = 1, 
ab = ba, ac = ca, bc = cb). 

= (a,b I a2 = b2 = 1,ab = ba). 
= Z2 © Z2. 

Рассмотрим тэта-кривую в2 с метками на ду¬
гах как указано на рис. 9. 

a 

f 

Рис. 9. Тэта-кривая в 2 

Инвариантная группа Г2 тэта-кривой в2 по¬
рождается элементами второго порядка a, b, с, d, 
e и f. Диаграмма имеет три двойных точки, кото­
рым соответствуют соотношения bcb = f, ebe = f 
и fef = d. Г р а ф имеет две вершины: одной из 
них соответствуют соотношения ace = 1, ac = ca, 
ce = ec и ae = ea, а другой - соотношения bad = 1, 
ba = ab, ad = da и bd = db. Таким образом, группа 
Г2 имеет следующее представление: 

Г2 = ( a , b , с , d , e , f : 

a2 = b2 = с2 = d2 = e2 = f2 = 1, 

bcb = f, ebe = f, fef = d, ace = 1, 
ac = ca, ce = ec, ae = ea, bad = 1, 

ba = ab, ad = da, bd = db) . 

Выражая часть порождающих через осталь¬
ные, а именно: e = ac, d = ab, f = bcb, получим 
представление: 

Г2 = {a, b,c I a2 = b2 = c2 = 1, 

ab = ba, ac = ca, (bc)3 = 1}. 

Нетрудно видеть, что группа Г2 изоморфна груп¬
пе, порожденной отражениями в сторонах сфери¬
ческого треугольника с углами п/2, п/2, п/3. 

Рассмотрим тэта-кривую в4, приведенную на 
рис. 10. 

Рис. 10. Тэта-кривая в4 

Порождающие инвариантной группы Г4 про¬
странственного графа в4 соответствуют меткам 
на дугах диаграммы. Нетрудно заметить, что все 
метки могут быть выражены через метки a, b, с, 
указанные на рисунке. Представление группы Г4 

имеет следующий вид: 

Г4 = {a, b,c I a2 = b2 = с2 = 1, 

ab = ba, ac = ca, (bc)5 = 1}. 
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Нетрудно убедиться, что группа Г4 изоморфна 
группе, порожденной отражениями в сторонах 
сферического треугольника с углами п/2, п/2, 
п/5. 

Из рассмотренных примеров видно, что груп¬
пы Г1 , Г2 и Г4 попарно не изоморфны, а значит, 
и пространственные г р а ф ы в1, в2, в4 попарно не 
гибко изотопны. 
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УДК 519.177, 512.541 

О С Т Р У К Т У Р Е Г Р У П П Ы П И К А Р А Д Л Я Л Е С Т Н И Ц Ы М Е Б И У С А И 
П Р И З М А Т И Ч Е С К О Г О Г Р А Ф А 
M. А. Зиндинова, И. А. Медных 

O N T H E S T R U C T U R E O F P I C A R D G R O U P F O R M O E B I U S L A D D E R G R A P H A N D 
P R I S M G R A P H 

M. A. Zindinova, I. A. Mednykh 

Понятие группы Пикара для графа, которую также называют якобианом или критической груп¬
пой, было независимо введено многими авторами. Она является важным алгебраическим инвариан¬
том конечного графа. В частности, ее порядок совпадает с числом порождающих деревьев. Последнее 
число хорошо известно для некоторых простейших семейств графов, таких как колесо, веер, призма, 
лестница и лестница Мебиуса. В то же время структура группы Пикара известна только в неко¬
торых случаях. Цель данной статьи - определить структуру группы Пикара для двух характерных 
случаев: лестницы Мебиуса и призматического графа. 

The notion of the Picard group of graph (also known as Jacobian group, sandpile group, critical group) 
was independently given by many authors. This is a very important algebraic invariant of a finite graph. In 
particular, the order ofthe Picard group coincides with the number ofspanning trees for a graph. The latter 
number is known for the simplest families of graphs such as Wheel, Fan, Prism, Ladder and Moebius ladder 
graphs. At the same time the structure of the Picard group is known only in several cases. The aim of this 
paper is to determine the structure of the Picard group of the Moebius ladder and Prism graphs. 

Ключевые слова: граф, группа Пикара, абелева группа, полиномы Чебышева. 
Keywords: Graph, Picard group, Abelian group, Chebyshev polynomial. 

Работа поддержана грантами РФФИ (09-01-00255, 10-01-00642), грантом АВЦП развития научного по­
тенциала высшей школы (2.1.1/3707) и Федеральной целевой программой "Научные и научно-педагогические 
кадры инновационной России"(02.740.11.0457). 

1. Введение 

Представим лестницу Мебиуса Mn порядка n 
как циклический граф 2n(1, n). В этом случае 
Mn может быть рассмотрена как правильный 
2n-угольник, у которого n пар противоположных 
вершин соединены ребром (см. рис. 1). Можно так¬
же представить Mn как лестницу с n ступеньками 
на листе Мебиуса. Призма Pr(n) представляет со¬
бой граф с 2n вершинами, соединенных так, как 
показано на рис. 2. 

Цель данной статьи - найти структуру группы 
Пикара для лестницы Мебиуса Mn и призматиче¬
ского графа Pr(n). 

Понятие группы Пикара для графа (кото¬
рую также называют якобианом или критической 
группой) было независимо введено многими авто¬
рами ([1], [2], [3], [4]). Она является важным алгеб¬
раическим инвариантом конечного графа. В част¬
ности, ее порядок совпадает с числом порождаю¬
щих деревьев графа. Последнее число хорошо из¬
вестно для некоторых простейших семейств гра¬
фов, таких, как колесо, веер, призма, лестница и 
лестница Мебиуса [5]. В то же время структура 
группы Пикара известна только в некоторых слу¬
чаях (см. список литературы в [6]). 

Следуя Бейкеру и Норину [2], определим груп¬
пу Пикара (или якобиан) для графа следующим 
образом. 

Рассмотрим конечный, связный г р а ф G, до-

пускающий кратные ребра, но не допускающий 
петли. Пусть V(G) и E(G) - это множества вер­
шин и ребер G соответственно. Обозначим че¬
рез Div(G) свободную абелеву группу на V(G). 
Элементы Div(G) являются целочисленными ли¬
нейными комбинациями элементов V(G), то есть 
для любого D G Div(G) существует единственное 
представление D = xeV(G) D(x)(x), D(x) G Z . 
По аналогии с теорией римановых поверхностей 
элементы Div(G) будем называть дивизорами на 
графе G. Определим степень элемента D следую¬
щей формулой: deg(D) = x e y ( G ) D(x). Обозна¬
чим через Divo(G) подгруппу группы Div(G), со¬
стоящую из дивизоров нулевой степени. 

Пусть f - Z-значная функция на V(G). Опре¬
делим дивизор f по следующей формуле: 

div(f )= E E (f (x) - f (y))(x). 
xeV(G) xyEE(G) 

Дивизор div(f) естественным образом может быть 
отождествлен с оператором Лапласа функции f на 
графе G. Дивизоры вида div(f), где f как описано 
выше, называются главными дивизорами. Обозна¬
чим через Prin(G) группу главных дивизоров на 
G. Нетрудно заметить, что каждый главный ди¬
визор имеет степень 0, поэтому группа Prin(G) 
является подгруппой группы Div0(G). 

Определим группу Jac(G), называемую груп¬
пой Пикара (или якобианом) графа G, как 
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фактор-группу 

Jac(G) = Div°(G)/Prin(G). 

Группа Jac(G) является конечной абелевой 
группой порядка tG, где tG - число порождающих 
деревьев графа G. (Это напрямую следует из тео­
ремы Кирхгоффа, приведенной, например, в §14 
в [7]). Более того, любая конечная абелева группа 
является группой Пикара некоторого графа. 

Д л я фиксированной точки xo G V(G) опреде¬
лим отображение Абеля - Якоби SX0 : G — Jac(G) 
следующей формулой: SX0 (x) = [(x) - (xo)], где [dd] 
- это класс эквивалентности дивизора d. 

Зададим на каждом ребре графа G одну из 
двух возможных ориентаций. Так как G не име¬
ет петель, такая операция определена коррект¬
но. Пусть E = E(G) - множество ориентирован­
ных ребер графа G. Д л я e G E обозначим на¬
чальную вершину o( e) и конечную вершину t( e) 
соответственно. Определим поток e по формуле 
u(e) = [t(e) - o(e)]. Заметим, что 

u(e) = [(t(e) - xo) - (o(e) - xo)] = 

= [[t(e) - xo] - [o(e) - xo]] = Sx0 (t(e)) - Sx0 (o(e)) 

не зависит от выбора исходной точки xo. В си¬
лу Леммы 1.8 в [2] (см. также [4]) группа Пикара 
Jac(G) является абелевой группой, порожденной 
потоками uj(e), e G E, подчиняющимся следующим 
двум законам Кирхгоффа: 

(I) Поток через каждую вершину графа G ра¬
вен нулю. Это означает, что 

^""^ uj(e) = 0 для всех x G V(G). 
eeE, t(e)=x 

(II) Поток вдоль каждого замкнутого ориен¬
тируемого пути W в G равен нулю, то есть 

Е u(e) = 0. 
eeW 

Напомним, что замкнутый ориентированный 
путь в G - это последовательность ориентирован¬
ных ребер ei G E(G), i = 1,...,n, таких, что 
t(ei) = o(ei+1) для i = 1, . .. ,n - 1 и t(en) = o(e\). 

2. Предварительные сведения 
Пусть a1, a2, am G Z. Обозначим через 
GCD(a1, a2, .. ., am) = (a1, a2, .. ., am) наиболь­
ший общий делитель a1, a2, . .., am в кольце це¬
лых чисел Z. Мы будем использовать следующие 
очевидные свойства наибольшего общего делите¬
ля. 

(i) (a, a + b) = (a, b) = (a, a - b); 

( a , b , c ) = ( a , ( b , c ) ) ; 

(iii) ( k a, k b) = k( a, b) . 

Введем полиномы Чебышева первого и второ¬
го рода: 

Tn(x) = cos(n aTccos(x)), 

Un-1(x) = sin(n aTccos(x))/ sm(&rccos(x)). 

Приведем следующие основные свойства этих по¬
линомов. 

1° Tn(x)=2xTn-1(x)-Tn-2(x), To(x)=1, T1(x)=x, 

2° Un(x)=2xUn-1(x) - Un-2(x), Uo(x)=1, 
U1 (x)=2x. 

В данной статье мы преимущественно будем 
интересоваться значениями полиномов Чебышева 
в точке x = 2. В этом случае 

Tn(2) = ((2 + V3)n + (2 -V3)n)/2 и 

Un-1(2) = ((2 + V3)n - (2 - V3)n)/(2V3). 

Будем использовать следующую теорему о 
строении конечной абелевой группы. 

Т е о р е м а А . Пусть A - конечная абелева 
группа, порожденная элементами x1 , x2, . . . , xn и 
удовлетворяющая системе уравнений 

n 

^^^^^ OLij xx j — 0, i — 1, . . . , 
j=1 

где A = {aij} - целочисленная m х n матрица. 
Пусть Dj, j = 1, . .., r = min(n, m) - это наи­
большие общие делители всех j х j миноров мат¬
рицы A. Тогда 

A = ZDI © Z D 2 / D I © Z D 3 / D 2 ©•••© Z D R / D r _ i . 

Последнее разложение известно также как 
нормальная форма Смита. Детальное доказатель¬
ство этой теоремы можно найти в ([8], гл. 3.22). 

3. Основной результат 
3.1. В ы ч и с л е н и е г р у п п ы П и к а р а д л я лест­
н и ц ы М е б и у с а 

Рассмотрим лестницу Мебиуса Mn как граф, по¬
казанный на рис. 1, с пронумерованными верши¬
нами 1, 2,..., 2n. Обозначим через di, i = 1,... ,n 
поток вдоль ориентированного ребра ( i, i + n) с 
начальной вершиной i и конечной вершиной i + n. 
Также обозначим через xi и Xi, i = 1,... ,n по¬
токи вдоль ориентированных ребер ( i - 1 , i) и 
(n + i - 1, n + i) соответственно. Д л я простоты 
отождествим вершины 0 и 2n. 
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\ Х 3 

У N . / \ х 

\ / 

^ х 2 

Рис. 1. Лестница Мёбиуса 

Из первого закона Кирхгоффа имеем следую¬
щие уравнения: 

{ di xi xi+1,  

di = X i + 1 - X 

i = 1,. .. ,n • 
di = X i + l — X i , i = . . . , 

1 , d n = x n - X 1 ,  

1 , d n = x 1 - X n . 

(1) 
Используя второй закон Кирхгоффа для за¬

мкнутых путей Wi = (i, n + i, n + i + 1, i + 1), мы 
имеет следующую систему уравнений: 

{ xi+l+di+l—Xi+l—di=0, 

X1 - d1 - x1 - dn = 0. 
i 1,...,n 1 

(2) 

Выразим di для i = 1 , . . . , n - 1 из уравнений 
di = xi-xi+1, i = 1,..., n-1. Подставим их в урав­
нения xi+1 + di+l—Xi+l—di = 0, i = 1,. .. ,n — 2. 
При этом мы получим представления для 
Xi, i = 2, . . . , n - 1 через xi, i = 1, . . . , n. 
Теперь, используя полученные выражения 
Xi, i = 2, . . . , n - 1, а также уравнения dn-1 = 
X n - X n - 1 = x n - 1 - x n и d1 = X 2 - X 1 = x 1 - x 2 ,  

получим аналогичные представления для Xn и X1 
соответственно. 

Имеем следующие соотношения между Xi и xi. 

X1 
X2 

X n - 1 

Xn 

-2 
-1 

0 
0 

4 
3 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

3 
4 

0 
0 

1 
2 

x1 
x2 

x n - 1 
x n 

(3) 

Подставляя эти тождества в уравнения вида 
xi — xi+l = Xi+l — Xi, i = 2,... ,n — 2, получим 
n - 3 соотношения на x1 , x2, . . . , xn. Запишем их 
в первые n - 3 строчки матрицы (4). 

Используя уравнение xn + dn - Xn - dn-1 = 0 
и вспоминая, что dn = x1 - Xn, dn-1 = xn-1 - xn, 
получим следующее: x1 + 2xn-2 

Теперь, используя X1 - d1 -
-9xn-l +6xn = 0. 
x1 - dn = 0 и за-

мечая, что d1 = x1 - x2, dn = xn  

6x1 — 9x2 + 2x3 + xn =0. 
X1 , имеем 

Рассмотрим второй закон Кирхгоффа для кон¬
тура (0, 1 , 2, . . . , n) , он запишется следующим обра¬
зом: x1 + x2 + . . . + xn + dn = 0. Откуда извлекаем 
еще одно выражения для dn. Подставляем его в 
уравнение xn + dn - Xn - dn - 1 = 0. В результате 
получим еще одно соотношение на x1 , x2, . . . , xn. 
Оно записано в последней строчке матрицы (4). 

Таким образом, получаем, что группа Пика-
ра Jac(Mn) порождена элементами X I , x2,..., xn, 
удовлетворяющими следующим соотношениям: 

1 -5 5 -1 0 ... 0 0 0 0 \ ( x1 \ 
0 1 -5 5 -1 ... 0 0 0 0 x2 

0 0 0 0 0 ... 1 -5 5 -1 xn-3 
1 0 0 0 0 ... 0 2 -9 6 xn-2 
6 -9 2 0 0 ... 0 0 0 1 x n - 1 

V 1 1 1 1 1 ... 1 0 6 -3 ) V x n J 

0. (4) 

Теперь сократим число порождающих группы 
Jac(Mn) c n до 3. А именно - покажем, что груп­
па Jac(Mn) порождена элементами X I , x2, удо¬
влетворяющими трем линейным уравнениям. 

Д л я этого, заметим, что порождающие 

x1 , x2, . . . , xn удовлетворяют следующему рекур¬
сивному соотношению: 

xj - 5xj+l + 5xj+2 - xj+з = 0, j = 1, 2 , . . n - 3. 

Характеристический многочлен этого уравне-
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ния равен 1 — 5q + 5q2 — q3 = 0. 
Числа ql = 1, q2,3 =2 ± \/3 являются корнями 

этого многочлена. Отсюда общее решение рекур¬
сии задается формулой xj = C1 + C2qj + C3q-j, 
где q = 2 + \/3 и CI, C2, C3 - константы, завися¬
щие только от начальных значений x1 , x2, x3. В 
результате мы получаем x^, x§, . . . , xn как линей¬
ную комбинацию x1 , x2 и x3, коэффициенты кото¬
рой могут быть явно найдены. 

Подставляя полученные соотношения в по¬
следние три строки системы (4), имеем: 

auxl + al2x2 + al3x3 = 0, 
a21 x 1 + a22x2 + a23x3 = 0 , ( 5 )  

a31 x 1 + a32x2 + a33x3 = 0 . 

Заметим, что Tn(2)=(qn+q-n)/2 и 
U n - 1 (2)=(qn-q-n)/(2y3). Вычисляя напря¬
мую, получаем следующие явные формулы для 

a i j , i , j = 1 , 2 , 3 . 

an=2T- § U, al2 = - 2T+3U, au=\T-1U, 

a2l=тT-fU, a22= - 7T+12U, «2З=3T-§U, 

a3l=2T-7U - n , a32= - §T+ \U+2n, 

a33=2 T—U—n, 

где T = 1 + Tn(2) и U = Un-1(2). 
Теперь докажем следующую лемму. 

Л е м м а 1. Пусть D1- наибольший общий де¬
литель aij, i,j = 1, 2, 3. Тогда 

D1 = GCD(n,T,U )/GCD(2,n). 

Доказательство леммы 1. Имеем: 

D 1 = G C D ( a i j ) = G C D ( a 1 1 , a12, a13, a21, a22 - 4 a 1 2 , a23 - 3 a 1 3 , a31, a32, a33) =  

= G C D ( a 1 1 , a12, a13, a21, T , - U , a31, a32, a33) = 

= GCD(T,U, ±(T - U), - 2(U + n), 2(-T + U ) + 2n, 2(T - n)) = 

= GCD(T,U, 2(T - U), 2(T - n) - 2(U + n) + 2(-T + U), 2(-T + U )+2n, 2(T - n)) = 

= GCD(T,U, -n, 2(T - U), 2(-T + U ) + 2n, 2(T - n)) = GCD(T,U,n, 2(T - U), 2(T - n)). 

Из основных рекурсивных соотношений для Теперь наша цель - найти наибольший об-
полиномов Чебышева ° и 2° , имеем следующие щий делитель всех миноров порядка 2 матрицы 
свойства. Числа T = 1 + TN(2) и U = Un-l(2) той A = {aij}itj=lt2,3. Обозначим через mij минор по-
же четности, что и n. Более того, если n четно, то рядка 2, полученный удалением i—ой строки и 
T - - n нечетно. j —ого столбца матрицы A. В результате вычис-

Рассмотрим два случая: n нечетно и n четно. лений имеем: 
В первом случае мы имеем: 

D1 = GCD(T,U,n, 2(T - U), 2(T - n)) = 

= GCD(T, U,n,T - U,T - n) = 

= GCD(T, U, n) = GCD(n, T, U)/GCD(2, n). 

m11 = -m22 

m12 = - m 2 3 = ( -

-((n +1)T) - nU, 

2n)T +7-2nU, 

Во втором случае: 

D1 GCD(T,U,n, 2(T - U), 2(T - n)). 

T- n 
Так как нечетно, получим: 

DI = GCD(1T, 2U, 2n, 1 (T - U), 1 (T - n)) 

= GCD( 2 n,1T,1U) = GCD(n,T,U )/2 = 

= GCD(n,T,U )/GCD(2,n). 

1 1 n 

ml3 = 2(1 + 15n)T - 13nU, m2l = 2T - 2U 

m31 = - m 3 2 = m33 = T . 

Докажем также следующую лемму. 

Л е м м а 2. Пусть D2 - наибольший общий де¬
литель миноров mij, i, j = 1 , 2, 3. Тогда 

D2 = GCD(T,nU )/GCD(2,n). 

Доказательство леммы 2. Из явного вида 
формул для mij имеем: 

D2 = GCD(mn, ml2,ml3, m2l,m33) = GCD(mn,ml2 + m2l, ml3, m2l, m33) 

= GCD(mn,ml2 + m2l + 2nm^3, - 7nm33 + mn - (n + 1)m33, m2l,m33) 
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GCD(2((n +1)T)-nU, 3nU, -14nU, 2-T-пU,T) = GCD(1 ((n + 1)T) - nU,nU,1T 

Теперь рассмотрим случай, когда n 

2 2 

2m четно. 

D2 = GCD(2((2m + 1)T)-2mU, 2mU, 1T-2f U, T) 

GCD(1T, 2mU, 2T - mU, T) GCD(1T, 2mU, -mU) 

GCD(2T, mU) GCD(1T, 2fU) GCD(T, nU)/2 = GCD(T, nU)/GCD(2,n). 

С другой стороны, когда n 
оба T и U нечетны. Получим: 

2m + 1 нечетно, 

U, T) 

D2 = GCD((m + 1)T - (2m + 1)U, 

(2m + 1T - ^ 

1 2 m + 1  

= GCD((2m + 1)U, 2T 2_U, T) = 

= GCD((2m + 1)U, T - (2m + 1)U, T) = 

= GCD(T, (2m + 1)U) = GCD(T, nU). 

Пусть D3 определитель матрицы 
{aij}itj=lt2,3. По теореме Кирхгоффа, D3 совпа¬
дает с числом порождающих деревьев лестни¬
цы Мебиуса M(n). Это число хорошо известно 
и было независимо вычислено многими автора¬
ми (J. Sedlacek, J .W. Moon, N . Biggs и др.) [5]. 
Приведем этот результат в следующем виде. 

Л е м м а 3. Пусть D3 - определитель матри­
цы {aij}ij=lt2,3. Тогда D3 выражается следующей 
формулой: 

D3 = 

где T =1+Tn(2), а Tn(2) 

nT, 

= ((2+V3)n+(2-V3)n)/2 
полином Чебышева первого рода. 

Из основной теоремы о конечных абелевых 
группах (Теорема А) имеем следующее разложе¬
ние группы Пикара для M(n): 

X 

Jac(M(n)) = Z D I © ZD2/DI © Z D 3 / D 2 . 

Принимая во внимание леммы 1, 2 и 3, полу¬
чим следующую теорему. 

Т е о р е м а 1. Группа Пикара лестницы Меби¬
уса M(n) имеет следующее представление: 

Jac(M (n)) Z (n,T,U) 
(2,n) 

© Z (T,nU) 
(n,T,U) 

© Z (2,n)nT , 
(T,nU) ' 

X 

где (l,m,n) = GCD(l,m,n),T = 1 + Tn(2), 
U = Un-l(2), а Tn(2) = ((2 + V3)n + (2 -V3)n)/2 
и Un-1(2) = ((2 + V3)n - (2 -V3)n)/(2V3) - поли¬
номы Чебышева первого и второго рода соответ¬
ственно. 

3.2. В ы ч и с л е н и е г р у п п ы П и к а р а д л я п р и з ­
матического г р а ф а 

Рассмотрим призму Pr( n) как граф, изобра¬
женный на рис. 2, с пронумерованными верши¬
нами 1 , 2, . . . , n, n + 1, , . . . , 2n. Обозначим через 
di, i = 1, . . . , n поток вдоль ориентированного 
ребра ( i, i + n) с начальной вершиной i и конеч¬
ной вершиной i + 1 . Также обозначим через Xi и 
xi потоки вдоль ориентированных ребер ( i, i + 1) 
и ( i + n, i + n + 1) соответственно. 

X 

Х п - 1 

Рис. 2. Призматический граф 

Из первого закона Кирхгоффа имеем следую-
щие уравнения: 

{ d1 x l x n , di xi xi—1,  

d 1 = X n X 1 , d i = X i - 1 

i = 2 , . . . , n , 

X i , i = 2 , . . . , n . 

(6) 

Используя второй закон Кирхгоффа для замкну¬
тых путей Wi = (i, n + i, n + i + 1, i + 1), мы имеем 
следующую систему уравнений: 

di + xi - di+l - Xi 
d n + x n - d1 - X n = 

0, i 
0. 

1,...,n 
(7) 

Подставляя di, i = 1, . . . , n, выраженные из 
первой строки системы (6) в систему (7), имеем 
следующие соотношения между Xi and xi. 

1 
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X1 
X2 

X n - 1 

Xn 

3 

-1 

0 
-1 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

-1 3 
0 1 

1 

0 

-1 
3 

x1 
x2 

x n - 1 
x n 

(8) 

0 

Подставляем полученные выражения Xi че¬
рез xi в следующие выражения из системы 
(6): XI - xn = Xn - X I , xi - xi-l = Xi-l - Xi, 
i = 2,... ,n — 1, получим n — 1 соотношение на 
xi, i = 1, . . . , n. Заметим, что, по второму за-

кону Кирхгоффа, для контура (n + 1, . . . , 2n), 

in=1 xi = 0 . 

Таким образом, группа Пикара Jac(Pr(n)) по¬
рождена элементами x1 , x2, . . . , xn, удовлетворяю¬
щими следующим соотношениям: 

1 -5 5 -1 0 ... 0 0 0 0 
0 1 -5 5 -1 . . . 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 ... 1 -5 5 -1 
5 -1 0 0 0 ... 0 0 1 -5 

-5 5 -1 0 0 ... 0 0 0 1 
1 1 1 1 1 ... 1 1 1 1 

x 1 
x2 

x n - 3 
xn-2 
x n - 1 

x n 

0. (9) 

Теперь сократим число порождающих группы 
Jac(Pr(n)) с n до 3. А именно - покажем, что груп­
па Jac(Pr(n)) порождена элементами X I , x2, x3, 
удовлетворяющими трем линейным уравнениям. 

Д л я этого, заметим, что порождающие 
x1 , x2, . . . , xn удовлетворяют следующему рекур¬
сивному соотношению: 

xj — 5xj+l + 5xj+2 — xj+з = 0, j = 1, 2,..., n — 3. 

Характеристический многочлен полученного 
уравнения равен 1 - 5q + 5q2 - q3 = 0. Числа 
ql = 1, q2,3 = 2 ±\/3 являются корнями этого мно¬
гочлена. Отсюда, общее решение рекурсии задает¬
ся формулой xj = CI + C2qj + C3q-j, где q = 2 + \/3 
и C1 , C2 , C3 - константы, зависящие только от на¬
чальных значений x1 , x2, x3. В результате мы по¬
лучаем x^, x§,..., xn как линейную комбинацию 
x1 , x2 и x3, коэффициенты которой могут быть яв¬
но найдены. 

Подставляя полученные соотношения в по¬
следние три строки системы (9), имеем: 

linxl + 1112x2 + (113x3 = 0, 

0,21x1 + 122x2 + (123x3 = 0, 
(a31 x 1 + (a32x2 + a( 33x3 = 0 . 

(10) 

лучаем следующие 
i,j = 1, 2, 3: 

an = —7L + 12U, a 12 

формулы для 

9L - 15U, 

113 = -2L + 3U, 

(a21 
11 19 
— L - — U, 1,22 = -7L +12U, 

a 3 L 5 U 

a 2 3 = 2 L - 2 l 1 , 

7 n 5 9 

a3l = -2L +2 U - 2, 132 = 2L - 2U + 2n, 

(a33 --L 
2 

+U n 
2 , 

где L = Tn(2) - 1 и U = Un-1(2). 
Теперь докажем следующую лемму. 

Л е м м а 4. Пусть DI — наибольший общий де¬
литель a( ij, i, j = 1, 2, 3. Тогда 

D1 = GCD(n, L,U )/GCD(2,n). 

Заметим, что Tn(2) = (qn+q-n)/2 и Un-1(2) = 
(qn - q-n)/(2V3). Вычисляя напрямую, по- Доказательство леммы 4. Имеем: 

явные 
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DI = GCD(aij) = GCD(a,n, a 12 - 5al3, 113, 121 - 4123, a22, 0,23, a3l, a,32, 0,33) = 

= GCD(an, —L, 113, —1L — 2U, a,23, a,3l, 132, (1,33) = 

= GCD(—L, 3U, -2(L + U), -4U, 2(7U - n), 2(L - 9U) + 2n, -2(L + n) + U) = 

= GCD(L,U, - 2(L + U), 2(U - n), 2(L - U ) + 2n, - 2(L + n)) = 

= GCD(L,U, - 2(L + U), 2(U - n) - 2(L + n), 2(L - U ) + 2n, - 2(L + n)) = 

= GCD(L,U, - 2(L + U), - 2(L - U) - n, 2(L - U ) + 2n, - 2(L + n)) = 

= GCD(L,U,n, 2(L + U), 2(L - U), 2(L + n)) = GCD(L,U,n, 2(U + n), 2(L + n)). 

Из основных рекурсивных соотношений для j—ого столбца матрицы А. В результате непосред-
полиномов Чебышева 1° и 2° очевидно следующее ственных вычислений имеем: 
свойство: числа L = Tn(2) - 1 и U = Un-1(2) той 
же четности, что и n. 1 1 7 n 

Теперь рассмотрим два случая: когда n нечет- m11 = —(n + 1)L — nU, m12 = ( — — — 2n)L + — U, 
но и когда n четно. В первом случае мы имеем: 

2 yn-r i-)L - nu, ml2 — \-2 - £ n)L-r — 

m13 = 2(1 + 15n)L - 13nU, 
D l = G C D ( L , U , n 2 ( u + n ) 2 ( L + n ) ) = n ) r 33 9n 

m2l = -(2 + 1)L + — U, m22 = (— + 1)L - — U, 
=GCD(L,U,n, U+n, L+n) = 2 2 2 2 

1 9 n 3 3 n 

= GCD(L,U,n) = GCD(n,L,U )/GCD(2,n). m23 = -(~2~ + 1)L + - y - U 

Во втором случае, учитывая четность n и свой- m 3 1 = m 3 2 = m 3 3 = L . 

ства 1 ° и 2° полиномов Чебышева, получим: 

Докажем следующую лемму. 

DI = GCD(L U n

 2(U + n) 2 ( L + n)) = Л е м м а 5. Пусть D2 - наибольший общий де-литель миноров mij i j = 1 2 3. Тогда 

D2 = GCD(T nU)/GCD(2 n). 

2 2 

= GCD(n L U)/2 = GCD(n L U)/GCD(2 n). 

Теперь наша цель — найти наибольший об¬
щий делитель всех миноров порядка 2 матрицы 
А = }itj=lt2,3. Обозначим через mij минор Доказательство леммы 5. Из свойств явной 
порядка 2, полученный удалением i—ой строки и формулы для mij имеем: 

D 2 = G C D ( m 1 1 m12 m13 m21 m22 m23 m 3 1 ) = 

= GCD(mn, ml2 + 2nm3l, ml3 - 7nm3l, m2l + m3l, m22 - (2n + 1)m3l, m23 + (9n + 1)m3l, m3l) 
^^r,,n +1T TT 1T 7nTT n +1 TT n 3n n 9nTT n 33nTT r . 

= GCD( L - nU, — L + U, L - 13nU, — L + U, -L U, — L + U, L) = 
v 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 

n \ 1 1 7n n 3n 
GCD( — - L - nU, —L +—U, -12nU, —L +—U, - 3nU, 15nU, L) 

1 7n n 3n 
= GCD(4nU, -2L + — U, -2L + — U, -3nU, L) = 

1 7 n n 3 n 1 n n n 

= GCD(nU, - 2 L + — U, - 2 L + — U, L) = GCD(nU, - - L + - U, - - L + - U, L). 

Вначале рассмотрим случай, когда n = 2m = GCD(2mU, -2L + mU, mU, L) = 
ч е т н о . = GCD(1L, mU) = GCD(2L, 2f U) = 

D2 = GCD(nU, - 2 L + nu, -nL + nu, L) = = n U ) / 2 = n U ) / G C D ( 2 , n ) . 

= GCD(2mU, —1L + mU, —mL + mU, L) = Пусть теперь n = 2m + 1 нечетно, тогда, в си-
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лу свойств 1° и 2°, оба числа L и U нечетны. В 
результате получим: 

1 7 1 7 1 7 1 
D2 — GCD(nU, -2L + 2U, - 2 L + 2U L ) = 

= GCD((2m + 1)U, -2L + U 

2т +1 2т + 1 

2 2 ' ' 
— GCD((2m + 1)U, -L + (2m + 1)U, 

- (2m + 1)L + (2m + 1)U, L) — 

— GCD((2m + 1)U, L) — GCD(nU, L). 

Пусть D3 - определитель матрицы 
{lij}i,j=i,2,3. По теореме Кирхгоффа, D 3 совпа­
дает с числом порождающих деревьев призмати­
ческого графа Pr(n). Это число хорошо известно 
и было независимо вычислено многими автора¬
ми (J. Sedlacek, J .W. Moon, N . Biggs и др.) [5]. 
Приведем этот результат в следующем виде. 

Л е м м а 6. Пусть D3 - определитель матри­
цы {a,ij}i,j=i,2,3. Тогда D 3 выражается следующей 
формулой 

D3 — nL, 

где L — Tn(2) - 1, а Tn(2) — ((2 + V3)n + 
+ (2 - л/3)п)/2- полином Чебышева первого рода. 

Из теоремы о строении конечных абелевых 
групп (Теорема А) получим разложение для груп¬
пы Пикара графа Pr( n) : 

Jac(Pr(n)) — Z D L (В Z D 2 / D L е Z D 3 / D 2 . 

Принимая во внимание леммы 1, 2 и 3, устано¬
вим следующую теорему: 

Т е о р е м а 2. Группа Пикара призматического 
графа Pr( n) имеет следующее представление: 

Jac(Pr(n)) — Z (n,L,U) В Z (L,nU) В Z (2,n)nL , 
(2,n) (n,L,U) (L,nU) 

где (l, m, n) — GCD(l, m, n), L — Tn(2) - 1, 
U — Un-i(2), а Tn(2) — ((2 + V3)n + (2 -V$)n)/2 
и Un-1(2) — ((2 + V3)n - (2-V3)n)/(2V3) -поли¬
номы Чебышева первого и второго рода соответ¬
ственно. 
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УДК 515.162 

О Б О Б Щ Е Н И Е М Н О Г О О Б Р А З И Я Э В Е Р И Т А . Д И А Г Р А М М Ы Х Е Г О Р А . 
С Л О Ж Н О С Т Ь 

Т. А. Козловская 

G E N E R A L I Z A T I O N O F E V E R I T T M A N I F O L D . H E E G A A R D D I A G R A M S . 
C O M P L E X I T Y 
T. Kozlovskaya 

В данной работе исследуется класс замкнутых ориентируемых трехмерных многообразий Mn(p, q) 
(n ^ 1, p ^ 3, 0 < q < p и (p, q) — 1), определенных попарными отождествлениями граней фундамен­
тальных многогранников и обладающих циклической симметрией. Найдены верхние оценки сложно­
сти (по Матвееву) многообразий Mn(p, 1), заданных их диаграммами Хегора. 

In this paper we study a class of closed orientable three-dimensional manifolds Mn(p, q) (n ^ 1, p ^ 3, 
0 < q < p and (p, q) — 1) defined via pairwise identifications of the faces of fundamental polyhedra and 
having a cyclic symmetry. Using Heegaard diagram of Mn(p, 1), we obtain upper bounds for their Matveev 
complexity. 

Ключевые слова: сложность многообразия, диаграммы Хегора, трехмерное многообразие. 
Keywords: complexity of 3-manifolds, Heegaard diagrams, 3-manifolds. 
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и УрО РАН. 

1. Построение многообразий из 
многогранников 

Любое замкнутое трехмерное многообразие может 
быть представлено как результат попарного отож¬
дествления граней его фундаментального много¬
гранника. Наиболее известными примерами тако¬
го рода являются: представление сферы Пуанкаре, 
как додекаэдра с двугранными углами 2п/3, у ко¬
торого грани отождествлены по некоторому пра¬
вилу; представление гиперболического простран­
ства Вебера-Зейферта, как додекаэдра с двугран­
ными углами 2п/5, у которого каждые две про¬
тивоположные грани отождествлены, и представ¬
ление линзового пространства как бипирамиды, у 
которой верхние треугольные грани отождествле¬
ны с нижними треугольными гранями. Постро¬
ению трехмерных многообразий из правильных 
платоновых тел посвящено много работ. В рабо¬
те [10] Эверит привел полный список многооб¬
разий, получаемых из правильных многогранни¬
ков. Список содержит сферические многообразия 
M i , . . . , Ms, евклидовы M Q , ..., M14 и гиперболи­
ческие M 1 5 , . . . , M 2 8 . Так, например, из додекаэдра 
с двугранными углами 2п/5 получено восемь мно­
гообразий, одно из которых, M 1 5 , является много¬
образием Вебера - Зейферта, построенного в [17]. 
Из икосаэдра с двугранными углами 2п/3 полу¬
чено шесть многообразий. В [10] приведено по¬
парное отождествление граней 2п/3 - икосаэдра, 
приводящее к многообразию M 2 4 . Если все дву­
гранные углы икосаэдра равны 2п/3, то он мо¬
жет быть реализован как ограниченный много¬
гранник в пространстве Лобачевского H 3 . В рабо¬
те будет построено семейство замкнутых ориенти¬
руемых трехмерных многообразий Mn (p, q), обоб¬
щающих конструкцию гиперболического многооб-

разия M24 из списка Эверита. 

По построению, гиперболическое многообра¬
зие Вебера — Зейферта [17] обладает симметри¬
ей пятого порядка, которая позволяет представить 
это многообразие как 5-листное циклическое на¬
крытие трехмерной сферы, разветвленное над за¬
цеплением Уайтхеда. В [6], как обобщение кон¬
струкции Вебера — Зейферта, описаны фунда¬
ментальные многогранники многообразий, являю¬
щихся n-листными (n ^ 5) циклическими накры¬
тиями трехмерной сферы, разветвленными над за¬
цеплением Уайтхеда. Различные способы построе¬
ния трехмерных многообразий, которые цикличе¬
ски накрывают трехмерную сферу, разветвленно 
над двухмостовыми узлами и зацеплениями при¬
ведены в [13]. Трехмерные многообразия, являю¬
щиеся циклическими накрытиями линзовых про¬
странств, разветвленными над узлами, исследова¬
лись в [14]. 

Авторы работы [7] строили трехмерные гипер¬
болические многообразия, для которых фундамен¬
тальным многогранником является правильный 
икосаэдр с двугранными углами 2п/3. Они уста¬
новили, что гиперболическое многообразие M24 
является трехлистным накрытием линзового про¬
странства L(3,1), разветвленным над некоторым 
двухкомпонентным зацеплением. 

В работе [1] дано обобщение конструкции из 
[8], [9]. А именно - в терминах фундаменталь¬
ных многогранников строится бесконечное семей¬
ство замкнутых ориентируемых трехмерных мно¬
гообразий, являющихся циклическими накрытия¬
ми линзового пространства L(p,q), разветвленны¬
ми над двухкомпонентными зацеплениями. 
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2. Построение многообразий Mn(p, q) и 
их свойства 

Введем двупараметрическое семейство трехмер¬
ных мноогообразий Mn(p, q), определенных попар¬
ными отождествлениями граней некоторых сим-
плициальных комплексов, обладающих цикличе-

ской симметрией. 
Рассмотрим симплициальный комплекс Pn(p), 

где n ^ 1, p ^ 3, изображенный на рис. 1. Ком­
плекс имеет 6n + 2 граней, (7+p)n ребер и (p + 1)n 
вершин. На каждом ребре SiQi, i — 1,... ,n, до­
бавлены вспомогательные точки T1 ,T2,... Tf (ну­
мерация идет от Si к Qi), где s — p - 3. 

Рис. 1. Построение многообразия Mn(p,q) 

Положим, что pn(p, q) отождествляет грани Pn(p) следующим образом: 

a i : A i — A i [PiPi+1Qi — Ri+2Pi+2Qi+l], 

bi : Bi — Bi [RiPiQi — SiSi+1Ri+1], 
ci : Ci — C i [QiRiSiT1 ...T? — TiQiRi+1SiT1... Ti-1], если q — 1; 

d : D D 

[QiRiSiT1 ...Tt

s — Tt

s-1TiQiRi+1Si T1... Ti-2], если q — 2; 

[QiRiSiT1 ...Tf — T1... T?QiR+1Si], если q — p - 3; 
[QiRiSiT1 ...Ti — ST1... TiQiRi+1], если q — p - 2; 
[QiRiSiT1 ...Ti — Ri+1 SiT1... Ts Qi], если q — p - 1; 
[P1P2 ...Pn-lPn — S3S4 ...S1S2], 

где i — 1,... ,n, все индексы берутся по модулю n и грани отождествляются в соответствии с указанным 
порядком вершин. 

Т е о р е м а 1. [1] Факторпространство 
Mn(p,q) — Pn(p)/Pn(p,q), где n > 2, p > 3, 
0 < q < p, (p,q) — 1 является ориентируемым 
трехмерным многообразием. 

Д л я доказательства теоремы достаточно про¬
верить эйлерову характеристику по теореме 
Зейферта-Трельфалля : комплекс, получающийся 
путем попарного отождествления сторон много¬
гранника, является замкнутым трехмерным мно¬
гообразием в том и только в том случае, когда его 
эйлерова характеристика равна 0 (см. [2]). 

Т е о р е м а 2. [1] Многообразия Mn(p, q), где n ̂  
2, p ^ 3, 0 < q < p, (p,q) — 1 являются n- лист-

ными циклическими накрытиями линзового про¬
странства L(p, q), разветвленными над 2- компо¬
нентным зацеплением. 

Доказательство теоремы основано на по¬
строении диаграмм Хегора фактор-многообразий 
(рис. 2) и их преобразовании к каноническим диа¬
граммам линзовых пространств с помощью после¬
довательности движений Зингера. Хорошо извест¬
но, что две диаграммы Хегора предствляют одно 
и то же трехмерное многообразие тогда и только 
тогда, когда от одной диаграммы к другой можно 
перейти с помощью конечной последовательности 
преобразований, каждое из которых является дви¬
жением Зингера [15]. 
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3. Оценки сложности для класса 
замкнутых трехмерных многообра­
зий, обобщающих многообразие Эве-
рита 

В последние годы задача вычисления сложности 
трехмерных многообразий является актуальной и 
довольно полезной для классификации трехмер­
ных многообразий. Её полезность состоит в том, 
что значение сложности многообразия показыва¬
ет, насколько сложно устроено это многообразие. 
А известно, что обычно классификация геометри­
ческих объектов ведется в порядке возрастания 
их сложности. По настоящее время точные зна¬
чения сложности известны для табличных мно¬
гообразий [4], а также для двух бесконечных се­
рий гиперболических многообразий с краем [5], 
для нескольких бесконечных серий линзовых про¬
странств и для обобщенных пространств кватер¬
нионов [11],[12]. Точные значения сложности мно­
гообразий Паолюци-Циммермана получены в ра¬
боте [2]. В данной работе найдены верхние оценки 
сложности для некоторых многообразий из двух-
параметрического класса замкнутых ориентируе¬
мых трехмерных мноогообразий Mn(p,q) (n ^ 1, 
p > 3, 0 < q <p и (p,q) — 1). 

Напомним, что разбиение трехмерного много¬
образия M в объединение двух полных кренде¬
лей рода g без общих внутренних точек называ­
ется разбиением Хегора рода g многообразия M. 
Род Хегора многообразия определяется как мини­
мальный род его разбиений Хегора. Известно, что 
любое замкнутое ориентируемое трехмерное мно-

гообразие M можно представить в виде объедине¬
ния двух полных кренделей И и И1 с общим кра­
ем: M — И U И1 и И П И1 — дИ — дИ1 (крендели 
И и И1 обязаны иметь одинаковый род). Считает¬
ся, что, чем больше род, тем многообразие слож¬
нее. Трехмерная сфера S3 является единственным 
ориентируемым многообразием с нулевым родом 
Хегора. Род Хегора равен единице лишь для лин¬
зовых пространств, включая многообразие S 2 xS1. 

Пусть Ид — полный крендель рода g, и 
D1,D2,...,Dg — собственные непересекающиеся 
диски в Ид. Говорят, что D1,D2,...,Dg состав­
ляют систему меридиональных дисков, если они 
разбивают Ид до шара, т. е. если Ид \ (D1 U D2 U 
... U Dg) = Б3. Границы меридиональных дисков 
называются меридианами. 

Наиболее распространенным способом зада¬
ния замкнутых ориентируемых трехмерных мно¬
гообразий является задание их через диаграммы 
Хегора. Пусть M — Ид U И'д — разбиение Хе­
гора, Sg — дИд — дИ'д — поверхность Хегора, 
u — {u1,U2,... ,Ug} — система меридианов перво­
го кренделя И д , v — {v1, V2,... ,vg} — система ме­
ридианов второго кренделя И'д. Тройка (S g,u,v) 
называется диаграммой Хегора многообразия M. 

На основе построенной теории спайнов 
С. В. Матвеевым было введено понятие слож­
ности трехмерного многообразия c(M) [4]. Напом­
ним, что полиэдр P С M называется спайном 
многообразия M с краем, если M \ P гомеоморф-
но дM x (0,1]. Полиэдр P называется спайном 
замкнутого многообразия M, если P является 
спайном многообразия M \ IntD3, где IntD3 -
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открытый трехмерный шар в M. 
Простой двумерный полиэдр имеет особенно¬

сти только двух типов: конус над полным графом 
с четырьмя вершинами и конус над окружностью 
с диаметром. В первом случае особая точка назы¬
вается истинной вершиной,во втором - тройной 
точкой. Тройные точки организуются в тройные 
линии, соединяющие истинные вершины, и трой¬
ные окружности. Неособые точки организуются в 
2-компоненты. Если спайн имеет хотя бы одну ис¬
тинную вершину и все его 2-компоненты являются 
клетками, то полиэдр называется специальным. 

Почти простой полиэдр получается из просто¬
го добавлением графа, валентности вершин кото¬
рого не меньше двух, и приклеиванием к компо¬
нентам связности дуг по обоим концам. Спайн P 
трехмерного многообразия M называется специ¬
альным, простым или почти простым, если он 
является специальным, простым или почти про¬
стым полиэдром соответственно. 

Сложность c(M) многообразия M определяет¬
ся как число истинных вершин его минимального 
(в смысле числа вершин) почти простого спайна. 

Пусть T - произвольная триангуляция замкну­
того трехмерного многообразия M, содержащая k 
тетраэдров. Тогда двумерный остов двойственно¬
го разбиения многообразия M на клетки является 
специальным спайном n раз пунктированного M, 
то есть многообразия M с удаленными шаровыми 
окрестностями вершин. Число истинных вершин 
этого спайна равно k. Удаление 2-компонент, раз¬
деляющих различные шаровые окрестности, при¬
водит к почти специальному спайну c < k истин­
ными вершинами (см. [4]). Таким образом, слож¬
ность c( M) замкнутого трехмерного многообразия 
M может быть найдена как минимальное число 
тетраэдров, необходимых для построения много¬
образия M, попарными отождествлениями их гра¬
ней. 

Например, сложность трехмерной сферы S3, 
проективного пространства RP3 и линзового про­
странства L(3,1) равна 0. Поскольку в первом слу¬
чае, в качестве ее почти простого спайна, можно 
взять точку (которая, конечно, не является истин¬
ной вершиной), во втором и третьем - их есте¬
ственные почти специальные спайны представля¬
ют собой соответственно проективную плоскость 
RP2 и факторпространство диска D2 по стан¬
дартному действию поворотами группы Z 3 на его 
крае. Оказывается, что это единственные замкну¬
тые неприводимые многообразия сложности 0. 

Пусть (F, Xi, 1 < i < g) - диаграмма Хегора 
замкнутого трехмерного многообразия M. Здесь F 
- поверхность в M, разбивающая его на два пол¬
ных кренделя рода g, a iii ,Xi - полные наборы ме¬
ридианов этих кренделей. Тогда объединение по¬
верхности F с 2g меридиональными дисками яв¬
ляется простым спайном д в а ж д ы пунктированно¬
го многообразия M. Число истинных вершин это¬
го спайна равно общему числу точек пересечения 
меридианов. При слиянии двух шаров в один пу¬
тем удаления одной из областей диаграммы число 
истинных вершин может только уменьшится.Так 
как диаграммная сложность Хегора строится по 
разбиению Хегора определенного рода, то слож¬
ность Хегора определяется только для замкнутых 
многообразий [4]. 

Т е о р е м а 1. Для сложности многообразий 
Mn(3,1) (n > 2) имеет место следующая оцен­
ка C(Mn(3,1)) < 10(n - 1). 

Доказательство теоремы состоит в построе­
нии диаграммы Хегора И многообразия Mn(3,1) 
(рис. 3) и в использовании понятия сложности 
(по Матвееву), где 10n - общее число точек пе-
ресечния меридианов, а 10 - число вершин на 
границе дисков A1, Б1, C 1 , C1, An в области 
( А 1 Б 1 С 1 C An) 

Рис. 3. Диаграмма Хегора многообразия Mn(3,1) 
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Т е о р е м а 2. Для сложности многообразий 
Mn(p, 1) (n > 2,p > 3) имеет место следующая 
оценка C(Mn(p, 1)) < 10(n - 1) + n(p - 3). 

Аналогично доказательству теоремы 1, мы 
строим диаграмму Хегора И многообразия 
Mn(p, 1) (рис. 4) и используем понятие сложно¬
сти многообразия. 

'DY-, -» 

Рис. 4. Диаграмма Хегора многообразия Mn(p, 1) 

З а м е ч а н и е . Вычисление сложностей мно­
гообразий Mn(3,1) (n — 2, 3,4, 5) и M3(5,q) 
(q — 1, 2, 3, 4) с помощью программы "Распознава­

тель многообразий" [15] позволило получить сле­
дующие верхние оценки: 

M M2(3, 1) M3(3,1) M4(3,1) M5(3,1) M3(5,1) M3(5, 2) M3(5, 3) M3(5,4) 
C (M) < 6 < 15 < 22 < 29 < 21 < 18 < 18 < 21 
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УДК 515.162.8 

П Р И М А Р Н Ы Е Р А З Л О Ж Е Н И Я В И Р Т У А Л Ь Н Ы Х У З Л О В 
Ф. Г. Кораблев 

P R I M E D E C O M P O S I T I O N S O F V I R T U A L K N O T S 
Ph. G. Korablev 

Доказывается, что произвольный виртуальный узел представляется в виде связной суммы несколь­
ких примарных и тривиальных виртуальных узлов, причем примарные слагаемые такого разложения 
определены однозначно, то есть определяются только исходным виртуальным узлом. Для этого на 
множестве узлов в утолщенных поверхностях вводятся два типа редукций и доказывается, что ре¬
зультат применения этих редукций к произвольному узлу в утолщенной поверхности существует 
и однозначно определен. 

We prove that any virtual knot can be presented as a connected sum of several prime and trivial virtual 
knots. Prime summands of the presentation are defined uniquely, i.e. they are determined by the original 
knot. We introduce two types of reductions on the set of knots in thickened surfaces and prove that the result 
of any sequence of reductions exists and is defined uniquely. 

Ключевые слова: виртуальный узел, связная сумма, теория корней. 
Keywords: virtual knot, connected sum, root theory. 

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (проект № 10-01-96035) и Программы, выполняемой сов­
местно Институтом математики и механики УрО РАН и Институтом математики СО РАН (проект № 09-С-1-
1007). 

1. Введение и предварительные 
сведения 

Под узлом в утолщенной поверхности понимает¬
ся простая замкнутая кривая K в прямом про­
изведении F х I, где F — замкнутая ориентиру­
емая поверхность, I — [0; 1] — отрезок. Удобно 
понимать такие узлы, как пары (F х I,K). Все 
узлы в утолщенных поверхностях рассматривают¬
ся с точностью до гомеоморфизмов, сохраняющих 
основания прямого произведения и рассматрива¬
емых как гомеоморфизмы пар. Пусть (F х I, K) 
- узел в утолщенной поверхности. Выберем та¬
кую пару непересекающихся дисков D1, D2 С F, 
что (Di х I) П K — 0, i — 1, 2. Операция ста­
билизации узла (F х I, K) состоит в вырезании 
из многообразия F х I цилиндров Di х I, i — 1, 2 
и склеивании копий колец dDi х I на крае полу¬
чившегося многообразия по такому гомеоморфиз¬
му dD1 х I — dD2 х I, чтобы в результате полу¬
чился узел в утолщенной поверхности. Операция, 
обратная стабилизации, называется дестабилиза¬
цией и состоит в уменьшении рода поверхности F 
без изменения кривой K. 

Два узла в утолщенных поверхностях 
(F1 х I, K1) и (F2 х I, K2) эквивалентны, если от 
одного к другому можно перейти с помощью по¬
следовательности преобразований стабилизации 
и дестабилизации. Виртуальным узлом называ¬
ется класс эквивалентности узлов в утолщенных 
поверхностях (см. [1, 2, 3]). 

Пусть (F1 х I,K1) и (F2 х I,K2) - два узла в 
утолщенных поверхностях. Д л я каждого i — 1, 2 
выберем такой диск Di С Fi, что пересечение 
li — (Di х I) П Ki является тривиальной ду¬
гой в топологическом шаре Di х I. Склеим пары 
((Fi \Int Di) х I, Ki \Int li) по такому обращающе¬
му индуцированные ориентации гомеоморфизму 
p: dD1 хI — dD2 хI, что p(dD1 х{0}) — dD2 х {0} 
и p(dl{) — dl2. Получившийся в результате узел 
в утолщенной поверхности (F х I, K) называет­
ся кольцевой связной суммой узлов (F1 х I,K{) и 
(F2 х I, K2) (также см. [4, 5]). Операция кольцевой 
связной суммы является прямым обобщением опе¬
рации связного суммирования классических узлов 
в S3 на случай узлов в утолщенных поверхностях. 

Операция кольцевой связной суммы узлов в 
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утолщенных поверхностях индуцирует операцию 
связного суммирования виртуальных узлов. Ре¬
зультат связного суммирования V1#v2 зависит как 
от выбора конкретных реализаций виртуальных 
узлов V1, V2 узлами в утолщенных поверхностях, 
так и от выбора дисков D1 , D2, необходимых для 
задания кольцевой связной суммы. Будем гово­
рить, что разложение v — V1#V2 одного виртуаль¬
ного узла в связную сумму двух других триви¬
ально, если один из узлов V1,V2 совпадает с уз¬
лом V, а второй тривиален. Нетривиальный вир¬
туальный узел V называется примарным, если его 
нельзя представить в виде нетривиальной связной 
суммы. 

Основным результатом является следующая 
теорема. 

Т е о р е м а 1. Любой виртуальный узел раскла¬
дывается в связную сумму нескольких примар-
ных и нескольких тривиальных виртуальных уз¬
лов. При этом примарные слагаемые такого раз¬
ложения определены однозначно, т. е. зависят 
только от исходного виртуального узла. 

Тривиальные виртуальные узлы выделяются 
отдельно в силу того, что существуют нетривиаль-

Рис. 1. Редукция типа 1 

Отметим, что если узлы в утолщенных поверх¬
ностях (F х I, K), (F1 х I, K1) и (F2 х I, K2) явля­
ются реализациями виртуальных узлов V,V1 и V2 
соответственно, и узлы (F1 х I, K1) и (F2 х I, K2) 
получаются в результате редукции типа 1 или 2 
из узла (F х I, K), то V — V1#V2. Это следует из 
того, что редукция типа 1 является операцией, об¬
ратной кольцевой связной сумме, а редукция типа 
2 является суперпозицией стабилизации и редук¬
ции типа 1. Отметим также, что редукция типа 1 
вдоль сжимаемого кольца эквивалентна сфериче¬
ской редукции (также см. [7]), которая состоит в 
вырезании заузленной дуги кривой K С F х I в 
некотором шаре B С F х I (локального узла). В 
результате сферической редукции получается узел 
(F х I, K1) в той же самой утолщенной поверхно¬
сти F х I и некоторый узел в утолщенной сфере 
(S2 х Удобно все редукции типа 1 вдоль 

ные виртуальные узлы, являющиеся связной сум¬
мой тривиальных (см. [6]). 

Пусть (F х I, K) - узел. Собственное кольцо 
A С F х I называется вертикальным, если оно 
изотопно кольцу вида c х I, где c С F - простая 
замкнутая кривая на поверхности F. Определим 
два типа редукций узлов в утолщенных поверхно¬
стях. 

1. Пусть A С F х I - вертикальное кольцо, 
трансверсально пересекающее кривую K в двух 
точках. Редукция типа 1 вдоль кольца A состо¬
ит в разрезании пары (F х I, K) по кольцу A и 
заклеивании двух получившихся копий кольца A 
ручками индекса 2 с тривиальными дугами в них. 
В результате получаются две пары (F1 х I, K1) и 
(F2 х (рис. 1(а)). 

2. Пусть A1, A2 С F х I - такая пара непересе­
кающихся вертикальных колец, что их объедине¬
ние разбивает многообразие F х I на две части, и 
каждое из колец пересекается с кривой K в одной 
точке. Редукция типа 2 вдоль колец A1A2 состо­
ит в разрезании пары (F х I, K) по кольцам A1, A2 
и склеивании копий этих колец на крае каждой ча¬
сти так, чтобы получились две пары (F1 х I,K{) 
и (F2 х (рис. 1(б)). 

б) 
(а) и редукция типа 2 (б). 

сжимаемых колец заменять на соответствующие 
им сферические редукции. Дестабилизация узла 
(F х I, K) задается несжимаемым вертикальным 
кольцом, которое не пересекается с кривой K. 

Редукция типа 1 или 2 называется тривиаль¬
ной, если в результате нее один из получившихся 
узлов совпадает с исходным. Узел в утолщенной 
поверхности примарен, если он не допускает деста-
билизаций и нетривиальных редукций типа 1 и 2. 

Реализация (F х I, K) узлом в утолщенной по¬
верхности виртуального узла V называется мини¬
мальной, если она не допускает дестабилизаций 
(также см. [2]). Из работы [2] следует, что для про¬
извольного виртуального узла его минимальная 
реализация существует и определена однозначно. 

Л е м м а 1. Пусть V - виртуальный узел, 
(F х I, K) - его минимальная реализация. Тогда 
узел V примарен тогда и только тогда, когда узел 
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(F х I, K) примарен. 

Доказательство этой леммы аналогично дока¬
зательству теоремы 5 работы [3]. Пусть виртуаль¬
ный узел V представляется в виде связной суммы 
(возможно тривиальной) V — V1#V2. Основной мо¬
мент в доказательстве леммы 1 состоит в том, что 
если неминимальная реализация (F х I, K) узла 
V допускает редукцию типа 1 или 2, в результате 
которой получаются реализации узлов V1 и V2 , то 
узел в утолщенной поверхности, получающийся из 
(F х I, K) в результате одной дестабилизации, так¬
же допускает редукцию типа 1 или 2, в результате 
которой получаются реализации узлов V1 и V2. 

Д л я доказательства теоремы 1 будем исполь¬
зовать методы теории корней, разработанной в [7]. 
Построим ориентированный граф Г с множеством 
вершин //(Г) и множеством ребер Е(Г) . К а ж д а я 
его вершина V € //(Г) является либо парой вида 
(F х I,K), либо набором нескольких таких пар, 
рассматриваемых с точностью до добавления и 
удаления тривиальных узлов в S2 х I. Две вер¬
шины U,V € //(Г) соединены ориентированным 
ребром UV € Е(Г), если набор узлов V получает¬
ся из набора узлов U с помощью дестабилизации 
или нетривиальной редукции типа 1 или 2. Если 
различные редукции пар вершины U приводят к 
одной и той же вершине V, то мы проводим одно 
ребро UV, запрещая тем самым двойные ребра. 
Вершина V € //(Г) называется корнем вершины 
U € / ( Г ) , если существует ориентированный путь 
по ребрам графа Г из вершины U в вершину V и 
из вершины V не исходит ни одного ребра. 

На множестве пар ребер с общим началом 

Е(2)(Г) — { ( W b й - — 2)\U € /(Г), й -—1,1л—2 € Е(Г)} 

определим функцию ц: К(2)(Г) — N U {0} прави­
лом: 

V(UV1,UV2) min #(X1 П X2), 
Xi ,X2 

где минимум числа компонент связности 
#(X1 П X2) берется по всем поверхностям X1X2, 
задающим ребра UV1 и UV2 соответственно. От¬
метим, что H(UV, UV) — 0. 

Приведем два условия на г р а ф Г, достаточные 
как для существования, так и для единственности 
корня любой его вершины (эти условия предложил 
С. В. Матвеев). 

(FC): (от слов Finiteness Condition). Любой ориен¬
тированный путь по ребрам графа Г имеет 
конечную длину; 

(MF) : (от слов Mediator Function). Д л я любой пары 
ребер (UV1, UV2) € Е(2)(Г) выполнены следу¬
ющие два условия: 

(MF1): если ц(й—

1 ,й—
2) — 0, то найдется 

вершина W € / ( Г ) , в которую можно проло¬
жить ориентированные пути по ребрам гра-

фа Г как из вершины V1 , так и из вершины 
V2; 

(MF2): если n(UV1, UV2) > 0, то найдется та¬
кое ребро UW с той же начальной вершиной, 
что ^(Ши йй—) < ц(йй—

1, йй—

2) при i — 1, 2. 

Л е м м а 2. Если граф Г удовлетворяет усло­
виям (FC) и (MF) , то корень любой его вершины 
существует и единствен. 

Эта лемма аналогична теореме 1 из [7]. Конеч¬
ность произвольного пути по ребрам гарантирует 
существование корня, а справедливость свойства 
(MF) - его единственность. 

Из леммы 1 следует, что для доказательства 
теоремы 1 достаточно доказать существование и 
единственность корня произвольной вершины гра¬
ф а Г. 

2. Существование корня 
Пусть K - множество всех пар вида (F х I, K), и 
пусть Q - вполне упорядоченное множество, со­
стоящее из троек вида (g,s,w), где g,s - неот­
рицательные числа, w - лексикографически упо¬
рядоченная конечная последовательность неотри¬
цательных чисел. На множестве Q также вводит¬
ся лексикографический порядок. Построим такую 
функцию сложности p: K — Q, что для любой 
пары (F1 х I, K') € K, получающейся из пары 
(F х I, K) € K в результате дестабилизации или 
нетривиальной редукции типа 1 или 2, справедли¬
во соотношение p(F х I,K) > p(F' х I, K'). 

Пусть (F х I, K) - узел. Числом Шуберта 
s(F х I,K) называется максимальное число та¬
ких попарно не пересекающихся трехмерных ша¬
ров B1, B2,... в F х I, что для каждого i — 1, 2,... 
пересечение K П Bi является заузленной дугой в 
Bi. Из результатов работы [8] следует, что число 
Шуберта s(F х I, K) конечно и однозначно опре­
деляется парой (F х I, K). Это следует также из 
теоремы 7 работы [7]. 

Пусть (F х I, K) - узел, g(F) - род поверх­
ности F, и C1,...,C2g(F) - такой упорядоченный 
набор простых замкнутых кривых на F, что каж¬
дая следующая кривая трансверсально пересекает 
предыдущую ровно в одной точке. Упорядочен¬
ный набор C — {Ci С F х I \ 1 < i < 2g(F)} 
трансверсальных кривой K вертикальных колец 
называется контрольным, если каждое кольцо Ci 
изотопно кольцу ci х I, i — 1, .. ., 2g(F). Весом уз­
ла (F х I, K) называется величина w(F х I, K) — 
— min(#(C1 П K),..., (C2g(F) П K)), где минимум 

берется по всем возможным контрольным наборам 
колец, а на множестве всех упорядоченных после¬
довательностей вида (#(C1 ПK),..., (C2g(F) ПK)), 
где #(Ci П K) - число точек пересечения кольца 
C i и кривой K, вводится лексикографический по¬
рядок. 
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Опишем функцию p: K — Q следующим обра¬
зом: 

p(F х I,K) — (g(F), s(F х I, K), w(F х I, K)), 

где g(F) — род поверхности F, s(F х I, K) — число 
Шуберта пары (F х I, K), и w(F х I, K) — вес узла 
(F х I, K). Значением p(F х I, K) является тройка, 
где первые два элемента - неотрицательные чис¬
ла, а третий - упорядоченная последовательность 
длины 2g(F). 

Л е м м а 3. Пусть узел (F' х I, K') получается 
из узла (F х I, K) в результате дестабилизации 
или нетривиальной редукции типа 1 или 2. Тогда 
p(F х I,K) > p(F' х I,K'). 

Непосредственно проверяется, что при деста¬
билизации, редукции типа 1 вдоль несжимаемого 
кольца и редукции типа 2 вдоль пары непарал¬
лельных колец уменьшается род поверхности F. 
При редукции типа 1 вдоль сжимаемого кольца 
уменьшается число Шуберта, а при редукции ти¬
па 2 вдоль пары параллельных колец уменьшается 
вес узла (F х I, K). 

Из леммы 3 следует, что произвольная после¬
довательность ^1,^2,..., состоящая из дестабили-
заций и нетривиальных редукций типов 1 и 2, ко¬
нечна. Отсюда следует, что граф Г удовлетворяет 
свойству (FC). 

3. Единственность корня 

Л е м м а 4. Граф Г удовлетворяет свойствам 
(MF1) и (MF2). 

В самом деле, пусть поверхности X1, X2 за­
дают такие ребра UV1,UV2 € Е(Г) соответствен­
но, что n(UV1,UV2) — 0. К а ж д а я из поверх­
ностей X1X2 задает либо дестабилизацию, ли­
бо нетривиальную редукцию типа 1 или 2. Так 
как n(UV1,UV2) — 0, то можно считать, что 
X1 П X2 — 0. Предположим, что копия поверхно¬
сти X2 задает либо дестабилизацию, либо редук¬
цию типа 1 или 2 некоторого узла, составляющего 
вершину V1 , а поверхность X1 задает дестабили¬
зацию или редукцию некоторого узла, составляю¬
щего вершину V2. В этом случае непосредствен¬
но проверяется, что если каждая из поверхностей 
X1 , X2 задает нетривиальную редукцию или де¬
стабилизацию узлов, составляющих V2 и V1 соот¬
ветственно, то искомая вершина W получается из 
V1 с помощью редукции или дестабилизации вдоль 
X2 (та же самая вершина получается из V2 с помо¬
щью редукции или дестабилизации вдоль X1 ). Ес¬
ли X1 задает тривиальную редукцию типа 1 или 2 
узла, составляющего вершину V2, то искомая вер¬
шина W совпадает с V2. 

Сформулированное выше условие на суще¬
ствование редукций вдоль поверхностей X1 , X2 
нарушается только в случае, если обе поверхности 

лежат в одной и той же утолщенной поверхности 
F х I, к аждая из них является парой колец, и при 
обходе вдоль кривой K кольца из X1, X2 встреча¬
ются поочередно. Тогда искомая вершина W по¬
лучается из каждой вершины Vi, i — 1, 2, двумя 
редукциями по образам соседних колец из X1 U X2 . 

Предположим теперь, что n(UV1,UV2) > 0. 
Пусть (F х I, K) - один из узлов, составляющих 
вершину U, и пусть X1, X2 С F х I - поверхности, 
задающие ребра UV1 и UV2 соответственно. Основ¬
ной момент в доказательстве свойства (MF2) со¬
стоит в построении поверхности-посредника X С 
F х I, которая задает дестабилизацию или нетри¬
виальную редукцию типа 1 или 2 узла (F х I, K), и 
#(XПXi) < #(X1, X2), i — 1, 2. Д л я этого исполь¬
зуется стандартная техника устранения пересече¬
ний поверхностей подобно тому, как это описано в 
[7]. 

Из лемм 3 и 4 следует, что каждая вер¬
шина графа Г имеет единственный корень. По¬
кажем справедливость теоремы 1. Предположим 
противное, пусть V - виртуальный узел, и пусть 
V1,... ,Vn и V1 ,... , V ' - два разных набора примар-
ных виртуальных узлов, являющиеся слагаемы¬
ми в разложении узла V в связную сумму. Пусть 
F — {(F1 х I,K1),..., (Fn х I,Kn)} - м и н и м а л ь ­
ные реализации виртуальных узлов V1,...,vn со­
ответственно, и F ' — {(F1 х I,K[),..., (F'' х I, K')} 
- минимальные реализации виртуальных узлов 
V [ , . . . , V ' соответственно. Тогда некоторая реали­
зация (F х I, K) виртуального узла V получается 
из набора узлов F с помощью операций стабилиза¬
ции, дестабилизации и кольцевой связной суммы, 
и некоторая другая реализация (F' х I, K') того же 
узла V получается из набора узлов F ' с помощью 
тех же операций. 

В силу леммы 1, каждый из узлов наборов F и 
F ' является примарным, следовательно набор уз­
лов F является корнем вершины V графа Г, состо­
ящей из одного узла (F х I, K), а набор узлов F ' 
является корнем вершины V' графа Г, состоящей 
из одного узла (F' х I,K'). Так как при стабили¬
зации корень не меняется, то корни вершин V и 
V' совпадают. Следовательно наборы V1,... ,vn и 
V [ , . . . , V' также совпадают. 
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УДК 515.162.3 

О П Р И М А Р Н Ы Х Р А З Л О Ж Е Н И Я Х У З Л О В В У Т О Л Щ Е Н Н Ы Х П О В Е Р Х Н О С Т Я Х 
С. В. Матвеев 

O N P R I M E D E C O M P O S I T I O N S O F K N O T S IN T H I C K E N E D S U R F A C E S 
S. V. Matveev 

Хорошо известно, что любой узел в сфере S3 можно представить в виде связной суммы при-
марных слагаемых, причем такое представление единственно. Это - знаменитая теорема Х. Шу­
берта 1949 года. Верен ли аналогичный результат для узлов в утолщенных поверхностях, то есть 
в многообразиях вида F х I, где F - замкнутая ориентируемая поверхность? Оказывается, тео­
рема существования примарного разложения верна, а теорема единственности - нет (построены 
контрпримеры). В настоящей статье описывается структура множества всех возможных контр¬
примеров. 

It is well known that any knot in S3 can be represented as a connected sum of prime summands. Moreover, 
the summands are determined uniquely. This is the famous theorem of H. Schubert (1949). Is a similar 
result true for knots in thickened surfaces, that is, in 3-manifolds of the type F х I, where F is a closed 
orientable surface? It turns out that the existence theorem is true but the uniqueness theorem is false (there 
are counterexamples). In the paper we describe the general structure ofall possible counterexamples. 

Ключевые слова: узел, связная сумма, утолщенная поверхность, примарное разложение. 
Keywords: knot, connected sum, thickened surface, prime decomposition . 

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (проект № 10-01-96035) и Программы, выполняемой сов¬
местно Институтом математики и механики УрО РАН и Институтом математики СО РАН (проект № 09-С-1-
1007). 

1. Введение 

Утолщенные поверхности, то есть многообразия 
вида F х I, где F - замкнутая ориентируемая по¬
верхность, являются самыми простыми трехмер¬
ными многообразиями после сферы S 3 . Поэтому 
не удивительно, что теория узлов в утолщенных 
поверхностях имеет много общего с теорией клас¬
сических узлов. В частности, теории узлов в S3  

и S2 х I эквивалентны, поскольку второе много¬
образие получается из первого вырезанием двух 
шаров, а это ни на что не влияет. К а к и в клас¬
сическом случае, узлы в F х I задаются своими 
диаграммами, то есть проекциями на F. В каж¬
дой двойной точке проекции должно быть указа¬
но, какой из проходящих через нее участков узла 
расположен выше, какой - ниже (в смысле величи¬
ны координаты t € I). При этом роль преобразо¬
ваний Райдемайстера сохраняется: они реализуют 

изотопии узлов. Многие инварианты классических 
узлов (например, полиномы К а у ф ф м а н а и Джо-
унса) обобщаются на случай узлов в утолщенных 
поверхностях. 

Напомним, что на множестве классических уз¬
лов определена операция связного суммирования 
#, относительно которой они образуют свобод¬
ную абелеву полугруппу с тривиальным элемен¬
том, но без нетривиальных обратимых элементов. 
Это следует из теоремы Х. Шуберта [1], кото¬
рая утверждает, что любой узел в S3 можно раз¬
ложить в связную сумму однозначно определен¬
ных слагаемых, не допускающих нетривиальных 
разложений. По аналогии с простыми числами, 
неразложимые слагаемые называются примарны-
ми (от английского слова prime - простой). Опе¬
рация связного суммирования определена и для 
узлов в утолщенных поверхностях. На уровне диа-
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грамм ее определение в точности совпадает с клас¬
сическим, а на уровне многообразий отличается от 
него, хотя и не очень существенно. 

Верен ли результат, аналогичный теореме Шу¬
берта, для узлов в утолщенных поверхностях? В 
недавней работе [2] было доказано, что если узел 
K С F х I определяет тривиальный элемент груп­
пы гомологий H1(F; Z2), то его разложение в связ¬
ную сумму примарных узлов существует и един¬
ственно. В общем случае теорема существования 
примарного разложения верна, а теорема един¬
ственности - нет. Два примера узлов в утолщен¬
ных поверхностях, допускающих по паре различ¬
ных примарных разложений, были построены ав¬
тором и Ф. Г. Кораблевым [2, 3]. В настоящей 
статье доказывается, что эти два контрпримера к 
теореме единственности порождают (в некотором 
точном смысле) все другие контрпримеры. 

2. Основные определения 

Пусть F - связная замкнутая ориентируемая по¬
верхность. Узлом в F х I называется произволь­

ная простая замкнутая кривая K С F х I. Часто 
узел удобно понимать как пару вида (F х I,K). 
Два узла K С F х I и K' С F' х I эквивалентны, 
если существует гомеоморфизм p: (F х I, K) — 
(F' х I, K'), сохраняющий основания прямого про¬
изведения. 

Пусть K' С F' х I, K'' С F'' х I - два уз¬
ла. Выберем диски D' С F', D'' С F'' и изотопно 
продеформируем узлы K', K'' так, чтобы пересе­
чения l' — K' П (D' х I) и l'' — K'' П (D'' х I) были 
тривиальными дугами в цилиндрах D' х I, D'' х I. 

О п р е д е л е н и е 1. Узел K — K'#K'' в F х I, 
где F — F'#F'', полученный склеиванием много­
образий (F' \ Int D') х I, (F'' \ Int D'') х I по та­
кому гомеоморфизму p: dD' х I — dD'' х I, что 
p(dl') — dl'', называется связной суммой узлов 
K'

 С F'
 х I и K''

 С F''
 х I. 

Обратная операция, то есть переход от пары 
(F х I,K) к парам (F' х I, K'), (F'' х I, K'') назы¬
вается кольцевой редукцией, (см. рис. 1.). 

с у м м а 

К' К" 1 - = з = К' # К'^—^ 
р е д у к ц и я 

Рис. 1. Операции суммирования и редуцирования обратны друг другу 

Она выполняется в два этапа. Сначала мы 
разрезаем F х I по вертикальному кольцу 
A — dD' х I — dD'' х I, которое разбивает F х I 
на части (F' \ Int D') х I, (F'' \ Int D'') х I, а затем 
заклеиваем копии кольца A на краях этих частей 
утолщенными дисками D' х I, D'' х I с тривиаль¬
ными дугами в них. Подчеркнем, что кольцевая 
редукция выполняется по вертикальному кольцу 
(или кольцу, изотопному вертикальному), кото¬
рое обязано разбивать утолщенную поверхность и 
трансверсально пересекать данный узел ровно в 
двух точках. Такие кольца будем называть допу¬
стимыми. 

Связная сумма K'#K'' зависит как от выбора 
дисков D', D'' и изотопных деформаций узлов, так 
и от выбора гомеоморфизма p. В общем случае 
число различных связных сумм двух данных уз¬
лов бесконечно. Однако, если один из узлов K', K'' 
является тривиальным узлом в S2 х I, то узел 
K'#K'' эквивалентен второму узлу. Такое сумми¬
рование называется тривиальным. 

О п р е д е л е н и е 2. Узел в утолщенной поверх¬
ности называется примарным, если его нельзя 
представить в виде нетривиальной связной сум-

мы двух других узлов. 

Т е о р е м а 1. Если узел в утолщенной поверх¬
ности отличен от тривиального узла в S2 х I, 
то он либо является примарным, либо расклады¬
вается в связную сумму нескольких примарных 
узлов. 

Доказательство этой теоремы затруднений не 
вызывает. Действительно, будем применять к дан¬
ному узлу K и к его появляющимся при этом 
слагаемым нетривиальные кольцевые редукции до 
тех пор, пока это возможно. Так как при приме¬
нении кольцевой редукции к узлу в связной утол¬
щенной поверхности ее род строго уменьшается, 
то этот процесс заведомо остановится. В результа¬
те мы получим набор примарных узлов, одна из 
возможных связных сумм которых совпадает с K. 

3. Д в е серии контрпримеров 

К а к уже отмечалось, один и тот же узел в утол¬
щенной поверхности может допускать различные 
разложения в связную сумму примарных слагае¬
мых. Такие узлы будем называть контрпримера¬
ми, имея в виду аналог теоремы Шуберта для 
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классических узлов, вернее, ее второе заключение 
о единственности разложения. 

Разобьем множество всех узлов в утолщенных 
поверхностях на два подмножества R и C. Пер­
вое подмножество состоит из узлов, допускающих 
только одно примарное разложение. Будем назы­
вать их регулярными. Второе - из контрпримеров, 
то есть из узлов, имеющих различные примарные 
разложения. 

Пусть (F х I,K) - узел. Если (F х I,K) = 
= (F' х I, K')#(F" х I, K'') и одно из слагаемых, 
например, (F' х I, K'), лежит в C, то (F х I, K) то­
же лежит в C . В этом случае будем говорить, что 
контрпример (F х I, K) индуцирован контрприме­
ром (F' х I, K'). 

О п р е д е л е н и е 3. Узел (F х I, K) G C назы­
вается базисным, если он не индуцирован ника­
ким узлом из C или, эквивалентно, если в любом 
его разложении в связную сумму двух узлов оба 
слагаемых регулярны. Множество всех базисных 
контрпримеров обозначим B . 

Другими словами, если (F х I, K) G B, то вы¬
полняется следующее. 

1. Д л я любого допустимого кольца A С (F х 
I, K) узлы (FA х I, KA), I, KA), полу¬
ченные из узла ( F х I, K) редукцией по A, 
регулярны. 

2. Найдется такая пара нетривиальных допу­

стимых колец P,Q С (F х I,K), что объ­
единение примарных слагаемых узлов (Fp х 
I, K ' ) , ( F ' ' х I, K ' ' ) , получающихся редукци¬
ей по P, отлично от объединения примарных 
слагаемых узлов (FQ х I, KQ), (FQ х I, KQ), 
получающихся редукцией по Q. Будем назы¬
вать такие пары колец исключительными. 

Опишем два типа базисных контрпримеров. 
Пусть S - двумерная сфера и U,V,W - такие ком­
пактные ориентируемые поверхности, что край dU 
состоит из одной компоненты, а края dV, dW - из 
двух компонент каждый. Рассмотрим две окруж¬
ности p,q С S, которые пересекаются в четы­
рех точках. Выберем в S диск u и две пары дис­
ков (vi,v2), (wi,w2) так, чтобы u лежал в одном 
из двух четырехугольников, составленных из дуг 
окружностей p, q, диски каждой пары лежали по 
одну сторону от каждой из этих окружностей, а 
диски различных пар - по разные стороны от каж¬
дой из них. Перестроим сферу S, вырезав из нее 
диск u , пару ( v i , V2), пару ( w i , W2) и вклеив вместо 
них поверхности U, V, W, соответственно. Полу¬
чим поверхность F с двумя нетривиальными раз¬
бивающими окружностями p, q, см. рис. 2 слева. 
Справа показан частный случай этой конструк¬
ции, когда поверхность U- диск. В этом случае 
для построения поверхности F вырезать диск u и 
заменять его на диск U не нужно. 

Рис. 2. Основание поверхности U лежит внутри четырехугольника, а основания поверхностей V, W -
по разные стороны от каждой окружности 
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Рис. 3. Все слагаемые узла K различны, тогда как среди слагаемых узла L есть два совпадающих 
слагаемых - Lp и LQ 

Умножая F на отрезок, получим утолщенную 
поверхность F х I и два вертикальных кольца 
P = p х I,Q = q х I в ней. Теперь построим узлы 
K, L так, как это изображено на рис. 3. Верхняя 
часть рисунка относится к общему случаю, когда 
поверхность U отлична от диска, нижняя - к част­
ному случаю, когда U является диском и поэтому 
не использована при построении. К а ж д ы й из уз¬
лов пересекает каждое из колец P,Q в двух точ¬
ках, причем его пересечение с каждым из много-

4. Доказательство основной теоремы 

Приведенная в предыдущем разделе конструкция 
позволяет построить две серии базисных контр¬
примеров за счет варьирования как поверхностей 
U, V, W, так и поведения узлов в U x I , V x I , W х I. 
Такие контрпримеры назовем модельными. 

Т е о р е м а 2. Любой базисный контрпример яв­
ляется модельным. 

Пусть (F х I, K) - произвольный базисный 
контрпример. Тогда в F х I найдется хотя бы од¬
на пара исключительных колец. Среди всех та­
ких пар выберем пару P,Q С F х I, которая 
является минимальной в том смысле, что число 
n = #(P П Q) компонент связности пересечения 
PП Q принимает наименьшее возможное значение. 
Напомним, что собственная дуга в кольце называ-

образий V х I, W х I состоит из одной дуги. Пе¬
ресечение K П ( U х I) должно состоять из двух 
дуг, возможно заузленных и зацепленных. Оба уз¬
ла должны проходить по многообразиям V х I, 
W х I, а узел K - еще и по многообразию U х I, до¬
статочно сложным образом, чтобы все показанные 
справа слагаемые, которые получаются редукция¬
ми 1 и 2 по кольцам P и Q, были примарными и 
различными, кроме совпадающих слагаемых Lp и 

ется радиальной, если ее концы лежат на различ¬
ных окружностях края кольца. 

Л е м м а 1. Если пара P,Q С F х I исключи­
тельных колец для узла (F х I, K) является ми¬
нимальной, то P П Q состоит из четырех ради¬
альных отрезков. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Связная компонента транс-
версального пересечения двух допустимых колец 
может быть либо тривиальной или нетривиальной 
окружностью, либо тривиальной или нетривиаль¬
ной (радиальной) дугой. 

Ш А Г 1. Стандартная техника перестроек по 
самой внутренней тривиальной или самой внеш¬
ней нетривиальной окружности, а также по самой 
внешней дуге, позволяет доказать, что в P П Q 
нет ни окружностей, ни тривиальных дуг. Если 
бы такая окружность или дуга существовала, то 
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одно из колец (пусть кольцо Q) можно было бы C С PnQ. Поскольку пара P,Q исключительна, то 
заменить на такое допустимое кольцо Q' С F х I, пара (P, Q') тоже является исключительной. Это 
что # ( P П Q') < # ( P П Q) и #(Q П Q') = 0 (см. противоречит минимальности пары P, Q. Подроб-
рис. 4) для случая самой внутренней окружности ности см. в [4, 5]. 

Рис. 4. Устранение тривиальной окружности 

Предположим, что P n Q состоит только из 
радиальных дуг. Тогда кольца имеют вид P = 
pxI,Q = q xI, где p и q - разбивающие простые за­
мкнутые кривые в F. Поэтому про кольца можно 
временно забыть и оперировать только с кривыми 
в F, рассматривая вместо узла К его проекцию К 
на F. Так как кольца допустимы, то К пересекает 
каждую кривую ровно в двух точках. 

Ш А Г 2. Допустим, что p П q состоит из n > 5 
точек. Они разбивают каждую окружность на n 
дуг. Поскольку n > 5, на каждой из окружно¬
стей (например, на p) найдется пара соседних дуг 

а, в, не пересекающих К. Перестроив q по дуге 
а, получим объединение двух непересекающихся 
окружностей, которые обозначим q',q''. Затем пе­
рестроим q' U q'' по параллельной копии в' ду­
ги в, соединяющей q' с q''. В результате полу¬
чится такая нетривиальная разбивающая окруж¬
ность c С F, что c П К состоит из двух точек и 
#(c П p) = n - 2 < 5, #(c П q) = 4 < 5, см. рис. 
5. Поскольку пара P, Q исключительна, то одна 
из пар (P, c х I) , (Q, c х I), тоже исключительна. 
К а к и выше, это противоречит минимальности па¬
ры P, Q. 

а 
- q 

•+q 

q' 
> 

•* I P ' ' 
q' q" 

D 

_ в 
С E 

V 

Рис. 5. Двойная перестройка по соседним дугам 

Ниже нам понадобится следующее наблюде­
ние: все четыре точки пересечения окружностей 
c и q расположены в вершинах четырехугольника 
B, который составлен из дуг этих окружностей и 
не пересекает проекции узла. На рис. 5 этот четы¬
рехугольник выделен. 

Ш А Г 3. Так как окружности p, q разбивающие, 
то их пересечение состоит из четного числа точек. 
Нетрудно показать, что исключительных пар ко¬
лец, пересекающихся по двум радиальным дугам, 
не бывает. Поэтому n = 4. Лемма 1 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Пусть 
(F х I, К) - произвольный базисный контрпри­
мер. Из леммы 1 следует, что в F х I найдется 
такая пара P = p х I, Q = q х I исключительных 
колец, где p, q - окружности в F, что пересечения 
P П Q и p П q состоят из четырех радиальных дуг 
и из четырех точек, соответственно. 

Допустим, что на окружностях p и q нет сосед-

них дуг, не пересекающих узла. Тогда при обходе 
этих окружностей дуги, пересекающие и не пере¬
секающие узел, чередуются. См. рис. 6a,b (других 
случаев чередования нет). Области B на рис. 6a,b 
и четырехугольная область на рис. 6b, к которой 
присоединена поверхность U, обязаны быть диска¬
ми, так как в противном случае рассматриваемые 
контрпримеры не были бы базисными. Нетрудно 
проверить, что редукции по окружностям p, q при¬
мера на рис. 6b дают одни и те же слагаемые, по¬
этому он не является базисным контрпримером. 
Отметим, что рис. 6a определяет первую серию 
модельных контрпримеров. 

Теперь предположим, что на одной из окруж¬
ностей p, q найдутся две соседние дуги а, в, не 
пересекающие проекции узла. Применяя прием 
двойной перестройки, мы получим новую пару ис¬
ключительных колец, которые по-прежнему будем 
обозначать P, Q и представлять в виде P = p х I, 
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Q = q х I. Согласно приведенному выше наблюде¬
нию, четыре дуги окружностей p, q ограничивают 
четырехугольник B, стороны которого не пересе¬
кают проекции узла. Простой перебор показывает, 
что в этом случае К может пересекать оставшие¬
ся четыре дуги окружностей p, q одним из трех 
способов, см. рис. 6a,c,d. Случай 6a уже рассмот¬
рен, в случае 6с базисного контрпримера опять не 

получается, так как редукции по p, q дают одно 
и то же. Случай 6d сводится к случаю 6e путем 
замены кольца Q и окружности q на новое коль¬
цо Q' = q' х I и новую окружность q', которая 
на рис. 6d показана пунктиром. При этом поверх¬
ность U присоединяется к поверхности V. Остает¬
ся заметить, что рис. 6e определяет вторую серию 
модельных контрпримеров. 

d —^ е 
Рис. 6. Заготовки 6a и 6e порождают все базисные контрпримеры 
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R E I D E M E I S T E R M O V E S F O R K N O T S A N D L I N K S IN L E N S S P A C E S 
Enrico Manfredi, Michele Mulazzani 

П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я Р Е Й Д Е М Е Й С Т Е Р А Д Л Я У З Л О В И З А Ц Е П Л Е Н И Й В 
Л И Н З О В Ы Х П Р О С Т Р А Н С Т В А Х 

E. Манфреди, M. Мулаццани 

We extend the concept of diagrams and associated Reidemeister moves for links in S 3 to links in lens 
spaces, using a differential approach. As a particular case, we obtain diagrams and Reidemeister type moves 
for links in R P 3 introduced by Y.V. Drobothukina. 

В данной работе понятия диаграммы и преобразований Рейдемейстера, известные для зацепле­
ний в S 3, распространяются для зацеплений в линзовых пространствах. В частности, получены 
диаграммы и преобразования типа Рейдемейстера для зацеплений в R P 3 , введенные ранее Ю.В. Дро-
ботухиной. 

Ключевые слова: преобразования Рейдемейстера, линзовые пространства, трехмерные многооб¬
разия. 

Keywords: Reidemeister moves, lens spaces, 3-manifolds. 

1. Preliminaries 

In this paper we work in the Diff category (of smooth 
manifolds and smooth maps). Every result also holds 
in the PL category, and in the Top category if we 
consider only tame links. 

Definition 1. Let X and Y be two smooth manifolds. 
A smooth map f : X — Y is an embedding if the 

differential dxf is injective for all x G X and if X and 
f (X) are homeomorphic. As a consequence, X and 
f (X) are diffeomorphic and f (X) is a submanifold of 
Y. 

A n ambient isotopy between two embeddings lo 
and l1 from X to Y is a smooth map H : Y x [0,1] — 
Y such that, if we write at each t G [0,1], H(y,t) = 
ht(y), then ht : Y — Y is a diffeomorphism, ho = Idy 
and l i = h i о lo. 

Definition 2. (Links) A link in a closed 3-manifold 
M3 is an embedding of v copies of S 1 into M3, namely 
it is l : S 1 U... U S 1 — M3. A link can also be denoted 
by L, where L = l(S1 U ... U S1) С M3. A knot is a 
link with v = 1 . 

Two links Lo and L1 are equivalent if there exists 
an ambient isotopy between the two embeddings lo 
and l1. 

Definition 3. (Lens spaces) Let p and q be two 
integer numbers such that gcd(p, q) = 1 and 0 ^ 
q < p. Consider B3 := {(x1 ,x2,x3) G R3 | x 2 + 
x2, + x2, ^ 1} and let E+ and E— be respectively the 
upper and the lower closed hemisphere of O B 3 . Call 
B 2 the equatorial disk, defined by the intersection 
of the plane x3 = 0 with B 3 . Label with N and 
S respectively the ТШЗГШ poleУ (0,0,1) and the 
rsouth p o ^ (0,0, -1 ) of B3. 

Let gpq : E+ — E+ be the rotation of 2nq/p 
around the x3 axis as in Figure 1, and let f3 : E+ — 
E— be the reflection with respect to the plane x3 =0 . 
The lens space L(p, q) is the quotient of B3 by the 

equivalence relation on OB3 which identify x G E+ 
with f3 о gpqq (x) G E—. We denote by F : B3 — 
B 3 / ~ the quotient map. Notice that on the equator 
OB2 = E+ П E— there are p points in each class of 
equivalence. 

Fig . 1. Representation of L(p, q) 

It is easy to see that L(1,0) = S 3 since g1i0 = 
Id E +. Furthermore, L(2,1) is R P 3 , since we obtain the 
usual model of the projective space where opposite 
points of the boundary of the ball are identified. 

Proposition 4. [1] The lens spaces L(p, q) and 
L(p, q1) are diffeomorphic (as well as homeomorphic) 
if and only if p = p and q' = ±q±1mod p. 

2. Links in S 3 

2.1. Diagrams 

One of the first tools used to study links in S 3 are 
diagrams, that is to say, a suitable projection of the 
links on a plane. 

Definition 5. Let L be a link in S 3 = R 3 U {00}. 
Since L is compact, up to an affine transformation of 
R 3 , we can suppose that L belongs to intB 3 . 
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Let p : B3 \ {N, S} — B0 be the projection 
defined in the following way: take x G B 3 \ {N, S}, 
construct the circle (or the line) c(x) through N, x 
and S and set p(x) := c(x) П B 2 . 

Take L С i n t B 3 and project it using p\L : L — 
B 2 . For P G p(L), p—^(P) may contain more than 
one point; in this case, we say that P is a multiple 
point. In particular, if it contains exactly two points, 
we say that P is a double point. We can assume, by 
moving L via a small isotopy, that the projection 
p |L : L — B2) of L is regular, namely: 

1. the arcs of the projection contain no cusps; 

2. the arcs of the projection are not tangent to 
each other; 

3. the set of multiple points is finite, and all of 
them are actually double points. 

These requests correspond to violations 
represented in Figure 2. 

Fig. 2. Violations V1, V2 and V3 

Now let Q be a double point and consider 
p—L (Q) = {P1 ,P2}. We suppose that P2 is nearer 
to S than P1. Take U as an open neighborhood of P2 

in L such that p(U) does not contain other double 
points. We call U underpass. Take the complementary 
set in L of all the underpasses. Every connected 
component of this set (as well as its projection in 
Bo

2 ) is called overpass. The underpasses are visualized 
in the projection by removing U from L' before 
projecting the link (see Figure 3). Observe that we 
may have components of the link which are single 
overpasses. 

Fig. 3. A link in S3 and corresponding diagram 

Definition 6. A diagram of a link L in S 3 is a 
regular projection of L on the equatorial disk Bo

2, 
with specified overpasses and underpasses. 

2.2. Reidemeister moves 

There are three (local) moves that allow us to 
determine when two links in S 3 are equivalent from 

their diagrams. Reidemeister proved this theorem 
for PL links. For the Diff case a good reference 
is [7], where the proof involves links in arbitrary 
dimensions, so it is rather complicated. 

Definition 7. The Reidemeister moves on a diagram 
of a link L С S 3 are the moves R1,R2, R3 of Figure 
4. 

Fig. 4. Reidemeister moves 
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Theorem 8. [7] Two links Lo and L\ in S 3 are 
equivalent if and only if their diagrams can be joined 
by a finite sequence of Reidemeister moves Ri, R 2 , R3 
and diagram isotopies. 

Proof. It is easy to see that each Reidemeister 
move produces equivalent links, hence a finite 
sequence of Reidemeister moves and isotopies on a 
diagram does not change the equivalence class of the 
link. 

On the other hand, if we have two equivalent links 
Lo and Li , then we have an ambient isotopy, namely: 
H : S 3 x [0,1] — S 3, such that li = hi о l0. A t each 
t € [0,1] we have a link Lt, defined by ht(l0). Thanks 

to general position theory (see [7] for details), we can 
assume that the projection of Lt is not regular only 
a finite number of times, and that at each of these 
times it violates only one condition. 

From each type of violation a transformation of 
the diagram appears, that is to say, a Reidemeister 
move, as it follows (see Figure 5): 

- from violation V i we obtain move R i ; 
- from violation V2 we obtain move R2; 
- from violation V3 we obtain move R 3 . 

So diagrams of two equivalent links can be joined by a 
finite sequence of Reidemeister moves Ri, R2, R3 and 
diagram isotopies. • 

Fig . 5. Regularity violations produce Reidemeister moves 

3. Links in R P 3  

3.1. Diagrams 

The definition given by Drobothukina [3] of diagram 
for links in the projective space makes use of the 
model of the projective space R P 3 explained in 
Section 1, as a particular case of L(p, q) with p = 
2 and q = 1. Namely, consider B 3 and identify 
diametrically opposed points on its boundary (let ~ 
be the equivalence relation), so R P 3 = B3/ ~ and 
the quotient map is denoted by F. 

Definition 9. Let L be a link in R P 3 . Consider 
L := F-i(L); by moving L via a small isotopy in 
R P 3 , we can suppose that: 

i) L does not meet the poles S and N of B 3 ; 

ii) L П OB3 consists of a finite set of points. 

So L is the disjoint union of closed curves in i n t B 3 

and arcs properly embedded in B3 (i.e. only the 
boundary points belong to OB3). 

Let p : B3 \ {N, S} — B 2 be the projection 
defined in the following way: take x € B 3 \ {N, S}, 

construct the circle (or the line) c(x) through N, x 
and S and set p(x) := c(x) П B 2 . 

Take L and project it using p\L' : L — B 2 . 
For P € p(L'), p — i (P) may contain more than one 
point; in this case, we say that P is a multiple point. 
In particular, if it contains exactly two points, we say 
that P is a double point. We can assume, by moving 
L via small isotopies, that the projection p(L') is 
regular, namely: 

1) the arcs of the projection contain no cusps; 

2) the arcs of the projection are not tangent to 
each other; 

3) the set of multiple points is finite, and all of 
them are actually double points; 

4) the arcs of the projection are not tangent to 
O B o 2 ; 

5) no double point is on OBo

2. 

These requests correspond to violations 
represented in Figures 2 and 6. 
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Fig. 6. Violations V4 and V 

Now let Q be a double point and consider 
p - 1 (Q) = {P1,P2}. We suppose that P2 is nearer 
to S than P i . Take U as an open neighborhood 
of P2 in L such that p(U) does not contain other 
double points and does not meet OBo

2. We call U 
underpass. Take the complementary set in L of all 
the underpasses. Every connected component of this 

set (as well as its projection in Bo

2) is called overpass. 
The underpasses are visualized in the projection by 
removing U from L before projecting the link (see 
Figure 7). 

Definition 10. A diagram of a link L in R P 3 is a 
regular projection of L = F-i(L) on the equatorial 
disk B 2 , with specified overpasses and underpasses. 

Fig. 7. A link in L(2, 1) and corresponding diagram 

We label the boundary points of the link 
projection, in order to show the identifications. 
Assume that the equator is oriented counterclockwise 
if we look at it from N, and that the number of 
boundary points is 2t. Choose a point of p(L') on 
the equator and call it 1 as well as the antipodal 
point, then following the orientation of OBo

2, label 
the points of p(L') on the equatorial circle, as well as 
the antipodal ones, 2,... ,t (see Figure 7). 

3.2. Generalized Reidemeister moves 

We want to look for an analogue of the Reidemeister 
moves for links in S 3, in order to understand when 
two diagrams of links in R P 3 represent equivalent 
links. 

Definition 11. The generalized Reidemeister moves 
on a diagram of a link L С R P 3 are the moves 
Ri ,R2, R3 of Figure 4 and the moves R4, R5 of Figure 
8. 

Fig. 8. Generalized Reidemeister moves for projective space 
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Theorem 12. [3] Two links Lo and L\ in the 
the projective space are equivalent if and only if 
their diagrams can be joined by a finite sequence 
of generalized Reidemeister moves R\, ..., R5 and 
diagram isotopies. 

Proof. It is easy to see that each Reidemeister 
move produces equivalent links, hence a finite 
sequence of Reidemeister moves and isotopies on a 
diagram does not change the equivalence class of the 
link. 

On the other hand, if we have two equivalent links 
Lo and L i , then we have an ambient isotopy, namely: 
H : R P 3 x [0,1] — R P 3 , such that li = hi о l0. A t 
each t e [0,1] we have a link L t , defined by ht(l0). As 
for links in S 3 , using general position theory we can 

assume that the projection of Lt is not regular only 
a finite number of times, and that at each of these 
times it violates only one condition. 

From each type of violation a transformation of 
the diagram appears, that is to say, a generalized 
Reidemeister move, as it follows (see Figures 5 and 
9). 

So diagrams of two equivalent links can be joined 
by a finite sequence of generalized Reidemeister 
moves Ri,..., R5 and diagram isotopies. • 

- from violations V i , V2 and V3 we obtain the 
classic Reidemeister moves R i , R2 and R 3 ; 

- from violation V4 we obtain move R4; 

- from violation V5 we obtain move R5. 

Fig. 9. Regularity violations produce generalized Reidemeister moves 

4. Links in L(p, q) 
4.1. Diagrams 

We improve the definition of diagram for links in lens 
spaces given by Gonzato [4]. We can assume p > 2, 
since we have already seen in the previous sections 
the particular cases L(1,0) = S 3 and L(2,1) = R P 3 . 
Consider the construction of the lens space L(p, q) = 
B 3 / ~ we give in the preliminaries, where F is the 
quotient map. 

Definition 13. Let L be a link in L(p,q). Consider 
L := F-i(L); by moving L via a small isotopy in 
L( p, q) , we can suppose that: 

i) L does not meet the poles S and N of B 3 ; 

ii) L n OB3 consists of a finite set of points. 

So L is the disjoint union of closed curves in i n t B 3 

and arcs properly embedded in B3 (i.e. only the 
boundary points belong to OB3). 

Let p : B3 \ {N, S} — B2 be the projection 
defined in the following way: take x e B 3 \ {N, S}, 
construct the circle (or the line) c(x) through N, x 
and S and set p(x) := c(x) П B 2 . 

Take L and project it using p\L, : L 
For P e p(L') , p — 1 (P) may contain more than one 
point; in this case, we say that P is a multiple point. 
In particular, if it contains exactly two points, we say 
that P is a double point. We can assume, by moving L 

Bo 2. 

via a small isotopy, that the projection p | L : L — B2 

of L is regular, namely: 

1) the arcs of the projection contain no cusps; 

2) the arcs of the projection are not tangent to 
each other; 

3) the set of multiple points is finite, and all of 
them are actually double points; 

4) the arcs of the projection are not tangent to 
O B o 2 ; 

5) no double point is on OBo

2; 

6) L n O B 2 = 0. 

Now let Q be a double point and consider 
1 (Q) = { P 1 , P 2 } . We suppose that P 2 is nearer 

to S than P . Take U as an open neighborhood 
of P 2 in L such that p(U) does not contain other 
double points and does not meet OBo

2. We call U 
underpass. Take the complementary set in L of all 
the underpasses. Every connected component of this 
set (as well as its projection in Bo

2) is called overpass. 
The underpasses are visualized in the projection by 
removing U from L before projecting the link (see 
Figure 10). 

Definition 14. A diagram of a link L in L(p, q) is a 
regular projection of L = F-1(L) on the equatorial 
disk with specified overpasses and underpasses. 
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N 

S 

Fig. 10. A link in L(9,1) 

We label the boundary points of the link 
projection, in order to show the identifications. 
Assume that the equator is oriented counterclockwise 
if we look at it from N. Consider the t endpoints of 
the overpasses that come from arcs of L that are 
above the equator. Label them +1, . . . , +t according 
to the orientation of OBo

2. Then label the other t 
points on the boundary, that come from arcs of L 
under the equator, as —1,..., —t, where for each 
i = 1,... ,t, we have + i ~ —i. A n example is shown 
in Figure 10. 

We want to explain which diagram violations 

and corresponding diagram 

arise from condition 1)-6). For conditions 1), 2) and 
3) we already know that the corresponding violations 
are Vi , V2 and V3 of Figure 2. 

Condition 4), as in the projective case, has 
a corresponding violation V4. On the contrary, 
condition 5) does not behave as in the projective 
case. Indeed two diagrammatic violations arise from 
it (V5 and V J ) , as Figure 11 shows. The difference 
between the two violations is that V5 involves two 
arcs of L that end in the same hemisphere of O B 3 , 
on the contrary involves arcs that end in different 
hemispheres. 

Fig. 11. Violations V4, V5 and V 

produces a family Finally condition 6) produces a family of 
violations called V 7 1 , . . . , 
V7p-1 (see Figure 12). The difference between them 

is that V ^ i has the arcs of the projection identified 
directly by gpq, while V ^ has the arcs identified by 

for k = 2 , . . . ,p — 1. yp,q 

Fig. 12.Violations V 7 I 2 , . . . , V7p-1 

It is easy to see what kind of small isotopy on L 
is necessary, in order to make the projection of the 
link regular when we deal with violations V 1 , . . . , V J . 
Now we explain how the link can avoid to meet O B 2 

up to isotopy, that is to say, avoid V % 1 , . . . , V j P _ 1 . 

We start with a link with two arcs that ends on 
OBo

2. If we suppose that the endpoints of the arcs 

are connected by gpq, (a V 7 1 violation), then we can 
label the endpoints B and C, in a way such that 
C = gpq(B). In this case the required isotopy is the 
one that lift up a bit the arc ending in B and lower 
down the other one. 

Now if we suppose that the endpoints of the arcs 
are connected by a power of gpq, (a V 7 ^ violation 
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with k > 1), then we can label the points B and isotopy is similar to the one of the example in L(9, 1) 
C such that C = gk (B). In this case the required of Figure 13. In lens spaces with q = 1 , the new arcs 

end in the faces specified by the map /3 о gp_ q. 

Fig. 13.Avoiding OB0 in L(9,1) 

4.2. Generalized Reidemeister moves 

Again, with the aim of discovering when two 
diagrams represent equivalent links in L( p, q) , we 
generalize Reidemeister moves for diagrams of links. 

Definition 15. The generalized Reidemeister moves 
on a diagram of a link L С L(p, q) are the moves 
R1,R2,R3 of Figure 4 and the moves R 4 , R 5 , R6 and 
R 7 of Figure 14. 

Fig. 14. Generalized Reidemeister moves 

Theorem 16. Two links Lo and L1 in L(p, q) 
are equivalent if and only if their diagrams can be 
joined by a finite sequence of generalized Reidemeister 
moves R1, .. ., R7 and diagram isotopies. 

Proof. It is easy to see that each Reidemeister 
move produces equivalent links, hence a finite 
sequence of Reidemeister moves and isotopies on a 
diagram does not change the equivalence class of the 

link. 
On the other hand, if we have two equivalent links 

Lo and L1 , then we have an ambient isotopy between 
the two ambient spaces, namely: H : L(p, q) x [0,1] — 
L(p, q). At each t e [0,1] we have a link L t , defined by 
ht(lo). Again, as for links in S 3, using general position 
theory we can assume that the projection p(Lt) is not 
regular only a finite number of times, and that at each 
of these times it violates only one condition. 
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Fig. 15. Regularity violations produce generalized Reidemeister moves 

From each type of violation a transformation of 
the diagram appears, that is to say, a generalized 
Reidemeister move, as it follows (see Figures 5 and 
15): 

- from violations V1 , V2 and V3 we obtain the 
classic Reidemeister moves R1 , R2 and R3; 

- from violation V4 we obtain move R4; 
- from violation V5, we obtain two different 

moves, if the arcs L with endpoints on the 
boundary are from the same side with respect 
to equator, then we obtain R5, on the contrary 
we obtain RQ; 

- for condition 6 we have a family of violation 
V7 t1,...,V?,p-1, from which we obtain the 
moves R7 д , . . . , R 7 p - 1 . 

Indeed, if an arc cross the equator during the 
isotopy, then we have a class of moves, R7 1 = 
R 7 , R 7 ,2,..., R 7 A l l these moves can be seen as 
the composition of R 7 , R6, R4 and R 1 moves. More 
precisely, the move R7 _k with k = 2 , . . . ,p — 1, can be 
obtained by the following sequence of moves: first we 
perform an R7 move on one overpass that end on the 
equator and the corresponding point in a small arc, 
then we repeat for k — 1 times the three moves R Q -
R4-R1 necessary to retract the small arc with same 
sign ending point (see an example in Figure 16). 

So we can exclude R7 _ 2 , . . . , R7,p-1 from the move 
set and keep only R7 1 = R7. As a consequence, any 

pair of diagrams of two equivalent links can be joined 
by a finite sequence of generalized Reidemeister 
moves R1,..., R7 and diagram isotopies. • 
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Fig. 16. How to reduce a composite move 
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УДК 513.83 

З Н А Ч Е Н И Я t - И Н В А Р И А Н Т А Д Л Я С А П Ф И Р О В Ы Х М Н О Г О О Б Р А З И Й 
М. А. Овчинников 

V A L U E S O F T H E t - I N V A R I A N T F O R T H E S A P P H I R E M A N I F O L D S 
M. A. Ovchinnikov 

t-Инвариант трехмерных многообразий - это в некотором смысле существенная часть инва­
рианта Тураева-Виро, соответствующего корню 5-й степени из 1. В работе получена формула для 
вычисления значений t-инварианта многообразий, образованных из двух ориентируемых утолщенных 
бутылок Клейна отождествлением их торических краев. Формула имеет вид функции от 4 целых 
чисел - элементов матрицы, задающей отождествление торов. 

The t-invariant of 3-manifolds is an essential part of the Turaev-Viro invariant corresponding to the 
5-th root of unity. Sapphire manifolds are result of pasting two orientable thickened Klein bottles along their 
boundaries. The manifold is defined by a 2 x 2 matrix of the pasting. A formula for values of the t-invariant 
is given in the work. The formula is a function on the matrix four elements. 

Ключевые слова: трехмерные многообразия, квантовые инварианты, инварианты Тураева-Виро. 
Keywords: 3-manifolds, quantum invariants, Turaev-Viro invariants. 
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1007). 

1. Введение 

Двумерный полиэдр P, лежащий в компактном 
трехмерном многообразии M, называется спай­
ном многообразия M, если дополнение к полиэдру 
в многообразии является прямым произведением 
края многообразия на полуинтервал или откры¬
тым трехмерным шаром. Двумерный полиэдр на-
зывется простым, если каждая его точка имеет 
линк вида окружность, либо окружность с диа­
метром, либо окружность с 3 радиусами. Точки 
последнего типа называются вершинами полиэд­
ра. Спайн простой, если он является простым по­
лиэдром. Множество всех простых подполиэдров 
полиэдра P, включая сам полиэдр P и пустое под¬
множество, обозначаем S ( P ) . 

t-инвариант 3-многообразия M определяется 
формулой ([2]): 

t(M) = X ) ( - £ ) - v { Q ) £ x i Q ) , 
QeS(p) 

где P - произвольный фиксированный простой 
спайн многообразия M , е = , v(Q) - число 
вершин полиэдра Q, а x(Q) - эйлерова характери­
стика полиэдра Q. 

Свойство инвариантности состоит в том, что 
значение, даваемое этой формулой, не зависит 
от выбора простого спайна данного многообразия 
([2]). 

Известна формула для линзовых пространств 
([2]): 

t(Lp,q ) 

1, 
е + 1, 
е + 2, 

0, 

p = 
p = 
p= 
p= 

± 1 mod 5 
± 2 mod 5 
0 mod 5, q 
0 mod 5, q 

Эта формула показывает, что зависимость зна­
чения t-инварианта от параметров линзы весьма 
простая. В то же время эта формула дает некото¬
рую дополнительную информацию по сравнению 
с первой группой гомологий линзы. В данной ра¬
боте выводится формула для нахождения значе¬
ний t-инварианта для многообразий, полученных 
склейкой двух экземпляров ориентируемого косо¬
го произведения бутылки Клейна на отрезок Kx I. 
Такие многообразия исследовались в [3]. В этой 
работе они назывались сапфировыми многообра¬
зиями. 

Край многообразия KxI является тором. По¬
скольку отождествление торов задается целочис¬
ленной матрицей порядка два, то четыре целых 
числа - элементы невырожденной матрицы по¬
рядка два - можно рассматривать как парамет¬
ры для этой серии многообразий. Д л я определен¬
ности необходимо выбрать координаты на ториче-
ских краях склеиваемых многообазий. 

Фиксируем координаты в крае многообразия 
K x I следующим образом. Первая координатная 
кривая на торическом крае проектируется в кри¬
вую на бутылке Клейна, разрезающую ее до коль¬
ца. Образ второй кривой разрезает бутылку на две 
ленты Мебиуса. 

a Ь 
c dj 

численная матрица, и s i , s 2, s\, s 2 - координат¬
ные окружности на двух торах. Тогда равенства 
s i = a s l + cs2, S2 = bs'i + ds2 определяют отож­
дествление данных торов посредством матрицы A. 

Пусть A невырожденная цело-

± 1 
2 

mod 5 
mod 5 

Т е о р е м а 1. Пусть MA обозначает резуль­
тат склейки двух экземпляров многообразия 

c d K x I посредством матрицы A 
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Тогда значение t-инварианта многообразия 
MA равно линейной комбинации значений t-
инварианта нескольких линз, определяемых мат¬
рицей A: 

10 

t(MA)= e2Y, kit(LPiiqi), 
i=i 

где 10 троек чисел (ki,pi,qi) - это (4,b,a), 
(2, a - b, b), (2,b + d,a + c), (22, 2b + d, 2a + c), (22, a -
2b,b), (1,a + c - b - d,b + d), (1,a + c - 2b - 2d,b + d), 
(1,22a + c - 22b - d, 22b + d), (1,22a + c - 4b - 2d,, 2b + d), 
(-10,2,1) 

Выражение t-инварианта для этих многообра¬
зий через значения инварианта некоторых линз 
оказалось экономнее, чем формула, дающая за¬
висимость значения инварианта непосредственно 
через значения параметров a, b, c, d - непосред¬
ственная формула получается весьма сложной и 
громоздкой. 

Перебор случаев показал, что формула дает 22 
различных значений t-инварианта. 

2. И д е я доказательства 

Мы используем некоторое свойство t-инварианта, 
которое позволяет значение инварианта предста¬
вить как произведение матриц, вычисляемых по 
кускам, из которых спайн определенным обра¬
зом склеен. Если речь идет об одном многообра¬
зии (спайне), то такой путь не выглядит сколько-
нибудь экономным. Другое дело, если исследо¬
вать значения инварианта для бесконечной серии 
многообразий, которые получаются различными 
склейками одних и тех же многообразий с краем 
(полиэдров). На этом пути быстро обнаруживают¬
ся возможности для получения формул для беско¬
нечных серий многообразий. 

3. Элементарные полиэдры и постро­
ение спайнов из них 

Опишем нужный нам полиэдр, лежащий в K xI. 
Это - бутылка Клейна K, к которой приклеено 
своим основанием прямое произведение 9x1 тэта-
кривой (тэта-кривая - это г р а ф с двумя вершина¬
ми и соединяющими их тремя ребрами) на отре¬
зок. Два ребра из трех ребер основания составля¬
ют окружность, разрезающую бутылку Клейна на 
две ленты Мебиуса. Третье ребро основания при¬
клеено вдоль пути с концами на этой окружно¬
сти и пересекающей окружность еще в одной точ¬
ке, так что полученный граф разбивает бутылку 
Клейна на два пятиугольника. Обозначим этот по¬
лиэдр буквой N (от слова neighbourhood - окрест­
ность, т. к. N - это замкнутая окрестность бутыл­
ки Клейна в полиэдре). Полиэдр N лежит в KxI 
собственным образом, т. е. второй край прямого 

произведения 9 I лежит в крае K x I. Дополне¬
ние к бутылке Клейна в многообразии K x I - пря¬
мое произведение тора на полуинтервал. Разреза¬
ние тора края по тэта-кривой дает шестиугольник, 
значит дополнение к полиэдру N в многообразии 
IntK x I является открытым трехмерным шаром, 
примыкающим к открытому диску в крае, допол¬
нительному к тэта-кривой. 

Д л я обеспечения различных склеек двух эк¬
земпляров полиэдра N мы используем полиэдры-
связки. Полиэдр J - это проективная плоскость с 
двумя дырами, к которой приклеены два полукру¬
га своими диаметрами вдоль собственных нераз-
бивающих дуг, пересекающихся в одной точке и 
имеющих концы на крае одной - своей для каждой 
дуги - дыры. Заметим, что двулистное накрытие 
проективной плоскости с двумя дырами является 
сферой с 4 дырами. Наши две дуги - это образы 
двух дуг на сфере, которые соединяют по две ды¬
ры на сфере и тем самым превращают ее в кольцо. 
Полудиски полиэдра J индуцируют по два полу¬
диска, примыкающих к краям указанного кольца 
и оставляющих его кольцом. Приклеивая по ито¬
говому кольцу полный цилиндр своей боковой по¬
верхностью, получаем описание вложения полиэд¬
ра J в утолщенный тор T 2 I. 

Д л я описания склеек нумеруем ребра на кра¬
ях полиэдров цифрами 1, 2, 3. Фиксируем следу¬
ющий выбор нумерации. У полиэдра N номер 1 
- у ребра, противоположному "пути". Номер 2 -
у ребра, противоположного той части "окружно¬
сти", которая пересекается с "путем". Номер 3 - у 
ребра, противоположного той части "окружности", 
которая с "путем" не пересекается. У полиэдра J 
край состоит из двух тэта-кривых. В каждой тэта-
кривой края номера 1 и 2 - у ребер, составляю¬
щих край дыры, причем ребра с номером 1 разных 
тэта-кривых входят в край одного из двух много¬
угольников, на которые проективная плоскость с 
двумя дырами разбивается диаметрами полукру¬
гов. Край второго многоугольника содержит реб¬
ра с номером 2. К р а я полукругов содержат ребра 
с номером 3. 

Еще два элементарных полиэдра - это поли¬
эдры вида 9 I, которые склеены из трех пря¬
моугольников, со специальной нумерацией ребер 
краев. Первый такой полиэдр мы будем обозна¬
чать (23). В его краях два ребра с номером 1 вхо¬
дят в край одного прямоугольника, а два ребра с 
номером 2 (как и 3) входят в края разных пря¬
моугольников. Аналогично определяется полиэдр 
(13). Очевидно, последовательно склеивая копии 
полиэдров (23) и (13) можно получить полиэдр ви¬
да 9 I, у которого разметка ребер соответствует 
любой наперед заданной перестановке из трех эле¬
ментов. 

Д л я полноты охвата возможностей следовало 
бы задать и разметку (нумерацию) вершин тэта-
кривых, т. е. ориентацию ребер тэта-кривых. Но 
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из-за симметрий элементарных полиэдров и тех 
полиэдров, которые мы из них строим, варьиро­
вание ориентаций ребер в склейках не меняет ре­
зультат склеек. 

Оказывается, любое сапфирово многообразие 
можно склеить из двух экземпляров многообразия 
K хI с полиэдром N внутри и нескольких подхо­
дящих утолщенных торов с полиэдрами J , (23) и 
(13) внутри с совмещением тэта-кривых краев по­
лиэдров. При этом полиэдры склеиваются в про­
стой полиэдр. Дополнительные шары к полиэд¬
рам в склеиваемых многообразиям последователь¬
но склеиваются по открытым дискам в открытый 
трехмерный шар - дополнение к суммарному про­
стому полиэдру. Значит, полученный простой по¬
лиэдр является простым спайном сапфирова мно¬
гообразия. 

В ходе доказательства теоремы используется 
элементарный полиэдр E, который представляет 
собой ленту Мебиуса, к которой по неразбивающе-
му собственному отрезку приклеен полукруг сво¬
им диаметром. Ребра, составляющие край ленты 
Мебиуса, имеют номера 1 и 2. Ребро края, при¬
надлежащее полукругу, имеет номер 3. 

4. ^-инвариант для полиэдров с краем 

Двумерный полиэдр назывется простым с краем, 
если каждая его точка имеет линк вида окруж¬
ность, либо окружность с диаметром, либо окруж¬
ность с 3 радиусами, либо интервал, либо три ин¬
тервала с общим концом. Множество точек по¬
следних двух типов называется краем полиэдра P 
и обозначается дР. 

Г р а ф называем простым, если он имеет вер¬
шины только степени три. Пустое множество так¬
же считаем простым графом. Очевидно, край про¬
стого полиэдра с краем (который может отсутство¬
вать) является простым графом. Множество всех 
простых подпграфов графа G, включая сам г р а ф 
G и пустое подмножество, обозначаем S (G) . Мно¬
жество простых подполиэдров с краем в полиэдре 
с краем P 

Пусть P - произвольный простой полиэдр с 
краем, граф S ( д Р ) . Множество простых подполи-
эдров с краем в полиэдре с краем P с выделенным 
в его крае простым графом G таких, что край про¬
стого подполиэдра совпадает с графом G, обозна¬
чается S (дР, G).Тогда паре полиэдр и граф в его 
крае соответствует значение t-инварианта соглас­
но формуле: 

t(P,G) = ] Г ( _ £ ) - « W ) £ x ( m t Q ) + 2 x ( d Q ) , 

QeS(8P) 

где е = 1 +

2 ^ , v(Q) - число вершин полиэдра Q, 
x(Q) - эйлерова характеристика полиэдра Q. 

Мы используем то же название инварианта, 
поскольку в случае пустого края значение этого 

инварианта совпадает со значением t-инварианта, 
определенного во введении, т. е. t(P, 0) = t(P), ес­
ли дР = 0. 

5. Матрицы значений t-инварианта 
для элементарных полиэдров 

Д л я тэта-кривой в множество простых подграфов 
S(в) насчитывает 5 элементов: пустой, сам граф, 
три подграфа, гомеоморфных окружности. Мат¬
рица из значений t-инварианта полиэдра с кра¬
ем тэта-кривая зависит от порядка, выбранного 
в множестве S (в) . Используя пронумерованность 
ребер тэта-кривой, фиксируем следуюший поря¬
док в этом множестве: 0, в \{1} , в \{2} , в \{3} , в. 

Простейшим из элементарных полиэдров с од¬
ной тэта-кривой на краю является полиэдр E. По 
определению, вычисления для него оказываются 
самыми минимальными: 

t(E) = (1 0 0 1 е2f. 
Полиэдр N тоже имеет одну тэта-кривую на 

краю. Д л я него уже вычисления несколько боль¬
ше, но совсем незначительно: 

t(N) = (2 3 1 _е-1 е-2 f . 
Если полиэдр имеет край, состоящий из двух 

тэта-кривых, то его значения t-инварианта состав­
ляют уже квадратную матрицу размера 5 х 5. Осо¬
бенно простыми получатся матрицы для элемен¬
тарных полиэдров (23) и (13). 

t(23) 

1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 

= 0 0 0 1 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 0 

1 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 

= 0 0 1 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 0 0 1 

t(13) 

Чуть посложнее получается матрица для по­
лиэдра J. 

1 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 е - 1 1 

е 2 
0 0 0 1 

е 2 
_е 1 

t(J) 

6. Реализация автоморфизмов тора с 
помощью элементарных полиэдров 

В [6] показано, что элементарные полиэдры (23), 
(13) и J с пронумерованными ребрами определяют 
автоморфизмы тора, соответствующие матрицам 
соответственно: 

_11 _01 , _01 _11 , 01 _01 
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Любую невырожденную матрицу порядка два 
можно выразить через эти три матрицы и тем са¬
мым найти последовательную склейку элементар¬
ных полиэдров, реализующую автоморфизм тора, 
описываемый заданной матрицей склейки. 

Матрица t-инвариантов для найденной по¬
следовательной склейки элементарных полиэдров 
равна произведению их матриц t-инвариантов. В 
[5] показано, что матрицы t-инвариантов элемен¬
тарных полиэдров порождают конечную группу 
матриц из 120 элементов. Этот факт сразу влечет, 
что число различных значений t-инварианта для 
многообразий, получаемых из двух многообразий 
отождествлением по одному тору в крае, не более 
120. 

В [5] также показано, что домножение вектора 
t(E) на эти 120 матриц дает всего 12 различных 
векторов, которые в [5] приведены. А различных 
скалярных произведений между этими 12 векто¬
рами всего четыре. Геометрически этим скаляр¬
ным произведениям соответствуют склейки двух 
экземпляров полиэдра E и нескольких элементар¬
ных полиэдров вида (23), (13) и J. Нетрудно убе¬
диться, что любой такой полиэдр является про¬
стым спайном линзы, и для любой линзы такой 
спайн можно построить. На этом пути получается 
формула для t-инвариантов линз. 

7. Уточнение координат и модифика­
ция полиэдра N 

Правило для превращения тэта-кривой с пронуме¬
рованными ребрами в букет координатных окруж¬
ностей: ребра 1 и 2 ориентировать так, чтобы они 
имели общее начало, и затем ребро 3 стянуть в 
точку. 

Оказывается, край полиэдра N дает первую 
кривую с лишней скруткой вдоль второй кривой. 
Д л я избежания этого эффекта модифицируем по¬
лиэдр N следующим образом. Приклеим к краю 
N последовательно элементарные полиэдры (23) 
и J. Полученный полиэдр обозначим N1 . Его t-
инарианты легко вычисляются умножением мат¬
риц. 

t(N1) = t(J)t(23)t(N) = 

= (2 3 _е-1 е - 2 2е-3 f . 

Отметим, что полиэдр N1 также лежит внутри 
K x I собственным образом. 

8. Доказательство теоремы 

Приведем из [5] все те 12 векторов, которые яв¬
ляются векторами t-инвариантов для всевозмож¬
ных полиэдров E с несколькими приклеенными 
элементарными полиэдрами вида (23),(13) и J. 
Несложноми вычислениями легко убедиться, что 

умножение этих векторов на матрицы t(23), t(13), 
t( J) дает опять эти векторы. 

1 

0 
0 
е 
0 

1 

0 
1 
0 

\ е 2 

/ 1 \ 
0 
1 
1 

1 

1 1 
0 
е 
0 
0 

1 
1 
0 

1 

0 

\ е 2 

/ 1 \ 
1 
0 
1 

1 

-
1 
1 

е 
0 
0 

V 0 / 
1 

0 
0 
1 

V 1 
1 
1 
0 

1 

1 
1 
е 

Эти векторы имеют естественную характери¬
стику в виде пары чисел - коэффициенты выра¬
жения координатных петель через ось полното-
рия (ленты Мебиуса в полиэдре E) как гомоло¬
гических циклов по модулю 5. Эти числа будем 
называть параметрами векторов. Векторы име¬
ют следующие параметры, соответственно: ± (1 ,1 ) , 
± ( 0 , 1 ) , ± (1 ,0 ) , ± ( 2 , 1 ) , ± ( 1 , 2), ± ( 1 , ± (2 , 
± ( 1 , _2), ± (2 , _2), ± (0 , 2), ± (2 ,0 ) , ± (2 , 2). Неодно¬
значность знаков освязана с тем, что ориентация 
осевой окружности не фиксирована. Векторы бу¬
дем обозначать Va b, где a,b - параметры вектора 
с точностью до одновременной смены знаков. 

Ниже мы воспользуемся следующим фактом о 
линзах. Пусть на краях двух полных торов выбра¬
ны букеты координатных окружностей. Склейка 
полных торов полностью определяется совмеще¬
нием координатных окружностей. Если известны 
выражения координатных окружностей через оси 
полных торов как гомологических циклов, то как 
определить параметры линзы ? Параметр p ра¬
вен определителю матрицы из упомянутых степе¬
ней. А для параметра q укажем алгоритм нахож¬
дения. Если степени относительно одного полно-
тория записаны в строку, то применяем сложение-
вычитание столбцов. Так как степени необходимо 
взаимно просты, то можно добиться в - допустим, 
верхней - строке чисел 1, 0. Тогда число под еди¬
ницей - искомое q (а под нулем - определитель p). 

Склейка любой пары таких полиэдров являет¬
ся спайном какой-то линзы. А скалярное произ¬
ведение соответствующих векторов является зна¬
чением t-инварианта этой линзы. (На этом пути 
выводится формула для t-инвариантов линз.) 

1 
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Представим вектор t( N1 ) как линейную комби¬
нацию трех векторов, соответствующих парамет¬
рам (1,0), (1,1) и (2,1), и еще некоторого вектора. 

2 

t(N1) 
е 

2 

е 
- 2 

_ ( е + е-

2 

1 
1 
1 

1 1 1 
е 0 0 
0 + 0 + 1 
0 е 0 
0 0 V е V 

+ е(2 

Слагаемые в этом разложении замечательно 
ведут себя при умножении на матрицы t(23), t(13), 
t( J) . Первое слагаемое не меняется, а остальные 
превращаются в какие-то из 12 векторов. Отсю¬
да следует возможность получить искомое зна¬
чение t-инварианта как линейную комбинацию t-
инвариантов некоторых линз и некоторого добав¬
ка. Остается проследить за результатом этого под¬
хода. 

Обозначая вектор в первом слагаемом Vo, най¬
денное разложение запишем кратко: 

t ( N i ) = _ ( е + е - 1 ) ^ + е(2Vl , o + V i ,1 + V2 , 1 ) . 

Непосредственной проверкой нетрудно убе¬
диться в выполнении следущих свойств: 

t(J)Va,b = Va-Ь, 

t(23)Va,b = Va-Ь-Ь, 

t( J)t(23)Va,b = Va-b,b, 

t(23)t( J)Va,b = Va+b,b, 

t(13)Va,b = V-a-a+Ь, 

t( J)t(13)Va,b = V-a ,a-b , 

t(13)t( J)Va,b = V - a , - a - b = Va,a+b-
Отсюда следует, что если размеченный поли­

эдр Q A , склеенный из элементарных полиэдров, 
реализует матрицу A , то t(QA)Va,b = V(a,b)A-i. 

В силу симметрии A и A - 1 дают одно и то же 
сапфировое многообразие. Это мы тоже использу-

a b 
ем. Пусть A 

d Тогда 

t(N1 )Tt(QA)t(N1) = ( _ ( е + е - 1 ) V o + 2 е ( V l , o + V l , l + V 2 , l ) T 

(_(е + е - 1 ) ^ + 2 е ^ , ь + Va+cfi+d + Via+c^+d) = ... 

Учитывая, что (е + е - 1 ) 2 = 5, V0Vuv = 2 + е = 
ел/5~, и алгоритм определения параметров линзы, 
продолжаем выкладки. 

... = _ 1 0 е 4 + е 2 ( 2 ^ , 0 + V M + V 2 , 1 ) T (2Vafi + Va+cfi+d + V2a+c,2Ь+d) = 

= _ 1 0 е 4 + е 2 ( 4 ^ Vat + 2 П 7 Х + с ^ + 2 V T o V ^ + c ^ + d + 2 ^ ^ , ь + 

+ V\'lVa+c,Ь+d + V\'J1V2a+c,2Ь+d + ^ ^ ^ a t + ^^a+cfi+d + V2^,1 V2a+c,2Ь+d) = 

= _ 1 0 е 4 + е 2 ^ ^ ) + 2t(L+d,a+c) + 2 ^ 1 ^ + ^ + ^ + 2 ^ - ь , ь ) + 

+t(La-Ь+c-d,Ь+d) + t(L2a-2Ь+c-d,2Ь+d) + 2t(La-2Ь,ь) + t(La-2Ь+c-2d,Ь+d) + t(L2a-4Ь+c-2d,2Ь+d)) = 

= е 2 ( _ 1 0 ^ 2 , 1 ) + 4t(Lь,a) + 2t(L,+d,a+c) + 2t(L2Ь+d,2a+c) + 2^-Ь,Ь) + 

+t(La-Ь+c-d,Ь+d) + t(L2a-2Ь+c-d,2Ь+d) + 2t(La-2Ь,Ь) + t(La-2Ь+c-2d,Ь+d) + t(L2a-4Ь+c-2d,2Ь+d)). 

Доказательство окончено. 

9. О связях t-инварианта с топологи¬
ческими квантовыми теориями поля 

Формально t-инвариант определяется довольно 
просто и без каких-либо ссылок на инварианты 
Тураева-Виро и какие-либо топологические кван¬
товые теории поля ( Т К Т П ) . Его замечательное 
свойство, позволяющее многообразиям с краем со¬
поставлять матричные инварианты, согласован¬
ные умножением, доказывается столь же просто. 
Хотя t-инвариант значительно менее информати¬
вен, чем первая группа гомологий, последней t-
инвариант не перекрывается. 

Существует связь t-инварианта с одним из ин¬
вариантов Тураева-Виро, а тем самым и с соответ¬
ствующей Т К Т П . Эта связь делает t-инвариант и 
его матричную версию не столь самостоятельны-

ми и независимыми. С одной стороны, можно гово¬
рить, что это всего лишь частный случай из огром¬
ного числа родственных и многих более мощных 
инвариантов. А с другой, - разбираясь с загадоч¬
ным поведением этого простого и "бедного" инва¬
рианта, мы можем рассчитывать и на прояснение 
поведения родственных ему инвариантов. 

Где тут, собственно, Т К Т П ? Если многообра¬
зия с краем с кусками спайнов внутри и с выделен¬
ными графами рассматривать не как инструмент 
для вычислений значения t-инвариантов многооб­
разий, а рассматривать как самостоятельный объ¬
ект для изучения, то это и будет изучением соот¬
ветствующей Т К Т П . Смысл таких объектов весь¬
ма неочевиден. По крайней мере, видно, что мно¬
жество таких объектов гораздо более обширно, 

c 
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чем многообразий без этих дополнительных струк¬
тур. А для больщинства аналогичных инвариан¬
тов соответствующие Т К Т П имеют дело с еще бо¬
лее необозримыми множествами объектов. Здесь 
t-инвариант оказывается интересным как пример, 
позволяющий входить в тематику Т К Т П ценой 
сравнительно небольших вычислений. 
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В Е Р Х Н И Е О Ц Е Н К И С Л О Ж Н О С Т И М Н О Г О О Б Р А З И Й , С К Л Е Е Н Н Ы Х И З Д В У Х 
М Н О Г О О Б Р А З И Й З Е Й Ф Е Р Т А С Б А З О Й Д И С К И Д В У М Я О С О Б Ы М И С Л О Я М И 

Е. А. Фоминых 

U P P E R B O U N D S O F C O M P L E X I T Y F O R G R A P H - M A N I F O L D S O B T A I N E D B Y 
G L U I N G T O G E T H E R T W O S E I F E R T M A N I F O L D S F I B E R E D O V E R T H E DISC W I T H 

T W O E X C E P T I O N A L F I B E R S 
E. A. Fominykh 

В работе доказана формула, позволяющая вычислять верхние оценки сложности граф-многообразий, 
склеенных из двух многообразий Зейферта с базой диск и двумя особыми слоями. 

We prove a formula for an upper bound of complexity of graph-manifolds obtained by gluing together two 
Seifert manifolds fibered over the disc with two exceptional fibers. 

Ключевые слова: трехмерные многообразия, сложность. 
Keywords: 3-manifolds, complexity. 

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (проект № 10-01-96035) и Программы, выполняемой сов­
местно Институтом математики и механики УрО РАН и Институтом математики СО РАН (проект № 09-С-1-
1007). 

1. Введение 

Пусть М — компактное трехмерное многооб­
разие. Напомним [1], что подполиэдр P С M назы­
вается спайном многообразия M, если либо дМ = 
0 и многообразие М \ P гомеоморфно дМ х (0,1], 
либо дМ = 0 и многообразие М \ P гомеоморф-
но открытому шару. Спайн P называется почти 
простым, если линк каждой его точки вклады¬
вается в полный г р а ф K4 с четырьмя вершина¬
ми. Точки, линки которых гомеоморфны графу 
K 4 , называются истинными вершинами спайна 
P. О'ложность с(М) многообразия М определя¬
ется как минимальное возможное число истинных 
вершин почти простого спайна многообразия. 

Задача вычисления сложности трехмерных 

многообразий является весьма трудной. В насто¬
ящее время точные значения сложности извест¬
ны только для табличных многообразий [2] и для 
нескольких бесконечных серий многообразий [3¬
7]. Поэтому проблема построения "потенциально 
точных" верхних оценок сложности довольно ак¬
туальна. Важные результаты в этом направлении 
были получены в работах [8-12]. В данной работе 
доказана формула, анонсированная в [13], позво¬
ляющая вычислять потенциально точные верхние 
оценки сложности граф-многообразий, склеенных 
из двух многообразий Зейферта с базой диск и 
двумя особыми слоями. 
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2. Верхние оценки сложности 

Будем говорить, что замкнутое ориентируемое 
граф-многообразие принадлежит классу Л тогда 
и только тогда, когда JSJ-разбиение этого много­
образия состоит из двух многообразий Зейферта с 
базой диск D 2 и двумя особыми слоями каждое. 
Пусть G — множество всех целочисленных мат¬
риц порядка 2 с определителем _ 1 . Многообразия 
класса Л удобно задавать меченными молекулами 
вида ( М Ь М 2 , А ) , где 

М 1 = ( D 2 , (p1,q1), (p2,q2), 
М2 = ( D 2 , (ps,qs), (P4,q4), (1 , t2 ) ) , 

A £ G, 

(pi,qi) — пары взаимно простых целых чисел, 
t 1 , t 2 £ Z . Известно, что меченная молекула 
( М1 , М2 , A) полностью определяет некоторое мно¬
гообразие М £ Л следующим образом. Рассмот¬
рим две копии N1

2, N2

2 двумерного диска D2 с 
двумя удаленными открытыми дисками. Гранич¬
ные окружности этих поверхностей обозначим че¬
рез С1,С2,С и сз,С4,с" соотвественно. Ориентиру­
ем поверхности N2, N | и многообразия N 2 х S1, 
N | х S 1 . На каждом торе Ti Ci х S1, 1 < i < 4, 
выберем систему координат, состоящую из ориен¬
тированных меридиана iii = ci х {*} и параллели 
Xi = {*} х S1. Ориентация меридиана индуциро¬
вана ориентацией соответствующей ему поверхно¬
сти N 2 ; параллель ориентируем так, чтобы вме¬
сте с внутренней нормалью к тору Ti меридиан и 
параллель давали выбранную ориентацию много¬
образия N 2 S1 . Аналогичным образом выберем 
системы координат ц', А' и ц", А", соответственно 
на торе T' = с' х S1 и торе T'' = с'' х S1. Наконец, 
заменим две последние системы координат на си¬
стемы /л'(А')*1 ,А' и / / ' (А")* 2 ,А ' ' . Итак, мы задали 
системы координат на граничных торах многооб¬
разий N 2 х S1, N | х S 1 . Дальнейшее построение 
разбивается на два шага. На первом шаге мы полу¬
чаем многообразия М1 и М , приклеивая к N1 S1  

и N | х S1 полные торы Vi = D2 х S1, 1 < i < 4, по 
гомеоморфизмам hi : дVi — Ti, каждый из кото­
рых переводит меридиан дD2 х {*} полного тора Vi 
в кривую типа (p i, qi). На втором шаге мы получа¬
ем многообразие М, склеивая между собой много¬
образия М1 и М2 по гомеоморфизму p : T' — T'', 
задаваемому матрицей A. 

Будем говорить, что меченная молекула 
( М1 , М2 , A) многообразия класса Л приведена, ес¬
ли t1 = t2 = _1 и параметры (pi, qi) особых слоев 
удовлетворяют условию pi > qi > 0, 1 ^ i ^ 4. 

Известно, что граф-многообразие не меняется 
при следующих операциях над меченной молеку¬
лой: 

X\) перенумерация особых слоев одного атома; 

X 2 ) удаление или вставка неособого слоя атома 
типа (1 , 0) ; 

X 3 ) замена двух пар параметров (pi,qi), (pj,qj), 
i = j, слоев одного атома на пары (p i, qi + pi), 

X4) замена матрицы A, отвечающей выходя¬
щему из атома ребру, и пары параметров 
Opi,qqi) слоя этого же атома на матрицу A • 

и пару (pi, qi + еpi) , где е = ± 1 ; 

X 5 ) замена матрицы A , отвечающей входящему 
в атом ребру, и пары параметров (p i, q i) слоя 

1 0 ' 
этого же атома на матрицу 

пару (pi, qi + еpi) , где е = ± 1 . 

1 1 A 

Несложно показать, что операций X1 - X5 
достаточно для преобразования произвольной ме¬
ченной молекулы многообразия класса Л в приве¬
денную молекулу этого же многообразия. 

Пусть S( p, q) — сумма всех неполных частных 
в разложении числа p/q в непрерывную дробь, где 
p, q — натуральные числа. К а ж д о й матрице A £ G 
сопоставим число 

£(A) = S(\a\ + \Ъ\, \с\ + \d\). 

Следующая теорема представляет основной 
результат статьи. 

Т е о р е м а . Пусть ( M l , M 2 , A ) — привед енная 
меченная молекула многообразия М £ Л. Тогда 

4 
с(М) < max{£(A) _ 2,0} _ S (pi,qi). 

i=1 

3. Построение спайнов 

3.1. П р о с т ы е о т н о с и т е л ь н ы е спайны 

Тэта-кривой в С T на двумерном торе T будем 
называть граф, гомеоморфный окружности с диа¬
метром, дополнение T \ в к которому есть откры¬
тый диск. Обозначим через G(T) множество всех 
тэта-кривых на T. Хорошо известно, что произ¬
вольную тэта-кривую на торе можно преобразо¬
вать в любую другую тэта-кривую при помощи 
изотопии и так называемых флип-преобразований 
(см. рис. 1). 

Рис. 1. Флип-преобразование 

Пусть М компактное ориентируемое трех¬
мерное многообразие с фиксированным графом 
Г С дМ. Г р а ф Г будем называть узором на крае 
многообразия М. Обозначим через T класс всех 
таких многообразий ( М, Г) , у которых каждая 
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компонента T края дМ является двумерным то¬
ром, а T П Г есть тэта-кривая. 

Подполиэдр P С М называется относитель­
ным спайном многообразия (М, Г) £ T , если вы­
полнены три условия: 

1. М \ P есть открытый шар. 

2. дМ С P. 

3. дМ П Cl(P \ дМ) = Г. 

Относительный спайн P называется простым, ес¬
ли линк каждой точки x £ P гомеоморфен либо 
окружности (такая точка x называется неособой), 
либо окружности с диаметром (такая точка x на¬
зывается тройной точкой), либо графу К4. 

Кратко напомним три примера простых от¬
носительных спайнов многообразий класса T , по­
строенных в [14]. Оказывается [15], с их помощью 
можно построить простой спайн любого замкнуто¬
го граф-многообразия. 

П Р И М Е Р 1. Пусть V — полноторие с фиксиро­
ванным меридианом /л. Выберем простую замкну­
тую кривую £ на дV, д в а ж д ы пересекающую /л 
в одном и том же направлении. Заметим, что £ 
разбивает / на две дуги. Рассмотрим тэта-кривую 
ву С дV, состоящую из кривой £ и одной из дуг ме­
ридиана /л. Тогда многообразие (у,ву) имеет про¬
стой относительный спайн без внутренних истин¬
ных вершин, образованный вложенным в полното-
рие V листом Мёбиуса и частью меридионального 
диска, ограниченного меридианом /л (рис. 2a). 

П Р И М Е Р 2. Пусть в1 ,в2 — такие тэта-кривые 
на торе T, что в2 получается из в1 одним флип-
преобразованием. Тогда многообразие 

(T х [0,1], (в1 х {0}) U (в2 х {1})) 

имеет простой относительный спайн P с одной 
внутренней истинной вершиной (на рисунке 2(b) 
тор T представлен в виде квадрата с отождеств¬
ленными сторонами). Заметим, что P удовлетво¬
ряет следующим условиям: 

• для каждого t £ [0,1/2) тэта-кривая в*, где 
P П (T х {t}) = et х {t}, изотопна в 1 ; 

• для каждого t £ (1/2,1] тэта-кривая в* изо¬
топна в2; 

• PП (T х {1/2}) есть букет двух окружностей. 

П Р И М Е Р 3. Пусть N2 — диск с двумя удален¬
ными открытыми дисками. Выберем в N2 произ¬
вольную внутреннюю точку и соединим ее дугой 
с каждой компонентой края так, чтобы эти 
дуги не имели общих внутренних точек. Постро¬
енный букет трех отрезков обозначим через Y. В 
многообразии N2 S1 рассмотрим полиэдр P, яв¬
ляющийся объединением х S 1 ) , N 2 х {*} и 
Y х S1. При этом удобно считать, что объедине­
ние ( N 2 х {*}) U (Y х S1) получается приклей­
кой Y х [0,1] к N2 х {*} посредством отображения 
ф : (Y х {0}) U (Y х {1}) — N2 х {*}. К сожалению, 
полиэдр P не является простым. Это легко испра¬
вить, меняя приклеивающее отображение ф так, 
чтобы образы букетов Y х {0} и Y х {1} пересека­
лись в точке, лежащей внутри их ребер (рис. 2(c)). 
Тогда новый полиэдр P является простым отно¬
сительным спайном с тремя внутренними истин¬
ными вершинами многообразия (М, Г) £ T , где 
М = N2 х S 1 и Г = дМ П Cl(P \ дМ). 

(а) (Ь) 
Рис. 2. Примеры простых относительных спайнов 

3.2. О п е р а ц и я сборки 

Пусть (М, Г) и (М', Г ' ) — два многообразия из 
множества T с непустыми краями и простыми от¬
носительными спайнами P и P'. Выберем два тора 
T С дМ, T' С дМ' и гомеоморфизм p : T — T 
переводящий тэта-кривую в = T П Г в тэта-кривую 
в' = T' П Г ' . Тогда можно построить новое мно¬
гообразие (W, А) £ T , где W = М U v М' и 

А = ( Г \ в ) и ( Г ' \ в ' ) . Простой относительный спайн 
многообразия (W, А) получается склейкой спайна 
P со спайном P' при помощи гомеоморфизма p и 
удалением из объединения P U v P' открытого дис¬
ка, являющегося отождествлением диска T \ в с 
диском T' \ в'. Будем говорить, что многообразие 
(W, А) получается сборкой многообразий (М, Г) и 
( М Г ' ) . 

Известно, что операции сборки достаточно для 
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построения простого относительного спайна мно¬
гообразия ( W, А) в общем случае, когда тэта-
кривые p ( в) и в' не изотопны. Введем на мно¬
жестве @(T) всех тэта-кривых на торе T функ­
цию расстояния d полагая, что для данных тэта-
кривых в, в' £ @(T) число d^, в') равно наи¬
меньшему числу флип-преобразований необходи¬
мых для перехода от в к в'. 

Л е м м а 1 [11, л е м м а 6]. Пусть (М, Г) и 
(М', Г') — два многообразия из множества T с 
непустыми краями, имеющие простые относи­
тельные спайны с v и v' внутренними истинны­
ми вершинами. Пусть p : T — T' — такой го­
меоморфизм тора T С дМ на тор T' С дМ', что 
тэта-кривые р(в) и в', где в = TП Г и в' = T' П Г', 
не изотопны. Тогда многообразие (W, А) , где W = 
М Uv М' и А = (Г \ в) U (Г' \ в'), имеет простой 
относительный спайн с v + v' + d(p^), в') внут¬
ренними истинными вершинами. 

4. Вычисление расстояний м е ж д у 
тэта-кривыми 
Д л я вычисления расстояния d между тэта-
кривыми на торе мы будем использовать клас¬
сическую идеальную триангуляцию Фарея F ги­
перболической плоскости Н 2 . В качестве модели 
плоскости Н 2 рассмотрим верхнюю полуплоскость 
комплексной плоскости C, ограниченную абсолю¬
том дН2 = R U {ж}. Множество вершин триангу¬
ляции F состоит из точек Q U {1/0} С дН2, где 
1/0 = ж. При этом две вершины a/c,b/d соеди­
нены ребром (геодезической в Н 2 ) тогда и только 
тогда, когда ad — bc = ± 1 . Д л я удобства изображе¬
ния на рисунке 3 приведен образ гиперболической 
плоскости Н 2 и триангуляции F при отображении 
z — (z — i)/(z + i) . 

Рис. 3. Идеальная триангуляция гиперболической плоскости 

Построим отображение Ф м ,л множества @(T) 
на множество всех треугольников триангуляции 
F, зависящее только от выбора системы коорди¬
нат /1, X на двумерном торе T. Д л я этого рассмот­
рим отображение ф^^\, которое каждой нетриви­
альной простой замкнутой кривой /лаХв на T со­
поставляет точку а/в £ д Н 2 (ориентация кривой 
не важна) . Заметим, что любая тэта-кривая в на 
T содержит три нетривиальные простые замкну¬
тые кривые £ ь £ 2 , £ з , к аждая из которых состоит 
из двух ребер тэта-кривой в. Так как индекс пере¬
сечения любых двух кривых £i,£j, i = j , равен ± 1 , 
то точки V V . A ( £ 1 ) , ( £ 2 ) , Ф»,\(£з) являются вер­
шинами некоторого треугольника а триангуляции 
Фарея. Итак, мы полагаем Ф м ,л(в) = а. 

Определим расстояние между треугольника¬
ми триангуляции Фарея как число ребер един¬
ственного простого пути в двойственном графе £ 
триангуляции, соединяющего вершины, лежащие 
в данных треугольниках (путь единственный, по¬
скольку £ есть дерево). Ключевое для конкрет¬
ных вычислений наблюдение заключается в том, 
что при любом выборе системы координат на то¬
ре расстояние между тэта-кривыми совпадает с 

расстоянием между соответствующими им тре¬
угольниками из F. Это следует из того, что ес¬
ли тэта-кривая в' получается из тэта-кривой в од¬
ним флип-преобразованием, то соответствующие 
им треугольники имеют общее ребро. 

Приведем два примера вычисления расстоя¬
ний между треугольниками триангуляции Фарея. 
Обозначим через а(а1/в1,а2/в2,аз/вз) треуголь­
ник с вершинами а 1 / в ь а2/в2, аз/вз, через а(а/в) 
— ближайший к а (0/1,1/0,1/1) треугольник сре¬
ди всех треугольников, имеющих вершину в точке 
а/в. 

Л е м м а 2 [11, л е м м а 2]. Для любого по­
ложительного рационального числа p/q расстоя¬
ние между треугольником а(0/1, 1/0, 1/1) и тре¬
угольником a(p/q) равно S(p, q) — 1, где S(p, q) — 
сумма всех неполных частных в разложении чис¬
ла p/q в непрерывную дробь. 

Рассмотрим второй пример. Сопоставим каж-
a b 

дой целочисленной матрице A = I d 
определителем ± 1 ребро CA триангуляции Фа-
рея с вершинами a/ и b/d. Обозначим через 
а+ и а - примыкающие к ребру CA треугольники 

90 



Вестник КемГУ № 3/1 2011 Геометрия трехмерных многообразий 

a(a/c, b/d, (a + b)/(c + d) и a(a/c, b/d, (a — b)/(c — 
d). Аналогично, единичная матрица E определя­
ет треугольники а+ = а (0/1,1/0, 1/1) и а - = 
а(0/1, 1/0, —1/1). В следующей лемме мы предъ¬
являем явную формулу для нахождения наимень¬
шего расстояния между парами треугольников 
( а + , а - ) и ( а + , а - ) . 

Л е м м а 3 [11, л е м м а 3 (i)]. 

min , а\) = max(£(A) — 2, 0) 

5. Доказательство Теоремы 

Пусть (М1, М2, A) — приведенная меченная моле¬
кула многообразия М £ Л. Д л я упрощения дока¬
зательства теоремы выделим наиболее существен¬
ные моменты в отдельные утверждения. 

В параграфе 2 мы построили многообразия 
N1

2 S1 , N2

2 S1 , все компоненты края которых 
снабжены системами координат. Склеим эти мно¬
гообразия по гомеоморфизму p : T' — T'', задава¬
емому матрицей A. Полученное многообразие обо¬
значим через Мо. 

Зададим узор Го на крае многообразия Мо. 
Д л я этого мы введем понятие базовой тэта-
кривой. Пусть T — тор с фиксированной системой 
координат /, X. Тэта-кривая в на торе T называ¬
ется базовой, если кривые / и X изотопны кри¬
вым, содержащимся в в. С точностью до изото¬
пии существует ровно две базовые тэта-кривые: 
положительная и отрицательная. Базовую тэта-
кривую будем называть положительной и обозна¬
чать в+, если Ф м ,л (в+) = а + . Аналогично, базовая 
тэта-кривая в - называется отрицательной, если 
Ф м л ( в - ) = а - . В качестве узора Го выберем объ¬
единение четырех положительных базовых тэта-
кривых в+ С Ti, 1 ^ i ^ 4, на крае многообразия 

Мо. 

П р е д л о ж е н и е 1. Описанное выше многооб¬
разие (Мо, Го) имеет простой относительный 
спайн с max(£(A) — 2, 0) + 6 внутренними истин¬
ными вершинами. 

Доказательство. На каждом из граничных 
торов T', T'' зададим узор, являющийся базовой 
тэта-кривой. Тип (положительный или отрица¬
тельный) базовых тэта-кривых в' С T', в'' С 
T'' выбирается так, чтобы число d^^')^") бы¬
ло наименьшим из возможных. Из леммы 3 сле¬
дует, что d ( p ^ ' ) , в ' ' ) = max(£(A) — 2,0). Нам 
осталось показать, что каждое из многообразий 
( N 2 х S 1 ^ U в+ U в'), (N 2

2 х S\в+ Uв+ Uв") име¬
ет простой относительный спайн с 3 внутренними 
истинными вершинами. Достаточно рассмотреть 
первое многообразие. 

Напомним, что на каждом торе T i , 1 ^ i ^ 2, 
выбрана система координат Xi, тогда как на то­

ре T' выбрана система координат /'(X')-1, X'. Ес¬
ли вернуться к первоначальной системе коорди¬
нат / ' , X' тора T', то пользуясь методом приме¬
ра 3 можно построить два простых относитель¬
ных спайна многообразия N1

2 S1 , которые ин¬
дуцируют узоры на д( N1

2 S1 ) , состоящие либо из 
двух положительных и одной отрицательной, ли¬
бо из одной положительной и двух отрицательных 
базовых тэта-кривых. Можно считать, что на то¬
ре T' эти спайны индуцируют отрицательные ба¬
зовые тэта-кривые. Поэтому в системе координат 
/ '(X')-1, X' на торе T' эти же спайны индуцируют 
узоры на д( N1

2 S1 ) , состоящие либо из трех поло¬
жительных, либо из двух положительных и одной 
отрицательной базовых тэта-кривых в+ ,в+ ,в'. 

П р е д л о ж е н и е 2 [11, п р е д л о ж е н и е 2]. 
Пусть T — компонента края многообразия 
(М, Г) £ T с фиксированной системой коорди¬
нат. При этом T П Г есть положительная базо¬
вая тэта-кривая на T. Предположим, что мно¬
гообразие (М, Г) имеет простой относительный 
спайн с v внутренними истинными вершинами. 
Тогда многообразие (W, А) , получающееся заклей¬
кой компоненты T края дМ полноторием с пара¬
метрами (p, q), где p > 0, q > 0 и А = Г \ (T П Г) , 
имеет простой относительный спайн с S(p, q) — 
2 + v внутренними истинными вершинами. 

Доказательство Теоремы. Последовательно 
применяя предложения 1 и 2 мы построим простой 
спайн многообразия М с max{£(A) — 2, 0} — 2 + 

4 
+ S S(pi,qi) внутренними истинными вершинами. 

i=1 
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В статье дается краткий обзор специальных групп голономии римановых пространств, подробно 
описаны явные конструкции римановых метрик с группой голономии Spin(7) и G2-
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1. Введение 
Изучение геометрических и топологических 
свойств римановых многообразий со специальны­
ми группами голономии является одной из акту­
альных и интереснейших задач современной д и ф ­
ференциальной геометрии. В этом направлении 
уже получено много результатов, например клас­
сификацию собственно групп голономии можно 
считать завершенной. Однако до сих пор нет пол¬
ного ответа на вопрос: при каких условиях на дан¬
ном многообразии существует риманова метрика с 
предописанной специальной группой голономии? 
Особенно остро стоит эта проблема для специ¬
альных групп голономии Spin(7) и G2 . С другой 
стороны, примеров таких пространств известно 
также очень мало, компактные примеры были по¬
строены лишь в [1-7], причем все конструкции 
являются неявными. 

С некомпактными пространствами дело обсто¬
ит лучше: существуют метрики с группами голо-
номии Spin(7) и G2, явно выраженные в квадра­
турах, или с явно описываемой структурой. Более 
того, эти метрики играют свою роль в математи¬
ческой физике. 

Цель данной статьи — дать краткий обзор спе¬
циальных групп голономии, подробно описав из¬
вестные конструкции римановых метрик с груп¬
пой голономии Spin(7) и G2 на некомпактных про¬
странствах. 

Статья начинается с базовых определений 
и с описания классификации групп голономии 
римановых пространств. Далее описываются 3-
сасакиевы многообразия, играющие важную роль 
при построении примеров. Завершает статью ос¬
новной ее раздел, посвященный описанию приме¬
ров. К а к выяснилось сравнительно недавно, прак¬
тически все известные примеры некомпактных 

пространств с группой голономии Spin(7) хоро¬
шо укладываются в одну схему, где концепция 3-
сасакиева пространства играет центральную роль. 
Схема описывается в подразделе 4.1, а в подразде¬
ле 4.2, описывается как предлагаемая схема может 
быть видоизменена для того, чтобы построить ри-
мановы метрики с группой голономии G2. 

Хотя описанные результаты были по отдельно¬
сти опубликованы, но в едином виде, под одним уг¬
лом зрения данные результаты публикуются впер¬
вые. 

2. Классификация групп голономии 
римановых пространств 

Пусть M = Mn — связное n-мерное риманово 
многообразие без края с римановой метрикой g. 
Метрика g однозначно определяет связность Ле-
ви — Чивита V в TM. Везде в дальнейшем мы 
будем подразумевать на римановых многообрази¬
ях именно эту аффинную связность. 

Фиксируем точку p € M. Пусть A(t), t € [0, 1] 
— кусочно C 1 -гладкая замкнутая петля с верши­
ной в точке p, т.е. А(0) = А(1) = p. Обозначим 
через т(А) параллельный перенос вдоль кривой А 
относительно связности V. В силу свойств связ¬
ности Леви — Чивита (инвариантность римановой 
метрики при параллельном переносе), т(А) явля¬
ется ортогональным преобразованием касательно¬
го пространства TpM. 

Группой голономии риманова многообразия 
(M,g) в точке p называется подгруппа H o l p ( M ) 
ортогональной группы O(TpM), состоящая из пре¬
образований вида т( А) , где А — произвольная ку¬
сочно C 1 - гладкая петля с вершиной в точке p. 
Если при этом рассмотреть только стягиваемые 
петли, то мы получим ограниченную группу голо-
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номии HoiP(M) в точке p. Можно показать, что 
HoiP(M) является связной компонентой единицы 
группы H o l p ( M ) . 

Если выбрать другую точку q и соединить 
ее кривой а с точкой p, то нетрудно понять, 
что Hol q(M) = т(a)Holp(M)т(а)-1 и, аналогич­
но, Hol° (M) = т(a)Holp(M)т(а)-1. Таким обра¬
зом, с точностью до класса сопряженности (огра¬
ниченная) группа голономии не зависит от выбора 
фиксируемой точки, и поэтому мы отождествим 
O(TpM) с O(n) и будем писать Hol = Hol (M) С 
С O(n) или H o l 0 = Hol°(M) С SO(n) не ука­
зывая точку p. Действие группы Hol (Hol°) на 
TpM = R n задает представление (ограниченной) 
группы голономии, которое называется (ограни¬
ченным) представлением голономии. В случае, 
если Hol( M) является собственной подгруппой в 
O(n), то принято говорить, что риманово многооб¬
разие Mn обладает специальной группой голоно-
мии, или, что группа голономии Mn редуцируется 
к подгруппе Hol(M). 

Следующая теорема проясняет структуру 
ограниченной группы голономии риманова много¬
образия. 

Т е о р е м а 1. [8] Ограниченная группа голо­
номии HoP произвольного риманова многообра¬
зия M является компактной подгруппой группы 
O(n). 

Аналогичный результат для группы Hol неве¬
рен, даже если M компактно [9]. В дальнейшем, 
если не оговорено противное, мы всегда будем 
предполагать, что риманово многообразие M од-
носвязно и, в частности, Hol°(M) = Ho l (M) . 

Возникает вопрос: какие группы Ли являют¬
ся группами голономии односвязных римановых 
многообразий? Ниже мы рассмотрим этот вопрос 
подробнее. 

Представление голономии риманова многооб¬
разия M называется неприводимым (мы, не со¬
всем строго, будем говорить, что сама группа Hol 
неприводима), если не существует собственного 
инвариантного относительно Hol подпространства 
в TpM. В противном случае, говорим, что пред¬
ставление голономии (или сама группа голоно-
мии) является приводимым. Если M = Mi х M2 и 
g = gi +g2, т. е. (M, g) является прямым произведе­
нием римановых многообразий (M i , g i ) и (M2,g2), 
то очевидно, что Hol (M) = H o l ( M 1 ) х H o l ( M 2 ) , 
причем представление голономии M приводимо и 
разлагается в сумму соответствующих представ¬
лений M1 и M2. 

Теорема разложения де Рама показывает, что 
при условии полноты риманова многообразия вер¬
но и обратное: 

Т е о р е м а 
многообразие 

лономии. Пусть 

TpM = Vi ® ... ® Vr, 

где r > 2, Vj =0 для всех j . Тогда (M,g) локально 
изометрично прямому произведению (Rkl ,gi) х 

х (Rkr,gr), где kj = dim Vj, и HoP°(M) = H1 х 
х Hr, где Hj С O(Vj,gj). 
Более того, если (M, g) односвязно и полно, 

то ( M, g) (глобально) изометрично произведению 
(Mi,gi) х ... х (Mr, gr), причем группа Hj явля¬
ется группой голономии (Mj, gj). 

Пусть ho l p (M) = hol p = hol — алгебра Ли 
группы голономии Holp, называемая алгеброй го-
лономии риманова многообразия M. Интуитивно 
понятно, что наличие специальной группы голоно-
мии накладывает ограничение на геометрию мно¬
гообразия, поэтому можно ожидать наличие тес¬
ной связи между редукциями группы голономии 
и симметриями тензора кривизны. Эта связь объ¬
ясняется следующей теоремой Амброза-Зингера. 

Т е о р е м а 3. [11] Алгебра голономии hol p пред­
ставляет собой подалгебру алгебры Ли so(TpM), 
порожденную операторами вида 

(т (А))-1 о Rq (X,Y) о т (А), 

где q € M, X,Y € Tq(M), А — произвольный 
C1 -кусочно гладкий путь, с началом p и концом 
q, а через Rq (X, Y) мы обозначаем эндоморфизм 
V t-^ R(X,Y)V касательного пространства TqM. 

Идея доказательства теоремы 3 основана на 
классической формуле, связывающей параллель¬
ный перенос и тензор кривизны. А именно - пред¬
положим, что в точке p € M заданы два касатель¬
ных вектора X, Y € TpM. Рассмотрим замкнутый 
«квадратный» контур Г е со стороной е > 0, выхо¬
дящий из точки p в направлении X и входящий в 
точку p в направлении —Y. Чтобы построить та¬
кой контур, достаточно продолжить векторы X, Y 
до координатных полей, и движение вдоль коор¬
динатных линий (0, 0) - ( е, 0) - ( е, е) - (0, е) -
(0, 0) даст требуемый контур. Обозначим парал¬
лельный перенос вдоль Г е через те. Тогда для лю¬
бого вектора V € TpM 

d 
de 

\е=°(тЕ^ ))= R(X,Y )V 

2. [10] Пусть (M, g) — риманово 
приводимым представлением го-

Понятно, что однопараметрическое семейство пре¬
образований те можно рассматривать как кривую 
в группе SO(TpM), поэтому оператор кривизны 
R( X, Y) оказывается элементом алгебры holp. 

Теперь определим понятие лассо с началом в 
точке p. Д л я этого рассмотрим точку q € M и 
кривую а, соединяющую точки p и q. В точке q 
как и выше рассмотрим замкнутый координатный 
контур re(q), порожденный некоторой парой каса¬
тельных в точке q векторов. Тогда лассо назовем 
кривую а - 1 о re(q) о а. Можно доказать, что если 
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рассмотреть произвольную петлю 7 на многообра¬
зии M с начальной точкой p, то ее можно сколь 
угодно близко аппроксимировать композицией ко¬
нечного числа таких лассо. Предыдущая формула 
немедленно дает утверждение теоремы. 

Особенно удобно применять теорему 3, если 
воспользоваться методом Картана подвижного ре¬
пера. Предположим, что на римановом многообра¬
зии M (локально) задан ортонормированный коре-
пер e1,..., en, т .е. ds2 = YLn

=1(e%')2. Форма связно­
сти uj однозначно определяется соотношениями 

de1 = —uj A ej, uj = —uj. 

Тогда форма кривизны Qj = - Rjkiek A el находит¬
ся по формулам 

Qj = duj + uj A ujj. 

Форму кривизны Q можно рассматривать как 
2-форму со значениями в so (n) (поскольку 
Qj = —Qj), точно так же, как форма связности 
u может быть рассмотрена как 1-форма со зна¬
чениями в so(n). При этом значение формы Q 
на паре касательных векторов X, Y совпадает ко-
сосимметрическим оператором R(X, Y), а значе¬
ние u на касательном векторе X может быть про¬
интерпретировано следующим образом. Рассмот¬
рим кривую 7(t), 7(0) = p, 7/(0) = X. Рассмот¬
рим вектор V € TpM и его координатное пред¬
ставление V = (v1,... ,vn), где v% = el(V). Пусть 
Vt € TY(t)M — результат параллельного переноса 
вектора V вдоль кривой 7, рассмотрим его коорди¬
наты Vt = (vj,... ,vn), vt = el(Vt). Предположим, 
что 

( v ] , v n ) T = At • ( v 1 , v n ) T , At € SO(n). 

Тогда 

) = dft \t=°(At) . 

В этом случае Теорема 3 позволяет получить сле¬
дующий простой критерий. 

Т е о р е м а 4. Предположим, что риманово 
многообразие покрыто системой окрестностей, в 
каждой из которых определен ортонормирован-
ный корепер e1, .. . ,en и соответствующие фор¬
мы связности и кривизны удовлетворяют следу¬
ющему условию: 

{u(X,Y), Q(X )\p € M; X,Y € TpM )so{n) = g С so(n). 

Тогда алгебра g является алгеброй голономии ри-
манова многообразия M. 

Важный пример римановых многообразий со 
специальными группами голономии доставляют 
симметрические пространства. А именно - если 
M = G/H — симметрическое пространство, где 
( g, h) — симметрическая пара, то H — группа го-
лономии M, а представление изотропии H совпа¬
дает с представлением голономии. 

Следующая теорема, являющаяся основой 
классификации групп голономии римановых про¬
странств, была доказана Берже. 

Т е о р е м а 5. [12] Пусть M — односвязное 
неприводимое риманово многообразие размерно¬
сти n, не являющееся симметрическим. Тогда 
имеет место один из следующих случаев: 

1) Hol(M) = SO(n), 
2) n = 2m, где m > 2 и 

Hol(M) = U(m) С SO(2m), 
3) n = 2m, где m > 2 и 

Hol(M) = SU(m) С SO(2m), 
4) n = 4m, где m > 2 и 

Hol(M) = Sp(m) С SO(4m), 
5) n = 4m, где m > 2 и 

Hol(M) = Sp(m)Sp(1) С SO(4m), 
6) n =7 и Hol(M) = G2 С SO(7), 
7) n = 8 и Hol(M) = Spin(7) С SO(8), 

где все указанные группы действуют в R n стан¬
дартным способом. 

Список групп, перечисленных в теореме, при¬
нято называть списком Берже. Перед тем, как 
кратко описать все геометрии, возникающие из 
групп голономии списка Берже, дадим следую¬
щий очень полезный критерий. Пусть тензор¬
ное поле T типа (k, l) задано на M глобаль¬
но, рассмотрим петлю 7 в M с начальной точ¬
кой p € M. Тогда по определению параллельно¬
го переноса тензорного поля для любых векторов 
v1, . . . ,vj € TpM мы имеем: PY (T )(v1,..., vj) = 
= (T(P-1(v1),... ,P-1(vj))). Следующее пред¬
ложение очевидно. 

П р е д л о ж е н и е 1. Предположим, что группа 
Ли G С SO(n) описывается следующим образом: 

G = {ф € SO(n)\4>(t)= t}, 

где t — некоторая полилинейная векторозначная 
форма на R n (либо t — некоторое линейное про­
странство форм указанного вида), а ф(Ь) обозна¬
чает стандартное действие отображения ф € 
SO(n) на форме (либо на пространстве форм) t. 

В описанных условиях риманово n-мерное 
многообразие M имеет группу голономии, лежа¬
щую в G тогда, и только тогда, когда на M 
существует глобально определенное параллель¬
ное тензорное поле T (либо параллельное линей¬
ное пространство тензорных полей T), в каждой 
точке изоморфное t. 

Ниже следует краткое описание геометрий из 
списка Берже. 

О б щ и й случай: Hol = SO(n). На любом мно¬
гообразии M римановы метрики с группой голо-
номии SO(n) образуют открытое всюду плотное 
множество относительно любой естественной то¬
пологии. 

К э л е р о в ы многообразия: Hol = U(m). Ри-
маново многообразие Mn называется кэлеровым, 
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если на нем существует параллельная невырож­
денная 2-форма из, называемая кэлеровой формой. 
В этом случае представление голономии сохраня­
ет форму и и, следовательно, группа голономии 
содержится в U(m). Можно ввести параллельную 
почти комплексную структуру J, J2 = —1 соотно­
шением из(Х, Y) = g(X, J(Y)), X,Y e TM и дока­
зать ее интегрируемость. Таким образом, по теоре­
ме Ньюлендера — Ниренберга [13] на M возникает 
комплексная структура. 

Обратно, если на комплексном многообразии 
задана риманова метрика, согласованная с ком¬
плексной структурой (т.е. оператор J сохраняет 
скалярное произведение), то можно соотношением 
u(X,Y) = g(X,J(Y)), X,Y e TM ввести эрмито­
ву форму и. В этом случае имеет место следующее 
утверждение: 

П р е д л о ж е н и е 2. В описанной ситуации, эр­
митова форма и (а вместе с ней и комплексная 
структура J) параллельна тогда и только тогда, 
когда она замкнута: 

а1из = 0. 

Таким образом, вместо переопределенного, 
как правило, условия параллельности формы, на 
комплексном многообразии для построения кэле-
ровой структуры достаточно исследовать условие 
ее замкнутости. 

С п е ц и а л ь н ы е к э л е р о в ы м н о г о о б р а з и я , 
или м н о г о о б р а з и я К а л а б и - Я у : Hol = SU(m). 
Кэлерово многообразие M называется специаль¬
ным, если допускает параллельную комплексную 
форму объема 9, т. е. ненулевую комплексную 
дифференциальную форму типа (m, 0). Парал¬
лельность формы 9 означает, что представление 
голономии сохраняет комплексный объем в R n = 
= C m , т .е . группа голономии Hol (M) содержится 
в SU(m) С U(m). 

Имеет место следующее утверждение. 

П р е д л о ж е н и е 3. [14] Кэлерово многообразие 
M является специальным тогда и только тогда, 
когда оно Риччи-плоско, т. е. его тензор Риччи 
обращается в нуль: 

Rij = 0. (1) 

Г и п е р к э л е р о в ы многообразия: Hol = 
= Sp(m). Риманово многообразие Mn называет¬
ся гиперкэлеровым, если оно допускает три парал¬
лельные комплексные структуры, согласованные с 
римановой метрикой и удовлетворяющие кватер-
нионным соотношениям IJ = —JI = K . У гипер-
кэлерова многообразия представление голономии 
оставляет инвариантными тройку 2-форм, отве¬
чающих симплектическим преобразованиям R 4 m , 

поэтому Hol (M) = Sp(m) С SU(2m). Из последне¬
го вложения следует, что гиперкэлерова метрика 
также удовлетворяет уравнению Эйнштейна (1). 

К в а т е р н и о н н о - к э л е р о в ы м н о г о о б р а з и я : 
Hol = Sp(m)Sp(1). Риманово многообразие назы¬
вается кватернионно-кэлеровым, если существуют 
три локально определенные инвариантные отно¬
сительно римановой метрики почти комплексные 
структуры I, J, K, удовлетворяющие кватерни-
онным соотношениям и порождающие трехмер¬
ное параллельное подрасслоение в расслоении эн¬
доморфизмов касательного расслоения TM. Если 
обозначить через изц, LUJ , и к соответствующие эр­
митовы формы, то форма Q = U>I A + U3J A U3J + 
+ изк A изк параллельна. Следовательно, группа 
голономии Hol(M) оставляет инвариантной фор¬
му Q, поэтому содержится в Sp(m)Sp(1) С O(4m) 
и, наоборот, если Hol С Sp(m)Sp(1), то на M су¬
ществует кватернионно-кэлерова структура. Важ¬
ность этого класса многообразий диктуется следу¬
ющим утверждением. 

П р е д л о ж е н и е 4. [15] Кватернионно-
кэлерово многообразие удовлетворяет уравнению 
Эйнштейна с «космологической» постоянной X: 

Rij Xgij. 

Стоит отметить, что кватернионно-кэлерово 
многообразие, вообще говоря, не является кэле-
ровым. Заметим также, что при m = 1 по¬
нятие кватернионно-кэлерова многообразия по-
прежнему имеет смысл (и совпадает с автодуаль¬
ным эйнштейновым многообразием), однако фор¬
ма Q просто совпадает с формой объема и группа 
голономии совпадает с SO(4). Дальнейшие ссылки 
по кватернионно-кэлеровым многообразиям мож¬
но найти в [15,16]. 

Оставшиеся два типа групп голономии пред¬
ставляют для нас особый интерес: им посвящен 
раздел 4 статьи, поэтому мы опишем их более по¬
дробно. 

И с к л ю ч и т е л ь н а я г р у п п а г о л о н о м и и 
Hol = G2. Пусть {ei},i = 0, 2, 3,..., 7 — орто-
нормированный базис из 1 -форм на стандартном 
евклидовом пространстве R 7 (не очень естествен¬
ный, на первый взгляд, способ нумерации бази¬
са связан с необходимостью согласования в гла¬
ве 2 формы Фо, определяемой ниже, с формой 
Ф, определяющей Spin(7)-структуру). Положив 
eijk = ei A ej A ek, рассмотрим следующую 3-форму 
Ф0 на R 7 : 

Фо = —e023 — e 0 4 5 + e 0 6 7 + e 3 4 6 — e 3 7 5 — e 2 4 7 + e 2 5 6 . 

Подгруппа в GL(7), сохраняющая форму Ф0, сов¬
падает с группой G2. Это компактная односвязная 
14-мерная простая группа Ли, обычно определяе¬
мая как группа автоморфизмов чисел Кэли. Заме-
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тим, что группа G2 также сохраняет метрику 

g0 = (e0)2 + (e2 )2 + (e3)2 + (e4)2 + (e5)2 + (e6)2 + (e7)2, 

сопряженную 4-форму 

4567 2367 2345 0257 0246 0 3 5 6 0347 *4>0 = —e —e —e —e —e +e —e 

и ориентацию пространства R 7 . Дифференциаль¬
ная 3-форма Ф на ориентированном римановом 
7-мерном многообразии M задаёт G2-структуру, 
если в окрестности каждой точки p e M суще¬
ствует сохраняющая ориентацию изометрия 
фр : TpM — R 7 , такая, что ф*Ф0 = Ф\р. При этом 
форма Ф определяет единственную метрику 
такую что gy(v,w) = g0^pv^pw) для v,w e TpN 
[17, 18]. Если форма Ф параллельна (/Ф = 0), то 
группа голономии риманова многообразия N бу¬
дет содержаться в G2. 

П р е д л о ж е н и е 5. [19] Форма Ф, задающая 
G2-структуру на M параллельна тогда, и толь¬
ко тогда, когда она замкнута и козамкнута: 

аФ = 
аФ 

0 
0. (2) 

Заметим, что для компактного M условие (2) 
равносильно гармоничности Ф. Однако в неком¬
пактном случае это вообще говоря не так. Также 
отметим здесь, что форма Ф0 = e1 AФ0 — *Ф0, где * 
— оператор Ходжа в R 7 , задает Spin(7)-структуру 
на R 8 с ортонормированным базисом { e i } i = 0 , i l 2 , . . , 7 . 

Важность римановых многообразий с группой 
голономии G2 в некоторых задачах математиче¬
ской физики связана со следующим утверждени¬
ем. 

П р е д л о ж е н и е 6. [20] Пусть (M, g) — рима­
ново 7-мерное многообразие и Hol(M) С G2. Тогда 
g — Риччи-плоская метрика, т. е. она удовлетво­
ряет уравнению (1). 

И с к л ю ч и т е л ь н а я г р у п п а г о л о н о м и и 
Hol = Spin(7). Пусть {ei },i = 0 , 1 7 — орто-
нормированный базис из 1 -форм на стандартном 
евклидовом пространстве R 8 . К а к и ранее, обозна¬
чаем eijkl = ei A ej A ek A el и определим 4-форму 
Ф0 на R 8 следующим образом: 

ф0 = e 0 1 2 3 + e 4 5 6 7 + e 0 1 4 5 — e 2 3 4 5 — e 0 1 6 7 + 
e 0 2 7 5 + e 1 3 5 7 + + e 2 3 6 7 + e 0 2 4 6 + e 1 3 4 6 

+ e 0 3 4 ^ _ e 1 2 4 ^ _ e 0 3 5 6 + e 1 2 5 6 

Подгруппа в GL(8), сохраняющая форму Ф0 сов¬
падает с группой Spin(7). Это компактная одно-
связная простая 21 -мерная группа Ли, двукрат¬
но накрывающая ортогональную группу SO(7). 
Группа Spin(7) сохраняет метрику 

g0 = (e 0 ) 2 + (e 1 ) 2 + (e2)2 + (e3)2 + 

+ (e4)2 + (e5)2 + (e6)2 + (e7)2 

и ориентацию пространства R 8 . 
Пусть M — ориентированное риманово 8-мер¬

ное многообразие. Говорят, что дифференциаль¬
ная форма Ф e A4M задает Spin(7)-структуру 
на M, если в окрестности каждой точки p e M 
существует сохраняющая ориентацию изометрия 
фр : TpM — R 8 , такая, что ф*Ф 0 = Ф\р. При этом 
форма Ф определяет единственную метрику gф, 
такую, что gq>(v, w) = g0^pv, ф-pu)) для v,w e TpM 
[17,18]. Если форма Ф параллельна, то группа го-
лономии риманова многообразия M редуцируется 
к подгруппе Spin(7) С SO(8). К а к и в случае груп¬
пы голономии G2 имеет место следующее предло¬
жение. 

П р е д л о ж е н и е 7. [19] Форма Ф, задающая 
Spin(7)-структуру на многообразии M парал¬
лельна тогда и только тогда, когда она замкну-

аФ = 0 (3) 

Поскольку Ф самосопряжена относительно 
оператора Ходжа *, ее замкнутость равносиль¬
на козамкнутости и влечет гармоничность; однако 
обратное в некомпактном случае, вообще говоря, 
неверно. 

Римановы многообразия с группой голономии 
Spin(7) также являются эйнштейновыми: 

П р е д л о ж е н и е 8. [20] Пусть (M, g) — рима-
ново 8-мерное многообразие и Hol(M) С Spin(7). 
Тогда g — Риччи-плоская метрика, т. е. она удо¬
влетворяет уравнению (1). 

3. Геометрия 3-сасакиевых многооб­
разий 

Существует ряд очень интересных геометрий, ко¬
торые, сами не имея специальной голономии, яв¬
ляются тесно связанными с такими пространства¬
ми. Одной из таких геометрий посвящен данный 
раздел, используемый в дальнейшем для построе¬
ния римановых метрик с группой голономии G2 и 
Spin(7). Более полные доказательства и дальней¬
шие ссылки по 3-сасакиевым многообразиям мож¬
но найти в [21]. 

Пусть M — гладкое замкнутое риманово мно¬
гообразие размерности m с метрикой g. Конусом 
M над M будем называть многообразие R+ х M с 
метрикой g = dt2 +12 g. 

Многообразие M называется сасакиевым, если 
группа голономии конуса M содержится в U (m2+1) 
(в частности, m нечетно). Значит, на MM существу¬
ет параллельная комплексная структура J. Отож¬
дествим M с изометричным ему вложенным под¬
многообразием M х {1} С M и положим £ = 
J(dt). Векторное поле £ называется характери¬
стическим полем сасакиева многообразия M. Ха¬
рактеристическая 1-форма ц сасакиева многообра-

та: 

97 



Вестник КемГУ № 3/1 2011 Риманова геометрия 

зия определяется соотношением 

ц(Х ) = g(X,£), 

для всех полей X на M. 
Л е м м а 1. Поле £ является единичным век¬

торным полем Киллинга на многообразии M. 

Доказательство. То, что поле £ является еди­
ничным, сразу следует из определения. Пусть V 
и V — римановы связности в M и MM. Непосред¬
ственно проверяется, что для любых векторных 
полей X, Y на M 

V X Y = VX Y — tg(X,Y )3t„ 

V d t X = VX dt = \ X , VDT dt = 0. 

Тогда для любого векторного поля X на M 

g(Vx £, X) = g(Vx £, X) = g(V X £, X) = 

= g(J (V X dt),x ) = g(JX,x ) = 0. 

Следовательно, поле £ — киллингово. Лемма до¬
казана. 

Если на многообразии M заданы три попарно 
ортогональные сасакиевы структуры, то M стано¬
вится 3-сасакиевым. Более точно, многообразие M 
называется 3-сасакиевым, если метрика gg на Mg ги-
перкэлерова, т. е. ее группа голономии содержится 
в Sp(m++1) (в частности, m = 4n + 1,n > 1). По¬
следнее означает, что на Mg существуют три парал¬
лельные комплексные структуры J1 , J2, J3, удо¬
влетворяющие соотношениям Jj Ji = —Sij +eijk Jk. 
К а к и в сасакиевом случае определяются характе¬
ристические поля £i и 1-формы ni: 

£i = Ji(dt), щ(Х)= g(X,£i), i = 1,2,3, 

для всех векторных полей X на M. 

Л е м м а 2. Поля £1 , £2, £3 являются единичны¬
ми попарно ортогональными векторными полями 
Киллинга на M, причем 

V?£j = eijk£k, [£i,£j] = 2eijk£k. 

Доказательство. То, что поля £i являются 
единичными, попарно ортогональными и киллин-
говыми, сразу следует из определения и из преды¬
дущей леммы. Далее: 

V? £j = V? £j + Sij dt = Jj V? dt + Sij dt = 

= (Jj Ji + Sij )dt = Eijk£k, 

откуда немедленно следует: 

[£i,£j ] = V6i £j — V6, £i = 2eijk £k. 

Лемма доказана. 

Поля £ 1 , £ 2 , £ 3 образуют подалгебру Ли sp(1) 
в алгебре инфинитезимальных изометрий. Сле¬
довательно, в группе всех изометрий содержится 
подгруппа либо Sp(1) , либо SO(3) , орбиты дей¬
ствия которой определяют трехмерное слоение F. 
Из леммы следует, что каждый слой F является 
вполне геодезическим трехмерным подмногообра¬
зием постоянной кривизны 1 . 

Риманов орбифолд O называется кватернионно-
кэлеровым, если в У-расслоении эндоморфизмов 
касательного пространства существует параллель¬
ное У-подрасслоение I размерности 3, локально 
порожденное почти комплексными структурами 
I1 , I2 , I3, удовлетворяющими соотношениям ал¬
гебры кватернионов, и расслоение I инвариантно 
относительно действия локальной униформизую-
щей группы O. 

Т е о р е м а 6. [21] Пусть M — замкнутое 
(4n + 3)-мерное 3-сасакиево многообразие с опреде­
ленным как выше трехмерным слоением F. Тогда 
на пространстве листов слоения F существует 
структура ^n-мерного кватернионно-кэлерова ор-
бифолда O, такая, что естественная проекция 
п : M — O является римановой субмерсией и 
главным V-расслоением со структурной группой 
Sp(1) либо SO(3). Общий слой п изометричен ли¬
бо Sp(1), либо SO(3). 

Доказательство. Обозначим через V трехмер¬
ное подрасслоение в TM, порожденное характери¬
стическими полями £ 1 , £ 2 , £ 3 . Пусть TM = V ®TL 
— ортогональное разложение относительно метри¬
ки g. Подрасслоение V будем назвать расслоением 
вертикальных векторов, а H — расслоением гори¬
зонтальных векторов. 

Пусть p e M. Предположим, что стабилизато¬
ром точки p относительно действия Sp(1) являет¬
ся дискретная подгруппа Г в Sp(1), т. е. лист Fp, 
проходящий через точку p, изометричен Sp(1)/r. 
Положим 

U = {expp(tX)\Х e Hp, \Х\ = 1,0 < t < е}, 

где е > 0 выбран настолько малым, что 
е < inj (M), Fp пересекает U ровно один раз в точ­
ке p, и каждый лист слоения F пересекает U не бо¬
лее чем конечное число раз. Тогда U гомеоморфно 
R 4 n , и на U действует изометриями группа Г по 
правилу: 

Y e Г : expp(tX) — expp(tdpj(X)). 

Легко понять, что окрестность O, состоящая из 
листов, пересекающих U гомеоморфна U/Г, и си¬
стема таких окрестностей, построенных по всем 
точкам p, задает униформизующий атлас на O. 

Очевидно, что метрика g на M имеет вид: 

3 

g = J2 ц 2 + g\n-' 
i=1 
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где g\u — ограничение метрики g на горизон¬
тальное распределение. Рассмотрим проекцию п : 
M — O. Поскольку метрика g инвариантна отно¬
сительно действия Sp(1) , то существует такая ри-
манова метрика go на орбифолде O, что для лю­
бой точки p e M ограничение dnp : HpM — Tn(p) O 
является изометрией; при этом dn*(go) = g\u. 
Таким образом проекция п становится римановой 
субмерсией, и каждому векторному полю Y на O 
однозначно соответствует горизонтальное Sp(1)-
инвариантное векторное поле X на M, такое, что 
dn(X) = Y. Связность Леви — Чивита метрики 
go получается проектированием на H связности 
Леви — Чивита метрики g. Далее, если X — гори¬
зонтальное векторное поле, то 

g(J i(X ),£j )= g(X,eijk £k) = 0. 

Таким образом, операторы J1 , J2, J3 на H отобра¬
жают горизонтальные векторы в горизонтальные 
и задают кватернионную структуру на орбифолде 
O. 

Определим 2-формы на M следующим обра¬
зом: 

Ui = dni + ^ eijknj A щ, i = 1, 2, 3. 

Непосредственно проверяется, что для любых го¬
ризонтальных векторных полей X, Y: 

Ui(X,Y) = l(Xm(Y) — Ym(X) — m([X,Y]j) = 

= 2 m(—Vx Y + VY X ) = 

= 2(g(Vx £i, Y) — g(VY £i, X)) = g(Ji(X), Y), 

Ui(X,£j)=0, Ui(£j,£k)=0. 

Таким образом, формы ui получаются опусканием 
индекса из ограничений операторов Ji на H. 

Далее: 

L6inj(X) = £ig(X,£j) — g(£j, [£i,X]) = 

= g(VeX, £j) + g(X, Ve£j) — g(£j, [£i, X]) = 

= g(Vx£i,£j) + g(X, V?£j) = 

= g(V X Jidt,£j ) + +g(X, V ? Jj dt) = 

= —g(X,J i£j)+ g(X,Jj £i) = 

= 2g(X, Jj Jidt) = 2g(X, eijk£k) = 2ejkщ(X). 

Таким образом, 

L^i nj = 2eijk nk. 

Дифференцируя, получаем: 

L^i dnj = 2eijk dnk. 

Далее, пользуясь этим соотношением и условием 

L^i (nj A nk) = L^i nj A nk + nj A L^i nk 

мы получаем: 

Uj = 2eijk Uk. 

Таким образом, пространство форм, порожден¬
ных формами uji инвариантно относительно дей¬
ствия Sp( ), а это значит, что и пространство, 
порожденное операторами Ji\u, является Sp(1)-
инвариантным и опускается на O. Итак, в рас¬
слоении End(TO) определено трехмерное под¬
пространство, локально порожденное почти ком¬
плексными структурами J1 , J2, J3. 

Далее, для горизонтальных X, Y имеем: 

H(VX Ji)(Y) = H(VX (JiY) — Ji(Vx Y)) = 

= HV X (JiY) — HJi(Vx Y) = 

= HJ i(V X Y)) — HJ i(V X Y) = 0. 

Отсюда уже нетрудно вывести, что распределение 
этих подпространств параллельно вдоль O. 

Доказательство утверждения про общий слой 
расслоения п можно найти в [21]. Теорема доказа¬
на. 

Поле £1 соответствует подгруппе S1 в Sp(1) ли¬
бо в SO(3). Таким образом, можно рассмотреть 
одномерное слоение T' на M, порожденное полем 
£1 . Совершенно аналогично предыдущей теореме, 
можно доказать, что на пространстве слоев слое¬
ния T' можно ввести структуру 6-мерного римано­
ва орбифолда Z, согласованную с римановой суб-
мерсией п' : M — Z. Известно, что метрика на 
Z является метрикой Кэлера — Эйнштейна [21]. 
Орбифолд Z называется твисторным простран¬
ством многообразия M. 

3-сасакиево многообразие M называется регу¬
лярным, если регулярным является 3-сасакиево 
слоение T. В этом случае каждый слой T диф-
феоморфен либо S3, либо SO(3) и орбифолды O 
и Z являются многообразиями. 

Т е о р е м а 7. [21] Если M — компактное регу¬
лярное 3-сасакиево многообразие размерности 7, 
то M изометрично одному из следующих одно¬
родных пространств: 

S 7 , R P 7 , SU(3)/Tii, 

где через Ti_i обозначена окружность S1 = {z e 
C\\z\ = 1}, вложенная в максимальный тор 
T2 С SU(3) следующим образом: 

z 0 0 
0 z 0 I . 
0 0 zg2 
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4. Конструкции римановых метрик с 
группами голономии Spin(7) и G2 

4.1. Г р у п п а г о л о н о м и и Spin(7) 

В этом разделе описываем общую конструкцию, 
которая позволяет строить метрики с группой го-
лономии Spin(7) по заданному 3-сасакиеву 7-мер¬
ному многообразию M. Идея состоит в следую¬
щем. Если выбрать 3-сасакиево многообразие M, 
то конус над M будет иметь группу голономии 
Sp(2) С Spin(7). Мы деформируем конусную мет¬
рику так, чтобы разрешить особенность в вершине 
конуса и получить метрику, группа голономии ко¬
торой не станет больше, чем Spin(7). При этом 
за деформацию отвечают функции Ai(t), A2(t), 
A3(t), B(t), зависящие от радиальной переменной 
t, меняющейся вдоль образующей конуса. 

Более подробно, рассмотрим семимерное 3-са-
сакиево многообразие M с римановой метрикой 
g и соответствующее 3-сасакиево расслоение п : 
M — O с общим слоем, диффеоморфным S3 либо 
SO(3), над кватернионно-кэлеровым орбифолдом 
O. К а к и ранее, через Z будем обозначать твистор-
ное пространство 3-сасакиева многообразия M. С 
многообразием M свяжем два орбифолда M i и 
M.2, разрешающих конусную особенность MM сле¬
дующими двумя способами. 

1 . Рассмотрим стандартное действие на 
R 4 = H группы Sp(1), представленной единичны¬
ми кватернионами, и соответствующее действие 
SO(3) = Sp(1)/Z2 на R 4 / Z 2 : 

q e Sp(1) : x e H — qx e H. 

Пусть M i — расслоенное пространство со слоем 
R 4 либо R 4 / Z 2 , ассоциированное с главным рас¬
слоением п : M — O относительно рассмотренно¬
го действия. Таким образом, орбифолд O вложен 
в M i в качестве нулевого слоя, а M i \ O расслаи¬
вается на сферические сечения, диффеоморфные 
M. Пусть t = \ x\ , для x e H . Очевидно, что при 
t — 0 к аждый слой расслоения п коллапсирует 
в точку, а сферическое сечение п коллапсирует к 
нулевому слою O. 

С другой стороны, очевидно, что существует 
диффеоморфизм 

Mi\O — Ml\{*}, 

позволяющий разрешить конусную особенность 
{*} в Mg. 

2. Пусть S с; S1 — подгруппа в Sp(1) ли­
бо SO(3), интегрирующая поле Киллинга £ 1 . Рас­
смотрим действие S на R 2 = C: 

e S : z e C — ze^ e C . 

Расслоение M — Z является главным со струк¬
турной группой S. Пусть M2 — расслоенное про¬
странство со слоем R 2 , ассоциированное с 

п' : M — Z. Таким образом, орбифолд Z вло¬
жен в M2 в качестве нулевого слоя, а M2\Z рас¬
слаивается на сферические сечения, диффеоморф-
ные M. Аналогично предыдущему случаю поло¬
жим t = \ z\ , где z e C . Тогда при t — 0 каждый 
слой расслоения п' коллапсирует в точку, а сфе¬
рическое сечение коллапсирует к нулевому слою 
Z. 

К а к и ранее, очевиден диффеоморфизм, осу¬
ществляющий разрешение конусной особенности: 

M2\Z — Mg\{*}. 

Нам потребуется следующая модификация 
этой конструкции. Д л я любого натурального чис¬
ла p существует очевидное вложение Z p С S, при­
чем Z p действует на M 2 изометриями. Следова¬
тельно, корректно определен орбифолд M2/Zp, 
являющийся многообразием в точности тогда, ко¬
гда многообразием является M2. Легко понять, 
что M2/Zp является расслоением со слоем C, ассо¬
циированным с главным расслоением п' : M — Z 
при помощи действия 

e S : z e C — zeip4, e C . 

Нетрудно понять, что M2/Zp разрешает конус¬
ную особенность схожим образом с M2: к аждая 
окружность (укороченная «в p раз») коллапсиру-
ет в точку. 

В случае, если 3-сасакиево многообразие ре¬
гулярно, то каждый слой п диффеоморфен либо 
S3 = Sp(1), либо SO(3) и орбифолды O и Z явля¬
ются гладкими многообразиями. И обратно, нали¬
чие «особого» слоя означает существование точек 
с нетривиальной униформизующей группой у про¬
странств O и Z, а значит, и у пространств M1 и 
M2. Таким образом, учитывая теорему находим, 
что пространства M1 и M2 могут являться глад¬
кими многообразиями только при M = S7, M = 
= RP7 и M = SU(3)/T1A. В случае M = S7 оба 
пространства являются гладкими 8-мерными мно¬
гообразиями. Если M = RP7 либо M = SU(3)/T1A, 
то общий слой равен SO(3) и многообразием явля¬
ется лишь соответствующее пространство M2. 

Пользуясь обозначениями из раздела 3, рас¬
смотрим на (0, ж) х M следующую метрику: 

3 
g = dt2 + £ Ai(t)2 Ц2 + B(t)2g\H, (4) 

i=1 
где функции A1 (t), A2(t), A3(t) и B(t) определены 
на промежутке (0, ж). Локально можно выбрать 
ортонормированную систему 1 -форм n4, n5, n6, n7, 
порождающую аннулятор вертикального подрас-
слоения V так, что 

Ui = 2(Ц4 A n5 — n6 A ЦТ), 

U2 = 2(ц4 A Ц6 — Ц7 A Ц5), 
U3 = 2(ц4 A Ц7 — Ц5 A щ). 

Пусть Q = n4An5An6An7 = — g w 1 A u 1 = — 8 U 2 A U 2 = 

100 



Вестник КемГУ № 3/1 2011 Риманова геометрия 

_ 1 и>3 A и>3 подъем формы объема 
кватернионно-кэлерова орбифолда O. 

Рассмотрим следующую 4-форму: 

1 
Ф = e 0 Ae 1 Ae2 A e 3 + B 4 Q + 2 B 2 ( e 0 Ae 1 — e2 Ae3)Aujx+ 

+ 2 B2(e° Ae2 —e3 Ae1)Au2^1 B2(e° Ae3 —e1 Ae2)Aiv3, 

где 
e0 = dt, 
e i = A i n i , i = 1 , 2 , 3 , 

ej = H'l; ,j =4,..., 7. 

Очевидно, что форма Ф определена глобально на 
Mg и локально совпадает с формой Ф0, задающей 
Spin(7)-структуру на MM. 

Пользуясь очевидными тождествами 

dni = Ui — 2ni+1 A ni+2, 
dui = 2d(ni+1 A ni+2) = 

= 2(Ui+1 A ni+2 — A Ui+2), 
i = 1, 2, 3 mod 3, 

мы получаем следующие соотношения, замыкаю¬
щие внешнюю алгебру рассмотренных форм: 

de0 = 0, 
dei = A i e 0 A ei + AiUi —-r

J2Ai— e i + 1 A ei+2, 
i = 1 , 2, 3 mod 3, 

dUi = A e i+ 2 — A~+~L ei+1 A 
i = 1 , 2, 3 mod 3. 

Из предложения 7, определенная нами Spin(7)-
структура не имеет кручения в точности тогда, 
когда форма Ф замкнута. 

Следующее утверждение получается непо¬
средственными вычислениями при помощи полу¬
ченных выше соотношений алгебры форм. 

П р е д л о ж е н и е 9. Условие (3) эквивалент¬
но следующей нелинейной системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 

A 1 = B2 + 
A ' 2 

A ' 3 

(A2 -A3) 2 -A 2 , 
A2A3

 ,  

( A 3 - A O 2 - A , 
A1A3 ,  

+ (A1 -A2) 2 -A3 
12 = B2 + 

= 2A33  
г 3 = в2 1 A1AA2 

B' = _ A1+A2+A3 

(5) 

B 

Метрика (4) при выполнении определенных 
граничных условий даст гладкую риманову мет¬
рику на M1 или M2. Следующие леммы, дока¬
занные в [22] проясняют эти условия. 

П р е д л о ж е н и е 10. Пусть Ai(t), i = 1,2,3, 
B(t) — C°°-гладкое на промежутке [0, ж) реше­
ние системы (5). Тогда метрика (4) продолжает¬
ся до гладкой метрики на M1 в том, и только в 
том случае, когда выполнены следующие условия: 

(1) A1(0) = A2(0) = A3(0) = 0, \A[(0)\ = 
= \A2(0)\ = \A3(0)\ = 1; 

(2) B(0) = 0,B'(0)=0; 
(3) функции A1 (t), A2(t), A3(t), B(t) знако-

определены на промежутке (0, ж). 

П р е д л о ж е н и е 11. В условиях предыдущей 
леммы, пусть p = 4 либо p = 2, в зависимости от 
того, изометричен общий слой M или Sp(1), или 
SO(3). Для того, чтобы метрика (4) продолжа¬
лась до гладкой метрики на M2/Zp, необходимо 
и достаточно выполнение следующих условий: 

(1) A1(0) = 0, \A[(0)\ =4; 
(2) A2(0) = —A3(0)=0,A2(0) = A3(0); 
(3) B(0) = 0,B'(0)=0; 
(4) функции A1 (t), A2(t), A3(t), B(t) знако-

определены на промежутке (0, ж). 

Прежде чем формулировать общие результа¬
ты о решениях системы (5), выведем известные 
нам на данный момент точные решения этой си¬
стемы. Если положить A1 = A2 = A3, то си¬
стема (5) сводится к паре уравнений на функции 
A = A1 = A2 = A3, B: 

dA = 
dt 
dB = 
dt 

2 A i -

-3 A 3 в . 

1, 

Введем новую переменную p: 

dp 
dtt 

3 
A 

Тогда из второго уравнения ddBB = — 1, и мы можем 
считать, что B(p) = —p. Следовательно, первое 
уравнение переписывается в виде: 

4 A2 2 
p 3 

d(A2) + 
dp 3 

Последнее уравнение без труда решается, и мы по¬
лучаем: 

A2(p) 
5p2 f 1 — ( 5 ) ) 

Наконец, нормируя полученное решение заменой 
мы получаем следующую метрику на M 1 

группой голономии Spin(7) [17]: 
/5 

1 — W 
25 

-r2[ 1 
/ , ч 1° \ 3 

1 — (?) ) 2Z 
i 1 

dr2 9 2 (, (Г0 \ 2, 9 2 , 
цг +5r g \ H . 

(6) 
Отметим, что метрика (6) была первым примером 
полной метрики с группой голономии Spin(7). 

Далее, если положить A2 = A3, то система (5) 
также поддается явному интегрированию в терми¬
нах гипергеометрических функций, и мы прихо¬
дим к следующей метрике на M1 : 

gg 
vfdz2 

4z(1 — z2 )(1 — z)(v — 2) (1 + z)v3 

I 1 6 ( v — 2 ) z f

 ц2 

4(v 
+ 

2)zf  
(1 + z)v (nl + + fg\H, (7) 

8 
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где 

v(z) 

f(z) 

2kjz 

(1 — z2)-
2z 2F1[1, 

1 5 

1 + z 
1 У e x p [J dz' 

v(z')(1 — 

к — константа интегрирования. 
При к = 0 мы получаем следующую метрику 

на M1, выражаемую в элементарных функциях: 

- ( r — r0) , 2 2 ( r + r 0 ) ( r — 3 r 0 ) 2 , 
g=7~i й d r +4r'2 1 V2

 Ц 2 + 
(r + r0)(r — 3r0) (r — r0 )2 

+ (r + r0)(r — 3r0)(nl + ц3 ) + 2(r2 — rl)g\H- (8) 

Метрики (7) и (8) были найдены в [23] для M = S4. 
Наконец, если положить A2 = — A3, то система 

(2.3) становится, вообще говоря, переопределен¬
ной. Если сложить второе и третье уравнения, то 
мы получим, что с необходимостью A2

2 = A2

3 = B2. 
Положив для определенности A2 = — B, A3 = B, 
мы приходим к системе из двух уравнений: 

стремятся к произведению конуса над твистор-
ным пространством Z и окружности S1 . 

1 — z
2 ^ Более того, любая полная регулярная мет­

рика на пространстве M2/Zq вида (4) с парал­
лельной Spin(7)-структурой, задаваемой формой 
Ф изометрична одной из указанных выше. 

Т е о р е м а 9. [26] Пусть M — 7-мерное ком¬
пактное 3-сасакиево многообразие. Тогда суще¬
ствует двупараметрическое семейство попарно 
негомотетичных римановых метрик на M1 вида 
(4) с группой голономии, содержащейся в Spin(7), 
удовлетворяющих начальным условиям: 

z'2) 

dA1 

dt 
dB = 
dt 

3A2

1 4B 2 

B . 

К а к и ранее, делаем замену 

откуда находим B(r) 
уравнение для A1 : 

dr = A1 

— r и получаем следующее 

d(A1)2 + 6 Ai 
1 + 6^ = 8r. 

dr r 

Последнее уравнение интегрируется, и мы прихо¬
дим к следующей метрике на M2/Zp (где p = 4 
или p = 2, в зависимости от общего слоя M), име¬
ющую группу голономии SU(4) С Spin(7): 

dr2 

gg 
1— 

+r2 1— i1—ml n 1 + r ( n 2 + n 3 ) + r g \ H . 

(9) 
Насколько нам известно, эта метрика была впер¬
вые описана в [24,25]. 

Т е о р е м а 8. [22] Пусть M — 7-мерное ком¬
пактное 3-сасакиево многообразие, и положим 
p = 2 или p = 4, в зависимости от того, равен 
общий слой 3-сасакиева слоения M либо SO(3), ли¬
бо Sp(1). Тогда на орбифолде M2/Zp существуют 
следующие полные регулярные римановы метрики 
g вида (4) с группой голономии H С Spin(7): 

1) если A1(0) = 0, —A2(0) = A3(0) = B(0) > 0, 
то метрика gg имеет группу голономии SU(4) С 
Spin(7) и совпадает с АК-метрикой (9); 

2) для каждого набора начальных значений 
A1(0) = 0, 0 < —A2(0) = A3(0) < B(0) суще­
ствует регулярная АЛК-метрика g с группой го­
лономии Spin(7). На бесконечности эти метрики 

Ai (0)= A2(0) = A3(0) = 0, 
Ai (0) = A2(0) = A(0) = —1, 
B(0) > 0, B'(0) = 0. 

Семейство метрик параметризуется тройкой 
чисел X3 < X2 < X3 < 0, таких, что X 2 +X'2,+X3=e2  

для достаточно малого е > 0: для каждой такой 
тройки существует значение переменной t = t0, 
при котором траектория (A1, A2, A3) проходит 
через эту тройку, т. е. 

Ai(t0) = Xi,A2(t0) = X2,A3(t0) = X3. 

При X1 = X2 = X3 метрика (4) является пол¬
ной римановой метрикой с группой голономии 
Spin(7) и асимптотически ведет себя как конус 
над M; при X1 = X2 = X3 мы также получа¬
ем семейство полных метрик с группой голоно-
мии Spin(7), асимптотически ведущих себя как 
произведения конуса над твисторным простран¬
ством M и окружности постоянного радиуса. 
Наконец, в остальных случаях метрики полными 
не являются. 

Любая другая полная регулярная метрика ви¬
да (4) с параллельной Spin(7)-структурой, задан¬
ной формой Ф на M1 совпадает с одной из мет¬
рик описанного семейства, с точностью до пере¬
становок индексов переменных. 

Полные метрики, о которых говорится в тео¬
реме описываются явным образом в (8). 

Описанную конструкцию можно усложнить, 
если рассмотреть класс метрик, зависящих от 
пяти функциональных параметров. Более точ¬
но, пусть M = SU(3)/U(1)iti—2 — простран¬
ство Алоффа-Уоллаха со структурой 3-сасакиева 
7-мерного многообразия. На M = M xR+ рассмот¬
рим риманову метрику следующего вида: 

dt2 + Ai (t)2n2 + A2(t)2 ц2 + A3(t)2nl+ 

+B(t)2(n2 + ц2) + C (t)2^2 + (10) 

где t — координата на R+ , {ni} — ортонормирован-
ный корепер на M, согласованный с 3-сасакиевой 
структурой (подробности во втором параграфе) . 
Конусную особенность (при t = 0) простран¬
ства Mg разрешим следующим образом: затянем 
на уровне {t = 0} каждую отвечающую ковектору 
n1 окружность в точку. Полученное многообразие, 

z 
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профакторизованное по Z2, диффеоморфно H/Z2 кального подрасслоения V, так что 
квадрату канонического комплексного линейно¬

го расслоения над пространством флагов в C 3 . 
Т е о р е м а 10. [27] При 0 < а < 1 каждая ри-

манова метрика из семейства 

g = r4(r2-a2)(r2 + a2) d r 2 + r 8 - 2 a 4 ( r 4 2 + 
ga— гя-2a4(r4-1)-1 d r ~r r2 (r2-a2)(r2 + a2) 

+r2(nl + nl2) + (r2 + а2)(ц\ + ц5)+ 

+(r2 — а2)(ц2 + ц7) 

является полной гладкой римановой метрикой на 
H/Z2 с группой голономии SU(4). При а = 0 мет¬
рика ga изометрична метрике Калаби [28] с груп­
пой голономии SU(4); при а = 1 метрика ga изо­
метрична метрике Калаби [28] с группой голоно­
мии Sp(2) С SU(4) на T*CP2. 

Отметим, что метрика ga в Теореме 1 при 
а = 0 и а = 1 имеет форму, отличную от [28]; мет­
рики Калаби в таком виде исследовались в [25] и 
[29]. Метрика ga была также найдена в [31] при 
M = SU(3)/U(1)iti—2 как частное решение систе¬
мы уравнений для метрик с группой голономии 
Spin(7). В [31] метрика ga была обобщена на слу¬
чай произвольной размерности, кратной четырем. 

4.2. Г р у п п а г о л о н о м и и G2 

Пусть M — компактное семимерное 3-сасакиево 
многообразие с характеристическими полями 
£1 , £2 , £3 и характеристическими 1 -формами 
n1 , n2 , n3. Рассмотрим, как описано в параграфе 
1.2, главное расслоение п : M — O со структур¬
ной группой Sp(1) либо SO(3) над кватернионно-
кэлеровым орбифолдом O, ассоциированным с M. 
В этом параграфе нас будет интересовать специ¬
альный случай, когда O дополнительно обладает 
кэлеровой структурой. 

Поле £1 порождает локально свободное дей¬
ствие окружности S1 на M, и метрика на тви-
сторном пространстве Z = M/S1 является мет¬
рикой Кэлера — Эйнштейна. Очевидно, что Z то¬
пологически представляет собой расслоенное про¬
странство над O со слоем S2 = Sp(1)/S1 (либо 
S2 = SO(3)/S1), ассоциированное с п. Рассмот¬
рим очевидное действие SO(33) на R 3 . Двулистное 
накрытие Sp(1) — SO(3) задает также действие 
Sp(1) на R 3 . Пусть теперь N — расслоенное про¬
странство над O, со слоем R 3 , ассоциированное с 
п. Легко видеть, что O вложено в N в качестве 
нулевого, а Z вложено в N в качестве сфериче¬
ского сечения. Пространство N\O диффеоморф-
но произведению Z х (0, ж). В общей ситуации N 
является семимерным орбифолдом, однако, если 
M — регулярное 3-сасакиево пространство, то N 
— семимерное многообразие. 

Локально выберем ортонормированную систе¬
му n4, n5, n6, n7, порождающую аннулятор верти-

Ui = 2(ц4 A Ц5 — Ц6 A Ц7), 
U2 = 2(Ц4 A Ц6 — Ц7 A Ц5 ), 
U3 = 2(ц4 A Ц7 — Ц5 A Ц6), 

где формы Ui отвечают кватернионно-кэлеровой 
структуре на O. Ясно, что Ц2,Ц3,... ,Ц7 является 
ортонормированным базисом в M, аннулирующим 
одномерное слоение, порожденное полем £1 , поэто¬
му можно рассмотреть метрику на (0, ж) х Z сле¬
дующего вида: 

g = dt2+A(^)2(n22+n3)+B(tf(rii+ni)+c (г)2(л

2+ц2), 
(11) 

где функции A(t), B(t) и C(t) определены на про¬
межутке (0, ж). 

Мы предполагаем, что O является кэлеровым 
орбифолдом, поэтому на нем существует замкну¬
тая кэлерова форма, которую можно поднять на 
H и получить замкнутую форму U. Локально, не 
ограничивая общности рассуждений, можно счи¬
тать, что 

U = 2(ц4 A Ц5 + Ц6 A Ц7). 

Теперь положим: 

e0 
ei 
ej 
ek 

dt, 
A n i , i = 2 , 3 , 

- B n j , j = 4 5-, 
Cnk, к = 6 , 7 , 

и рассмотрим следующие формы Ф1 и Ф2: 

2 + 2 2 2 

4 
BC 3 BC 2 

2 2 2 2 
Ф2 = C2B2Q — B + C e23AUi — B — e23AU+ 

2 4 1 4 
BC 0 2 BC 0 3 

2 

Очевидно, что формы Ф1 , Ф2 являются глобально 
определенными и не зависят от локального выбора 
ni, при этом локально совпадают с формами Ф0 и 
*Ф0 (из раздела 2). Таким образом, форма Ф1 за¬
дает G2-структуру на N и однозначно определяет 
некоторую метрику, которая локально совпадает с 
(11). В соответствии с предложением 5 параллель¬
ность таким образом построенной G2-структуры 
равносильна уравнениям замкнутости и козамкну-
тости (2). 

Т е о р е м а 11. [32] Если O обладает кэлеро-
вой структурой, то метрика (2.19) на N явля¬
ется гладкой метрикой с группой голономии G2, 
заданной формой Ф1 тогда и только тогда, когда 
функции A, B, C, определенные на промежутке 
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[t0, ж), удовлетворяют следующей системе обык¬
новенных дифференциальных уравнений: 

A' = 2A2-B2-C2 

B' = B 2 - C C A - 2 A 2 (12) 

C -2A -B 
c = AB 

с начальными условиями 
(1) A(t0)=0, \A[(t0)\ = 2; 
(2) B(t0),C(t0) = 0, B'(t0) = C'(t0) = 0; 
(3) функции A, B, C знакоопределены на про¬

межутке ( t0, ж). 
Система (12) имеет единственное решение, 

удовлетворяющее вышеприведенным условиям ре¬
гулярности, и это решение отвечает следующей 
метрике с группой голономии G2: 

r4 

+2r2 (ц1 + n5 + ц2 + ц2) . (13) 

Проинтегрируем систему (12): (AB)' = —2C, 
откуда 

(AB)' = 2 
ABC = — A~B.  

Сделаем замену переменной 

dr = ABCdt, 

тогда непосредственным интегрированием полу¬
чаем: 

A2B2 = —4(r — r3), 

где r3 — константа интегрирования. Совершенно 
аналогично 

A2C2 = —4(r — r2), B2C2 = —8(r — r1). 

Таким образом, метрика (11) определена при r e 
(—ж, min{ri, r2, r3}). Далее, условия регулярности 
означают, что A( t0) = 0, т. е. константы r3 и r2 
равны, причем отвечают при замене переменной 
константе t0. Но это значит, что A2B2 = A2C2 при 
всех r, откуда получаем B(r) = ±C(r). Непосред¬
ственно проверяется, что система (12) инвариант¬
на при замене C — —C, t — —t, поэтому остается 
исследовать случай B = C. 

При B = C система сводится к паре уравнений 

A ' =
 2{ И — 1 ) , B ' = — 2 i 

решение которой дает метрику (13). Условия ре¬
гулярности для этой метрики выполнены, и эта 
гладкая метрика была найдена впервые в [17] для 
случая M = SU(3)/S1 и M = S7 (отметим, что 
при B = C не обязательно требовать кэлеровости 
O). Теорема доказана. 

В общем случае B = C система (12) также ин¬
тегрируется [33], однако получающиеся решения 
не удовлетворяют условиям регулярности. 
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УДК 511.1, 515.124.3 

Н Е К О Т О Р Ы Е П Р И М Е Н Е Н И Я Д В О И Ч Н Ы Х И Т Р О И Ч Н Ы Х С И С Т Е М С Ч И С Л Е Н И Я 
В. Н. Берестовский, И. А. Зубарева 

S O M E A P P L I C A T I O N S O F B I N A R Y A N D T E R N A R Y S Y S T E M S O F N U M E R A T I O N 
V. N. Berestovskii, I. A. Zubareva 

Посредством двоичных и троичных систем счисления решаются две задачи: поиск конечных на­
боров гирь данного суммарного веса m € N (кг), в том числе с наименьшим числом гирь, таких, что 
груз любого веса n € N П [1,m] (кг) можно взвесить на весах, пользуясь односторонним или двусто­
ронним расположением гирь; координатное описание салфетки и ковра Серпинского, губки Менгера. 
На основе решения второй задачи доказано, что ограничение евклидовой метрики на любое из этих 
трех множеств и индуцированная этим ограничением внутренняя метрика билипшицево эквива­
лентны. Дано прямое доказательство того факта, что размерность Хаусдорфа каждого из этих 
множеств совпадает с их фрактальной размерностью. 

By means of binary and ternary number systems, the authors solve two problems: the search of finite 
collections of weights with any given total weight m € N (kg), in particular with minimal number of weights, 
such that one can weigh a load of any weight n € N П [1,m] (kg), using one-sided or two-sided placement of 
weights; a coordinate description of Sierpinski gasket and carpet, Menger sponge. On the ground of solution 
of the second problem, it is proved that restriction of the Euclidean metric to any of these three sets and 
inner metric, induced by this restriction, are bi-Lipschitz equivalent. It is given a direct proof of known fact 
that Hausdorff dimensions of all these sets coincide with their fractal dimensions. 

Ключевые слова: задача о гирях, двоичная система счисления, троичная (симметричная) система 
счисления, салфетка Серпинского, ковер Серпинского, губка Менгера, внутренняя метрика, билипши-
цева эквивалентность, мера Хаусдорфа, размерность Хаусдорфа, фрактальная размерность. 

Keywords: weights problem, binary number system, ternary (symmetric) number system, Sierpinski 
gasket, Sierpinski carpet, Menger sponge, inner metric, bi-Lipschitz equivalence, Hausdorff measure, Hausdorff 
dimension, fractal dimension. 

Работа первого автора выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундамен­
тальных исследований (№ 08-01-00067), а также поддержана проектом "Квазиконформный анализ и геомет­
рические аспекты теории операторов" и Советом по ведущим научным школам Российской Федерации (код 
проекта НШ-6613.2010.1). 

1. Введение . Основные результаты чаши весов. Заметим, что задачи 2) и 3) являются 
задачами целочисленного программирования. 

П р е д п о л о ж и м , ч т о в н а ш е м р а с п о р я ж е н и и н а х о - Естественно назвать сформулированную выше 
д я т с я р ы ч а ж н ы е и л и ч а ш е ч н ы е в е с ы и к о н е ч н ы й задачу 2) "задачей о выборе наилучшей системы 
н а б о р C г и р ь . П у с т ь к а ж д а я и з э т и х г и р ь и м е - гирь для взвешивания на рычажных (чашечных) 
е т в н е к о т о р о й ф и к с и р о в а н н о й е д и н и ц е и з м е р е н и я весах", или, более коротко, "задачей о гирях". Ин-
( с к а ж е м , к г ) в е с , р а в н ы й н е к о т о р о м у н а т у р а л ь н о - тересна история этой задачи для m = 40 в случае 
м у ч и с л у . Е с т е с т в е н н о , в о з н и к а ю т с л е д у ю щ и е в о - б). Впервые ее постановка и решение появились в 
п р о с ы : книге Фибоначчи "Liber Abaci" (1202 г.). Затем "за-

1) Какие цельные тела (т. е. тела, которые дача о гирях" появилась в "Сборнике приятных и 
нельзя разбить на части) можно взвесить, поль- занимательных задач" (1612 г.) французского ма-
зуясь данным набором C? тематика Баше де Мизириака. В 1902 - 1907 гг. ею 

2) К а к подобрать набор C а) наименьшего воз- по долгу службы интересовался Д. И. Менделеев, 
можного суммарного веса, и в) с наименьшим чис- будучи в то время директором Главной палаты 
лом гирь, чтобы можно было взвесить груз любого м е р и в е с о в Р о с с и и . П о э т о м у в р у с с к о й и с т о р и к о -

веса n (кг) из заданного отрезка [1,m] натураль- математической литературе она известна также 
ного ряда чисел? как "задача Баше-Менделеева". Вот один из вари-

3) Если C — решение задачи 2), то как най- антов ее постановки. 
ти число возможных способов взвешивания груза З а д а ч а . Продавец для взвешивания товара 
д а н н о г о в е с а n ( к г ) , n € [ 1 , m ] ? пользуется чашечными весами и четырьмя гиря-

Заметим, что каждую гирю из множества C ми общим весом 40 кг. Известно, что, используя 
можно использовать только один раз. Естествен- различные комбинации гирь, можно взвесить лю-
но ожидать, что эти задачи имеют различные ре- бой груз, вес которого выражается целым числом 
шения, если гири а) разрешено класть только на килограммов (от 1 до 40 кг). Сколько весит каж-
одну чашу весов, или же б) можно класть на обе дая гиря? 
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Применяя логические рассуждения и метод 
перебора, нетрудно понять, что эти гири имеют вес 
1, 3, 9, 27 кг соответственно. Заметим, что число 
40 = 1 + 3 + 9 + 27 есть сумма четырех первых чле¬
нов геометрической прогрессии с первым членом 
1 и знаменателем 3. 

В параграфах 2 и 3 решается общая задача о 
гирях для случаев а) и б) соответственно. Случай 
а) более прост и связан с двоичной системой счис¬
ления. Случай б) связан с так называемой симмет¬
ричной троичной системой счисления. Интересные 
сведения об этой системе счисления можно найти 
в книге А. П. Стахова [9]. 

З А М Е Ч А Н И Е 1. В общем случае не решена за¬
дача 3) и не найдено число решений задачи 2). По 
мнению авторов, это трудные, но интересные ком¬
бинаторные задачи. 

В параграфе 4, с использованием стандартных 
троичных (соответственно двоичных) систем счис¬
ления с отрицательными степенями, дано описа¬
ние классических фракталов: ковра Серпинского 
C, губки Менгера M (соответственно салфетки 
Серпинского S) в декартовых прямоугольных (со¬
ответственно барицентрических) координатах. 

В параграфе 6 на основе результатов пара¬
графа 5 доказано (насколько известно авторам, 
впервые), что ограничение евклидовой метрики из 
объемлющей плоскости или пространства на лю¬
бой из рассматриваемых классических фракталов 
и индуцированная этим ограничением внутренняя 
метрика билипшицево эквивалентны. В статье [6] 
доказан интересный факт: каждое из этих трех 
пространств с соответствующей внутренней мет¬
рикой изометрично пространству орбит одного и 
того же геодезически и метрически полного R-
дерева валентности континуум в каждой точке по 
соответствующей подгруппе изометрий, снабжен¬
ному фактор-метрикой. 

В параграфе 7 с использованием соответству¬
ющей меры Хаусдорфа дано прямое доказатель¬
ство того известного факта, что размерность Ха-
усдорфа любого из рассматриваемых классиче¬
ских фракталов совпадает с их так называемой 
фрактальной размерностью. Отметим, что дру¬
гой подход к этому вопросу в более общих ситу¬
ациях излагается в работе [7]. 

Следует заметить, что в литературе существу¬
ют не совпадающие в общем случае понятия фрак¬
тальной размерности. Основатель фрактальной 
геометрии Б. Мандельброт считает это понятие си¬
нонимом размерности Хаусдорфа [8], (а фракта¬
лом во многих случаях называет (сепарабельное) 
метрическое пространство, размерность Хаусдор-
фа которого больше его топологической размерно¬
сти). Фактически же для каждого рассматривае¬
мого им компактного самоподобного фрактально¬
го метрического пространства (X, d) он под этим 
понимает число r(X) = log N/ log k, где k > 2 — 

наименьшее натуральное число, такое, что X до¬
пускает метрическое (само)подобие в себя с коэф¬
фициентом 1 /k, а N — (минимальное) число раз¬
личных самопободобных копий пространства X 
с этим коэффициентом (покрывающих простран¬
ство X). При этом он нигде не доказывает, что 
число r(X) совпадает с размерностью Хаусдорфа 
пространства X. Автор книги [4] под фрактальной 
размерностью вполне ограниченного метрическо¬
го пространства понимает его верхнюю емкость. 
На самом деле это понятие эквивалентно понятию 
грубой размерности, см. например [3]. Хаусдор-
фова размерность метрического пространства все¬
гда не больше его грубой размерности. В [3] при¬
ведены примеры компактных метрических про¬
странств с внутренней метрикой, для которых гру¬
бая размерность строго больше размерности Хау-
сдорфа. Хаусдорфова и грубая размерности всех 
рассматриваемых в этой статье фракталов совпа¬
дают. 

Под фрактальной размерностью в этой статье 
понимается число Мандельброта r(X). 

2. Обобщенная "задача о гирях" с 
односторонним расположением гирь 
и двоичная система счисления 

В этом параграфе рассмотрим существенно бо¬
лее легкую задачу для случая, когда разрешается 
класть гири только на одну чашу весов. 

Справедлива следующая 

Т е о р е м а 1. Пусть {m/~}, к = 0, 1, . . . , s — ко¬
нечная неубывающая последовательность нату¬
ральных чисел. Тогда любое натуральное число 

s 
n, n < m := ^""^ mk (1) 

k=0 

можно (может быть, не единственным обра¬
зом) представить в виде 

s 
n = ̂  ak,mk, ak =0,1; k = 0, 1,...,s (22) 

k=0 

тогда и только тогда, когда 

k-i 
mo = 1 и mk < ^""^ mi + 1, V k = 1,...s. (33) 

i=o 

Доказательство. Докажем достаточность ин¬
дукцией по s. При s = 0 натуральное число n, 
удовлетворяющее условию (1), равно 1 = m0. 

Предположим теперь, что для некоторого s = 
l € Z+ всякое натуральное число n, удовлетво¬
ряющее условию (1), можно представить в виде 
(2). Покажем, что это утверждение верно и для 
s = l + 1 . Заметим, что число 0 представимо в 
виде (2). Если n < Yj=o mj, то по индукционно­
му предположению существуют числа aj = 0, 1; 
j = 0,1,..., s — 1, as = 0, такие, что n = Y,j=o aj mj. 
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Пусть j=0i mj + 1 < n <Yj=0 mj. Тогда 
вании (3) 

на осно-

0 < ^""^ mj + 1 — ms < n — ms < ^""^ mj. 
j=0 j=0 

Поэтому по индукционному предположению 
n — ms можно представить в виде (2). Сле¬
довательно, существуют числа aj = 0, 1; 
j = 0,1,. 1, as 1 , такие, что n 
= j=0 a j m j . 

Докажем необходимость. Покажем сначала, 
что m0 = 1 . По условию 

= m k 
k=0 

a k m k , 

k=0 

где ak = 0, 1; k = 0, . . . , s и хотя б ы одно из чисел 
ak должно быть равным 0. Это было бы невозмож¬
но в случае m0 = 1, так как тогда 2 < m0 < mk 
для всех к = 0,..., s, следовательно, m — 1 < m — 2, 
противоречие. 

Предположим теперь, что неравенство в (3) не 
выполнено для некоторого k, 1 < k < s. Тогда 

k = l s 
^""^ mi < mk — 1 = ^""^ aj mj, 
i=0 j=0 

где aj = 0, 1; j = 0, . . . , s. Следовательно, по мень¬
шей мере один из коэффициентов aj, k < j < 
s — 1, равен 1; обозначим его через aj. Но тогда 
^S=0 aj mj > mi > mk — 1, что невозможно. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть 

J2mk = Y,'2l = 2j+0 — 1, (4) 
k=0 i=0 

где mo < • • • < ms — натуральные числа, и лю¬
бое натуральное число n, n < m, можно предста¬
вить в виде (2). Тогда s > j, причем из равенства 
s = j следует, что mk = 2k; к = 0, .. ., s. В по¬
следнем случае для каждого натурального числа 
n, n < m, существует единственное представле¬
ние в виде (2). 

Доказательство. На основании теоремы 1 вы¬
полнены соотношения (3). Следовательно, 

m0 = 1,m0 < 2, m2 < 4, .. ., ms < 2s. (5) 

Тогда 

s s 

2j+1 — 1 = m = Y, mk <Y, 2k = 2s+1 — 1, 
k=0 k=0 

что равносильно s > j, причем из равенства s = j 
вытекает, что mk = 2k; k = 0, . . . , s. В последнем 
случае представление в виде (2) любого натураль¬
ного числа n, n < m, есть единственное представ¬
ление n в двоичной системе счисления. 

З А М Е Ч А Н И Е 2. Из предложения 1 следует, что 
при расположении гирь на одной чаше весов ми¬
нимальная по количеству гирь и суммарному ве¬
су система для взвешивания грузов весом n кг, 
где n — любое натуральное число, не превосходя¬
щее 2j — 1 , единственна и состоит из j гирь весом 
1,22,..., 2j=0 кг. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть m, j - натуральные 
числа, удовлетворяющие условию 

]Г 2l <m< ]Г 2l. 
i=0 i=0 

(6) 

Тогда любое натуральное число n, n < m, можно 
представить в виде 

где 

j=0 
n = ^""^ ai2l + aj p, 

l=0 

j=0 
P = m — X ! 2l, al =0, 1; l = 0,...,j. 

=0 

(7) 

Такое представление не единственно тогда и 
только тогда, когда p < n < 2j — 1, причем p 
не является степенью двойки с целым показате¬
лем или в разложении числа n — p по степеням 
двойки присутствует p. 

Доказательство. Из условия (6) вытекает, что 
p < 2j — 1 . Следовательно, последовательность чи¬
сел mk = 2k ; k = 0, . . . , j — 1; mj = p, с точностью 
до возможной перестановки индексов, не убывает 
и удовлетворяет условиям (3). Тогда первое утвер¬
ждение вытекает из теоремы 1. 

Ясно, что соответствующее представление 
числа n единственно, если n < p или 2j — 1 < n. 
Пусть p < n < 2j — 1 . Если p не является степе¬
нью двойки, то имеются два различных представ¬
ления числа n: единственное представление вида 
(7) c aj = 0 и единственное представление ви¬
да (7) c aj = 1 . Если p — степень двойки, то 
p = 2s, 1 < s < j — 1, и эти два представления 
совпадают тогда и только тогда, когда в разложе¬
нии числа n — p по степеням двойки отсутствует p. 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть натуральное число 
m, удовлетворяющее условию (6), представлено 
в виде суммы m = s

k = 0 mk натуральных чисел, 
и каждое натуральное число n, n < m, можно 
представить в виде (2). Тогда s > j. Если s = j, 
то с точностью до перестановки чисел 

mk = 2k; k = 0,... ,j — 1; mj p, (8) 

где p определено формулой (7), тогда и только 
тогда, когда p = 2j — 1 или m = 4. 

1 1 m 

m= 
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Доказательство. Можно считать, что после¬
довательность mk; k = 0, 1, . . . , s не убывает. То¬
гда аналогично доказательству предложения 1 вы¬
полнены соотношения (5). Следовательно, 

j=0 s s 

2j — 1 = ̂ 2C2l <m = J2 mk <J2 2k = 2s+1 — 1. 
l=0 k=0 k=0 

Поэтому s > j. 
Рассмотрим случай s = j. Ясно, что 1 < p < 

2j — 1 . Если хотя бы одно из первых j — 1 > 1 
неравенств в (5) строгое, то вследствие теоремы 1, 

j=0 
mj < 2k = 2j — 1, 

k=0 

m = Y1 mk < 2 j + 1 3, p < 2j — 2. 
k=0 

Отсюда вытекает, что в случае p = 2j — 1, j > 2, 
соблюдаются равенства (8). Ясно, что то же верно 
и в случае j = 1 , p = 2j — 1 = 1 

Предположим теперь, что p < 2j — 2 (заметим 
сразу, что отсюда вытекает неравенство j > 2). 
Ясно тогда, что последовательность чисел 
{m0 = 1,. .., mj=2 = 2j=2, mj=i = 2j=1 — 1, mj = 
= P + 1 < 2j — 1}, с точностью до перестановки 
индексов, не убывает, удовлетворяет (3) и на осно¬
вании теоремы 1 удовлетворяет условию предло¬
жения 3. Очевидно, что если p = 2 j = 0 — 1 (тогда 
m = 4), то никакая перестановка этих чисел не 
совпадет с (8). 

Пусть теперь p = 2j=1 — 1. Случай j = 2 соот¬
ветствует равенствам p = 1 , m = 4, когда, оче¬
видно, существует единственный неупорядочен¬
ный набор чисел {m0 = 1, mi = 2, m2 = p = 1}, 
удовлетворяющий условию предложения 3. Если 
j > 2, то p > 2 и ясно тогда, что последователь­
ность чисел {m0 = 1, .. ., mj=2 = 2j=2, mj=i = 
p — 1 = 2j=1 — 2, mj = 2j=1 + 1} не убывает, удовле¬
творяет (3) и на основании теоремы 1 удовлетворя¬
ет условию предложения 3. Очевидно, что никакая 
перестановка этих чисел не совпадет с (8). 

3. Обобщенная "задача о гирях" с 
двусторонним расположением гирь 
и симметричная троичная система 
счисления 
В этом параграфе рассмотрим задачу для случая, 
когда разрешается класть гири на обе чаши весов. 

Справедлива следующая 

Т е о р е м а 2. Пусть {mk}, k = 0, 1, . . . , s — ко¬
нечная неубывающая последовательность нату¬
ральных чисел. Тогда любое натуральное число 

можно (может быть, не единственным обра¬
зом) представить в виде 

s 
n = ̂  ak'mk, ak = 0, ±1; k = 0, 1, .. ., s (10) 

k=0 

тогда и только тогда, когда 

k-1 
m0 = 1 и mk < 2 ml + 1 (11) 

l=0 

для каждого k = 1 , . . . s. 

Доказательство. Докажем необходимость. 
Покажем сначала, что m0 = 1 . По условию 

= m k 
k=0 

1 E 
k=0 

ak m k , 

где ak = 0, ±1; k = 0, . . . , s и где хотя бы одно из 
чисел ak должно быть равным 0 или —1. Это бы¬
ло бы невозможно в случае m0 = 1 , так как тогда 
2 < m0 < mk для всех k = 0,..., s, следовательно, 
m — 1 < m — 2 - противоречие. 

Предположим теперь, что неравенство в (11) 
не выполнено для некоторого k, 1 < k < s. Тогда 

s k = 0 s 
m — mk < mj — mj — 1 = ajmj, (12) 

j=k j=0 j=0 

где aj =0, ±1; j = 0,..., s. 
Пусть хотя бы один из коэффициентов aj, 

k < j < s, отличен от 1; обозначим его a i . Тогда 
s 

m — mk < 5 3 aj mj < m — mi < m — mk 
j=0 

вследствие (12), что невозможно. Следовательно, 
aj = 1; j = k,...,s^ 

mj + 1 
j=0 

ajmj < mj 
j=0 j=0 

на основании (12) - противоречие. 
Доказательство достаточности теоремы 2 (ин¬

дукцией по s) совершенно аналогично доказатель¬
ству достаточности теоремы 1. 

О п р е д е л е н и е 1. Симметричной (или урав¬
новешенной) троичной системой счисления назы¬
вается целочисленная позиционная система счис¬
ления с основанием 3, в которой для обозначения 
разрядов чисел используются цифры — 1 , 0, 1 . 

Приведем без доказательства следующее 
утверждение. 

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть m 33 + 1 - 0 для 
некоторого j € Z+. Тогда любое натуральное чис¬
ло n, n < m, можно единственным образом пред¬
ставить в виде 

n, n < m := ^""^ mk, 
k=0 

(9) J2al3l, al =0, ±1; l = 0,...,j. (13) 
l=0 

1 m 

n= 
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Другими словами, число n единственным образом 
представимо в симметричной троичной системе 
счисления в виде n = ajaj=i . .. a0, где alt = 0, ±1; 
l = 0, . . . , j. 

П р е д л о ж е н и е 5. Пусть 

s j 3j+i _ 1 
m = V mk = Y,3l = 2 , (14) 

k=0 l=0 
2 

где m0 < mi < • • • < ms — натуральные числа, и 
любое натуральное число n, n < m, можно пред¬
ставить в виде (10). Тогда s > j, причем из ра¬
венства s = j следует, что mk = 3k; k = 0, . . . , s. 

Доказательство. Вследствие теоремы 2 вы¬
полнены соотношения (11). Поэтому 

m0 = 1, mi < 3, m2 < 9, . . . , ms < 3s. (15) 

Тогда 

3j+1 — 1 „v- o k 3s+1 — 1 
k=0 k=0 

что равносильно неравенству s > j, причем из ра¬
венства s = j вытекает, что mk = 3k ; k = 0, . . . , s. 

З А М Е Ч А Н И Е 3. Из предложения 5 следует, что 
если разрешено класть гири на обе чаши весов, то 
минимальная по количеству гирь и суммарному 
весу система для взвешивания грузов весом n кг, 
где n — любое натуральное число, не превосходя-

V — о 
щее —2—, единственна и состоит из j гирь весом 
1,33,..., 3j=1 кг. 

П р е д л о ж е н и е 6. Пусть натуральное число 
m, удовлетворяющее условию 

Е 3l <m< ]Г 3l, 
l=0 l=0 

(16) 

представлено в виде суммы m = s

k = 0 mk нату¬
ральных чисел, и каждое натуральное число n, 
n < m, можно представить в виде (10). Тогда 
s > j. Если s = j, то с точностью до переста¬
новки чисел 

j=i 
mk = 3k; k = 0, . . . , j— 1; mj = p= m— 3l, 

l=0 
j (17) 

тогда и только тогда, когда p = 3j — 1 или 
p = 3j — 2. 

Доказательство. Можно считать, что после¬
довательность {mk}, k = 0, 1, . . . , s, не убывает. То¬
гда аналогично доказательству предложения 5 вы¬
полнены соотношения (15). Следовательно, 

3j 1 j=i 
3l < m 

l=0 
mk < 3k 

3s+1 

1 

Поэтому s > j. 
Пусть s = j. Ясно, что 1 < p < 3j — 1. Если 

хотя бы одно из первых j— 1 > 1 неравенств в (11) 
строгое, то, вследствие теоремы 2, 

j=2 
mj=i < 2 3l = 3j=i — 1, 

l=0 

mj < 2 ^ Е 3 l + mj=^j 

Поэтому 

3j+1 — 1 
m = > ml < 

l=0 2 

+ 1 = 3j — 2. 

3, p < 3j — 3. 

k=0 k=0 

Отсюда вытекает, что если j > 2 и p = 3j — 2 
или p = 3j — 1, то mk = 3k; k = 0, .. ., j — 1, т. е. со¬
блюдаются равенства (17). Ясно, что то же верно в 
случаях j = 1, p = 3j — 2=1 и j = 1, p = 3j —1 = 2. 

Предположим теперь, что p < 3j — 3 (заметим 
сразу, что отсюда вытекает неравенство j > 2). 
Ясно тогда, что последовательность чисел 
{m0 = 1, .. ., mj=2 = 3j=2, mj=i = 3j=1 — 1, mj = 
= p+1 } , с точностью до перестановки индексов, не 
убывает, удовлетворяет условиям (10) и на основа¬
нии теоремы 2 удовлетворяет условию предложе¬
ния 6. Очевидно, что если p = 3j= — 1 , то никакая 
перестановка этих чисел не совпадет с (17). 

Пусть теперь p = 3j= — 1 . Так как j > 2, то 
p > 2, и последовательность чисел 
{m0 = 1, . . . , mj=2 = 3j=2, mj= = 3j= + 1, mj = 
= p — 1 = 3j= — 2}, с точностью до перестановки 
индексов, не убывает, удовлетворяет условиям (11) 
и на основании теоремы 2 удовлетворяет условию 
предложения 6. Очевидно, что никакая переста¬
новка этих чисел не совпадет с (17). 

4. Классические фракталы и системы 
счисления 

Салфетку Серпинского S можно определить (см. 
стр. 207 книги [1]) как (единственное) подмноже¬
ство равностороннего треугольника S0 со сторона¬
ми единичной длины на координатной евклидовой 
плоскости R 2 , являющееся пересечением счетного 
семейства замкнутых множеств Si, i = 0,1, 2,..., 
где каждое множество Si состоит из 3i (замкну¬
тых) равносторонних треугольников Sij, имею¬
щих стороны длины 1 /2i и попарно непересека¬
ющиеся внутренности, причем каждое множество 
Si, i = 1, 2, . . . , получается из Si= удалением 
из каждого треугольника Si=ij внутренности (за¬
мкнутого) равностороннего треугольника со сто¬
ронами длины 1 /2i, имеющего с каждой стороной 
треугольника Si=i j единственную общую точку. 

Будем понимать точки из R 2 как векторы. 
Пусть A,B,C — вершины треугольника S0. На-2 
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помним, что каждую точку X € S0 можно един¬
ственным образом представить в виде 

X = aA + bB + cC, (18) 

где 
a + b + c =1; a > 0,b > 0,c > 0; 

и ( a, b, c) — барицентрические координаты точки 
X в треугольнике S0. 

Т е о р е м а 3. X € S тогда и только тогда, ко¬
гда X € S0 и двоичные представления барицен¬
трических координат ( a, b, c) точки X обладают 
следующим свойством: для каждого натурально¬
го числа n, 

max(an, bn, cn) = 1 или ak = bk = ck =0 (19) 

для всех k > n. 

Доказательство. Легко видеть, что точка X = 
aA + bB, где a + b = 1, a > 0, b > 0, принадле¬
жит отрезку [A, B] и разбивает его в отношении 
b : a. Отсюда легко вывести, что множество всех 
точек X € S0 с барицентрическими координатами 
( a, b, c) , где a = a0 постоянно, есть отрезок в S0, 
параллельный стороне BC треугольника S0, кон¬
цы которого разбивают отрезки [B, A] и [C, A] в 
отношении a,0 : (1 — a0). Аналогичные утвержде¬
ния верны для барицентрических координат b и c. 
К а к следствие, каждое из уравнений a = 0, b = 0, 
c = 0 определяет в барицентрических координа¬
тах соответствующую сторону треугольника S0, а 
каждое из уравнений a = 1/2, b = 1/2, c = 1/2 
— соответствующую среднюю линию треугольни¬
ка S0 . 

Ясно, что условие X € S0 необходимо. Дока¬
жем индукцией по n необходимость условия (19) 
для барицентрических координат (a, b, c) точки X. 

Предположим сначала, что n = 1 и a = b = 
= c = 0 для двоичной записи барицентрических 
координат ( a, b, c) некоторой точки X € S. Если 
бы max(a0,b0, c0) = 0, то max(a,b,c) < 1/2, что 
означает, что точка X лежит внутри треуголь¬
ника, ограниченного средними линиями a = 1 /2, 
b = 1/2, c =1/2 треугольника S0, следователь­
но, X € S0 и X € S. Поэтому max(a0,b0, c0) = 
= max(a,b,c) = 1, т .е. X есть одна из вершин 
A, B, C треугольника S0. Пусть, например, это 
вершина A. Тогда a = 1 , b = 0, c = 0. Следова¬
тельно, ak = bk = ck = 0 для всех k > 1 . 

Предположим, что необходимость условия (19) 
доказана для всех n N, не превосходящих на¬
турального числа l, и пусть n = l + 1. Если 
m'Ax(al,bl,cl) = 0, то вследствие индукционно¬
го предположения ak = bk = ck = 0 для всех 
k > l , в частности, для всех k > l + 1. Поэтому 
можно считать, что m&x(a,l,bl, CI) = 1. Положим 
а = a0,ai ...al, в = b0, bi ...bl, 7 = o,ci . .. CI. Яс¬
но, что 

a > a, b > в, c > Y, (20) 

причем можно считать, что хотя бы одно из этих 
неравенств строгое; иначе ak = bk = ck = 0 для 
всех k > l + 1 . Тогда неравенства (20) означают, 
что точка X с координатами ( a, b, c) лежит в тре¬
угольнике, ограниченном прямыми с уравнениями 
a = a, b = в, c = 7. Из условия m&x(a,l,bl,c{) = 1 
вытекает, что это треугольник вида Slj0. Если 
al+i = bl+i = cl+i = 0, то a < a + 1/2l+1, 
b < в + 1/2l+i, c < 7 + 1/2l+i, что эквивалент¬
но тому, что точка X лежит внутри треугольни¬
ка, ограниченного средними линиями треугольни¬
ка Slj0, следовательно, X € S+i и X € S. Поэтому 
max(al+i, b+i, c+i) = 1. 

Предположим, что X S0. Используя некото¬
рые из проведенных здесь рассуждений, нетруд¬
но заметить, что для данного n N первое из 
альтернативных условий в (19) означает, что X / 
(Sn=i\Sn), а второе влечет, что X - некоторая 
граничная точка множества Sn=i и, следователь¬
но, X S. Отсюда непосредственно получаем до¬
статочность сформулированных в теореме усло¬
вий. 

С л е д с т в и е 1. Все барицентрические коорди¬
наты a, b, c точки X S представимы конечны¬
ми двоичными дробями тогда и только тогда, ко¬
гда одна из этих координат равна 1 или суще¬
ствует натуральное число k, такое, что ровно 
два из чисел ak, bk, ck равны 1. В первом случае 
точка x является одной из вершин треугольни­
ка S0. Во втором случае an = bn = cn = 0 для 
всех n > k + 1 и ровно одно из чисел an,bn, cn рав¬
но 1 для каждого n = 1 , . . . , k — 1 . Хотя бы од¬
на из координат a, b, c точки X S не предста-
вима конечной двоичной дробью тогда и только 
тогда, когда a0 = b0 = c0 = 0 и ровно одно из чи¬
сел an, bn, cn равно 1 для каждого натурального 
числа n, причем существуют натуральные числа 
k, l, m, такие, что ak = b = cm = 0. 

Доказательство. Напомним, что условия X 
S0 и a + b + c = 1; a > 0, b > 0, c > 0 эк¬
вивалентны. Случай, когда одна из этих коор¬
динат равна 1, очевиден. Иначе 0 < a < 1 , 
0 < b < 1 , 0 < c < 1 , т. е. a0 = b0 = c0 = 0. Пусть 
max(ak,bk,ck) = 1 для некоторого натурально­
го числа k и ak = a0,ai ...ak, fik = b0,bi ...bk, 
7k = c0 , c . . . ck . Тогда вследствие теоремы 3, 
max(an,bn,cn) = 1 для каждого числа n = 
1 , . . . , k — 1 . Следовательно, 

k

1 

0 < 1 — (ak + fh + 7k ) = 1 (al + bl + CI )^ < 

l= 

< 1 — ̂ max(a l , b l , c l ) 1 = 1 — ]Г = 1/2k. 
l= l= 

Из этих соотношений вытекает, что ровно одно из 
чисел an, bn, cn равно 1 для каждого n = 1 , . . . , k— 1 
и не более двух из чисел ak, bk, ck равно 1. При 
этом ровно два из чисел ak , bk, ck равны 1 тогда и 
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только тогда, когда ak+[ik +7k = 1, т. е. a = ak ,b = 
[3k ,c = 7k, что доказывает все утверждения тео¬
ремы, кроме последнего. Последнее утверждение 
теоремы следует из двух предыдущих фраз . 

Ковер Серпинского C (см. стр. 207 - 208 кни¬
ги [1]) можно определить как (единственное) под¬
множество единичного квадрата 12 координатной 
евклидовой плоскости R 2 , являющееся пересече¬
нием счетного семейства замкнутых множеств Ci, 
i = 0, 1 , 2, . . . , где каждое множество Ci состоит из 
8j (замкнутых) квадратов Cij, имеющих стороны 
длины 1 /3i и попарно непересекающиеся внутрен¬
ности, причем каждое множество Ci, i = 1, 2, . . . , 
получается из Ci= удалением из каждого квад¬
рата Ci= j внутренности квадрата со сторона¬
ми длины 1 /3i, не пересекающегося со сторонами 
квадрата Ci= j. 

Т е о р е м а 4. Ковер Серпинского C состоит из 
всех точек (x,y) € Q = I х I, таких, что запи­
си двух координат x,y в стандартной троичной 
системе счисления не могут иметь 1 в одном и 
том же разряде и не заканчиваться на этом раз¬
ряде. 

Доказательство. Мы подразумеваем, что за¬
пись x0, x . . . числа x I в стандартной троичной 
системе счисления не может заканчиваться нуля¬
ми или бесконечной последовательностью двоек, 
за исключением случая, когда x = x0 = 0. При 
этом x0 < 1 и если x0 = 1 , то x = x0 = 1. 

Обозначим через D множество всех точек, под¬
чиненных условию из теоремы 4. Ясно, что точ¬
ка ( x, y) Q\D тогда и только тогда, когда су¬
ществует наименьшее натуральное число n, такое, 
что xn = yn = 1 и существуют натуральные числа 
l > n и m > n, такие, что XI > 0 и ym > 0, для за¬
писей чисел x и y в стандартной троичной системе 
счисления. В свою очередь, последнее утвержде¬
ние, как нетрудно понять, эквивалентно тому, что 
( x, y) Cn= \Cn. Отсюда непосредственно выво¬
дится, что ( x, y) D тогда и только тогда, когда 
(x, y) C. 

Губка Менгера M — замкнутое подмножество 
единичного куба 13. Куб 13 является объединени­
ем 33 = 27 равных (замкнутых) кубиков, получаю¬
щихся из I3 подобием с коэффициентом 1/3. Мно¬
жество M есть объединение 20 кубиков, отличных 
от кубика k, не имеющего общих точек с гранями 
куба I3, и 6 кубиков, каждый из которых имеет 
общую грань с кубиком k. Множество M2 полу¬
чается применением той же процедуры к каждо¬
му из 20 кубиков в M . Множество M2 состоит из 
20 х 20 = 400 равных еще более мелких кубиков. 
К каждому из них применяется та же процеду¬
ра, что и на первом шаге и получается множество 
M3, состоящее из 400 х 20 = 8000 кубиков и т.д. 
В результате получается бесконечная последова¬
тельность замкнутых множеств M , M2, . . . . Мно¬
жество M определяется как пересечение всех мно-

жеств этой последовательности. 

Т е о р е м а 5. Пусть pi : 13 = I х I х I — I; 
i = 1 , 2, 3 — канонические проекции. Тогда 

M = p=i(C) Пp=i(C) Пp=i(C). (21) 

Другими словами, губка Менгера состоит из тех 
точек ( x , x2, x3) единичного куба I3, для которых 
записи любой пары из трех координат x , x2, x3 
в стандартной троичной системе счисления не 
могут иметь 1 в одном и том же разряде и не 
заканчиваться на этом разряде. 

Доказательство. Заметим, что второе утвер¬
ждение теоремы есть простое логическое след¬
ствие первого ее утверждения и теоремы 4. До¬
кажем первое утверждение теоремы. 

Докажем индукцией по i, что 

Mj = p=i(Cj) Пp=i(Cj) Пp=i(Cj) (22) 

для каждого неотрицательного целого числа i. 
Очевидно, утверждение (22) верно при i = 0. 
Предположим, что оно верно при i = k и докажем 
его справедливость при i = k + 1 . Из определения 
множеств Ci и Mi нетрудно увидеть, что 

M k \ M k + = 

= p=i (Ck\Ck+i) up=i (Ck\Ck+i)up=i (Ck\Ck+i) = 

= [p=i(Ck)\p=i(Ck+i)] и [p=i(Ck)\p=i(Ck+i)p 

vp=i(Ck )\p=i(Ck+i)]. 

Тогда, вследствие индукционного предположения, 

Mk+ = Mk\(Mk\Mk+ ) = 

= [p=i(Ck) Пp=i(Ck) Пp=i(Ck)]\ 

\ { [ P = 1 (Ck)\p=i(Ck+i)] и [p=i(Ck)\p=i(Ck+i)]u 

u[p=i(Ck )\p=i(Ck+i)]} = 

= {p= (Ck)\[p= (Ck)\p= (Ck+ )]}П 

n{p=i (Ck )\[p=i(Ck )\p=i(Ck+i)]}n 

n{p=i(Ck )\p=i(Ck )\p=i(Ck+i)]} = 

= p=i(Ck+i) np=i(Ck+i) np=i(Ck+i). 

Теперь на основании (22) получаем, что 

oo oo 

M = П Mi = ^](p=i(Ci) np=i(d) np=i(Cj)) = 
i=0 i=0 

o o o 

= (Rp= i(Cj)) П ( П P = 1 ( C ) ) П (Пp= i (Ci)) = 
i=0 i=0 

p = ( Ci) П p2= ( Ci) П p3= ( Ci) 

i=0 i=0 i=0 

P=1(C) np=i(C) np=i(C). 
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5. Внутренние метрики на классиче­
ских фракталах 
Далее через d обозначается естественная (внутрен¬
няя) метрика объемлющего евклидова простран¬
ства E2 (соответственно E3) для фракталов S, C 
(соответственно M). 

П р е д л о ж е н и е 7. Пусть X,Y — произволь­
ные точки в E2 с барицентрическими координа­
тами (x\,x2,x3) и (у1,У2,Уз) относительно вер­
шин A,B,C треугольника S0. Тогда формула 

di(X,Y) = 2 j2 \xk - yk\ 2 
(23) 

k= 

определяет метрику нормированного простран­
ства в E2, согласованную с векторной структу­
рой пространства E2. Каждый единичный шар 
пространства (E2,di) является правильным вы­
пуклым шестиугольником в (E2 ,d) диаметра 2 
в (E2,d) со сторонами, параллельными сторонам 
треугольника S0. 

Доказательство. Заметим сначала, что отоб­
ражение f (X) = (xi,x2,x3), сопоставляющее точ­
ке X € E2 ее барицентрические координаты, есте¬
ственно рассматривать как отображение f : E2 — 
R 3 . Ясно, что тогда f является аффинным преоб¬
разованием плоскости E2 на плоскость 

P := {(xi,x2, x3) € R 3 : xi + x2 + x3 = 1} 

в R 3 , а правая часть формулы (23) определяет мет­
рику (которую также будем обозначать di) в R 3 , 
определяемую нормой 

\\(xi ,x2,x3)\\ (\xi\ + \x2\ + \x3\), 

что доказывает первое утверждение. Введем вспо¬
могательную евклидову метрику 

d2(X,Y) = -=(£Ы - yk)2)1'2 

k= 

xi + x2 + x3 = 0 есть правильный выпуклый ше¬
стиугольник диаметра 2 в (R 3 , d2). 

П р е д л о ж е н и е 8. Пусть X,Y — произволь¬
ные точки в E2 с барицентрическими координа¬
тами (x , x2, x3) и (y , y2, y3) относительно вер¬
шин A,B,C треугольника S0. Тогда 

d(X,Y) 
1 3 

2 ( ^ Ы - yk)2)1'2 < 
2 k= 

< 
2J2 \xk - yk \ := di(X,Y) < - 3 

2 k= 3 

d(X,Y). (24) 

В общем случае и верхнюю, и нижнюю оценки для 
d ( x, y) нельзя улучшить. 

Доказательство. Первое равенство вытекает 
из того, что преобразование f : (E2, d) — (P, d2) 
из доказательства предложения 7 есть изометрия. 
Из последнего утверждения предложения 7 выте­
кает первое неравенство в (24) и тот факт, что со­
отношение (di/d2)(X, Y) достигает максимального 
значения --3, когда X = A, а Y — середина сто­
роны BC треугольника S0. Отсюда следуют все 
утверждения предложения. 

Напомним, что если (X, d) — метрическое про¬
странство и A — непустое подмножество в X, то 
расстояние d&(ai,a2) между точками ai,a2 € A в 
индуцированной на A внутренней метрике опре¬
деляется как точная нижняя граница длин путей 
в (A, d), соединяющих точки a и a2. В общем слу¬
чае не исключено, что некоторые точки a , a2 A 
нельзя соединить путем конечной длины в ( A, d) . 
Тогда d&(ai, a2) = +00. Если же таких пар точек 
не существует, то d& — метрика. 

Далее ds обозначает внутреннюю метрику в S, 
индуцированную евклидовой метрикой d. 

в R 3 . Легко видеть, что ограничения на подмноже­
ство {A, B,C} преобразований f : (E2,d) — (P, di) 
и f : (E2, d) — (P, d2) являются изометриями. Сле¬
довательно, последнее из них является изометри-
ей, а первое — изометрией на каждой из прямых 
xi = const, x2 = const, x3 = const. Кроме того, 
если O — одна из вершин треугольника S0, то лег­
ко проверить, что di(x, O) = xi + x2 + x3 = 1 для 
любой точки x на противоположной стороне тре¬
угольника S0. Из последних двух фраз вытекает 
второе утверждение предложения. 

З А М Е Ч А Н И Е 4. Единичный шар {x € R 3 : \ \x\\< 1} 
пространства ( R 3 , d ) является правильным окта¬
эдром в евклидовом пространстве (R3,d2). Вто­
рое утверждение предложения 7 эквивалентно то¬
му, что пересечение этого октаэдра с плоскостью 

П р е д л о ж е н и е 9. Если O — одна из вер¬
шин треугольника S0, а X — произвольная точ¬
ка в S, то ds(O, X) = d (O, X). Диаметры про¬
странств (S, ds), (S, d ), (S, d) совпадают и рав¬
ны 1. 

Доказательство. Так как фигура S облада¬
ет поворотной симметрией порядка 3 в (E2, d), то 
можно считать, что O = A. 

Докажем сначала первое утверждение. 
Если X = A, то ds(A, X) = d(A, X) = 

d ( O, x) = 0. Если X — одна из вершин B или 
C, то отрезок [AX] С S и 

dS(A, X) = d(A, X) = di(O, X) = 1. (25) 

Поэтому можно считать, что X не совпадает ни с 
одной из вершин A, B или C. Далее будем пользо¬
ваться обозначениями из следствия 1 и его дока¬
зательства. Тогда 0 < b + c < 1,a0 = b0 = c0 = 0. 

Определим последовательность точек 
{ Xn} , n = 0, 1 , . . . их барицентрическими коор¬
динатами (1 - (вп + 7n), (in, 7n). Ясно, что X0 = A, 
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последовательности {вп}, {7n} не убывают, по­
следовательность {1 - (вп + 7n)} не возрастает и 
Xn — X при n — +оо. Кроме того, нетрудно про­
верить, что каждая точка Xn удовлетворяет всем 
условиям теоремы 3 и, следовательно, Xn € S. 
Далее рассмотрим два случая: 1) хотя бы одна из 
координат a, b, c не представима конечной двоич¬
ной дробью; 2) все координаты a, b, c представимы 
конечными двоичными дробями. 

1) В этом случае хотя бы одна из коорди¬
нат b, c не представима конечной двоичной дро¬
бью; поэтому найдутся сколь угодно большие n, 
такие, что max(bn, cn) = 1 и последовательность 
{Xn},n = 0,1,... не стабилизируется. На основа¬
нии следствия 1 для каждого натурального числа 
n не более одного числа из bn ,cn равно 1. Отсю­
да вытекает, что точки Xn-i,Xn являются вер­
шинами одного из треугольников вида Snj, и если 
Xn-i = Xn, то отрезок [ X n - i , X n ] является сто¬
роной единственного треугольника такого вида и 
поэтому [Xn-i, Xn] С S. В любом случае легко по¬
лучаем, что 

dS(Xn-i,Xn) = d(Xn-i, Xn) = 

= di(Xn-i,Xn) = вп - вп-i + 7n - 7n-i. (26) 

Возьмем кривую L, являющуюся объединением 
ломаных Ln = X0Xi... Xn и конечной точки X 
с параметризацией, совпадающей на каждой ло¬
маной Ln с параметризацией длиной дуги отно¬
сительно метрики d или, что то же, метрики d . 
Тогда вследствие (26) ее длина в метрике d равна 

l(L) lim l(Ln) 
и—>-\-оо 

^2(вп - вп-i + 7п - 7n-i) = b + c 

-[(1 - (1 - (b + c)) + (b - 0) + (c - 0))] di(A,X). 

Пусть Yi = Xn(i) — первая из точек последова¬
тельности {Xn}, n = 0, 1, . . . , отличная от X0 = 
= Y0 = A; Y2 = Xn(2) — первая из точек после­
довательности {Xn}, n = n(1), n(1) + 1,.. ., отлич¬
ная от Xn(1) = Y , и т. д. Тогда точка A содер¬
жится в (единственном) треугольнике вида Sn(i)j 
со стороной AY , точка X вместе с точкой Y со¬
держится в некотором другом треугольнике вида 
Sn(i)j>,j' = j (тоже единственном вследствие то¬
го, что не все барицентрические координаты точки 
X представимы конечными двоичными дробями), 
а все эти три точки лежат в единственном тре¬
угольнике вида Sn(i)-i s . К а к следствие, 

l(L) = b+c< 
1 

2n(i)-i. 
(27) 

Д л я завершения доказательства первого утвер¬
ждения достаточно показать, что если l(L') < 
l(L), то L = L. Такая кривая L должна проходить 

через точку Y . Иначе она проходит через точку 
Zi = Sn(i),j П Sn(i),j>>, г д е Sn(i),j>>,j" = = j > ; 

Sn(i),j>> С Sn(i)-i,s, и тогда 

l(L') > d(A, Zi) + d(Zi, X) > > l(L), 

так как d(A,Zi) = 2рпщ, а d(Zi,X) > 2рпщ вслед¬
ствие того, что 

Zi € Sn(i),j>>, X € Sn(i),j>, Sn(i),j>> П Sn(i),j> = ®. 

Аналогично доказывается, что дуга YiX кривой 
L должна содержать точку Y2 и т.д. Таким об­
разом, при прохождении направленной кривой L 
последовательно должны появляться все точки 
Y0, Y , . . . . Следовательно, 

-о 

l(L') >J2 d(Yn-i,Yn) = l(L), 
n=i 

и равенство здесь может соблюдаться только если 
L составлена из отрезков [ Y n - i , Yn], n = 1, 2,..., 
т. е. если L = L. 

Докажем второе утверждение. Так как 
ds(A, B) = di(A,B) = d(A, B) = 1, то диаметры 
пространства S во всех трех метриках не меньше 
1. Докажем противоположное неравенство. Заме¬
тим прежде, что 

d(O,X) < di(O,X) = ds(O, X) < 1 (28) 

вследствие первого утверждения и предложений 7, 
8. Пусть теперь X,Y € S. Тогда точка X (соответ­
ственно Y) лежит в пересечении вида SnSij (соот­
ветственно S П Sij>). При этом оба эти множества 
содержат некоторую общую вершину O и полу¬
чаются из S метрическими подобиями с коэффи¬
циентом 1 /2. Используя соотношения (28) и нера¬
венство треугольника, получаем требуемые нера¬
венства 

d(X, Y) < d(X, Oi) + d(Oi,Y) < 

< di(X,Oi) + di(Oi,Y) = 

= ds (X, Oi) + ds (Oi, Y) < 1/2 + 1/2 = 1. 

2) Доказательство в основном совершенно ана¬
логично доказательству в случае 1). Укажем раз¬
личия. На основании следствия 1 существует на¬
туральное число к такое, что ровно два из чисел 
ak,bk, ck равны 1, причем a = ak,b = ,c = 7k и 
ровно одно из чисел an, bn, cn равно 1 для каждо¬
го n = 1 , . . . , к - 1 . Далее возможны два случая: 
а) ровно одно из чисел bk , ck равно 1; б) ровно два 
из чисел bk , ck равны 1. В случае а) надо взять в 
качестве L С S ломаную AX . . . Xk и повторить те 
же рассуждения, что и в случае 1). Если же выпол¬
няется условие б), то между точками Xk1 и Xk на­
до вставить точку Z = (1 - (b + c) + 1/2k,b- 1/2k,c) 
или Z' = (1 - (b + c) + 1/2k,b,c - 1/2k) и рас¬
смотреть ломаную L = X0X . . . Xk- ZXk или 

L' = X0X . . . Xk- Z'Xk. При этом l(L) = l(L'). 
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Аналогично предыдущему доказывается, что каж¬
дая направленная кривая L'' С S, должна совпа¬
дать с L или L', если l(L'') < l(L). Все остальные 
утверждения доказываются аналогично. 

Т е о р е м а 6. Если X,Y произвольные точ¬
ки в S с барицентрическими координатами 
(x , x2, x3) и (y , y2, y3), то верны оценки 

d(X, Y) < ds(X, Y) < — d(X, Y), (29) 

1 3 

di(X,Y) = -J2 \xk - yk \< ds (X, Y) < 
k= 

< 
/3 

5 > k - yk\ = -3 di(X,Y). (30) 
k= 

В общем случае нижние оценки в этих неравен¬
ствах нельзя улучшить. 

Доказательство. Если хотя бы одна из точек 
X или Y равна вершине некоторого треугольника 
вида j , содержащего обе точки X и Y, то нера­
венства (29) и (30) вытекают из предложений 8 и 
9. Рассмотрим общий случай. Можно считать, что 
X = Y. Первые неравенства в (29) и (30) вытекают 
из неравенств треугольника для метрик и предло¬
жений 8, 9. Докажем вторые неравенства в (29) и 
(30). 

Если хотя бы одна из точек X или Y равна 
вершине некоторого треугольника вида Si j, содер¬
жащего обе точки X и Y, то неравенства (29) и 
(30) вытекают из предложений 8 и 9. Рассмотрим 
общий случай. Можно считать, что X = Y. Суще¬
ствует наименьшее неотрицательное целое число 
к, такое, что некоторый треугольник вида Sk j со¬
держит обе точки X и Y, но точки X и Y не со¬
держатся одновременно ни в каком треугольнике 
вида Sk+iti. Тогда существуют натуральные чис­
ла r и s, такие, что X € Sk+ir, Y € Sk+iiS, r = s. 
Треугольники Sk+ir и Si~+itS содержат единствен¬
ную общую точку, и эта точка является их общей 
вершиной O. Введем обозначения: 

a = d(X, O), ai = di(X, O), b = d(Y, O), 

bi = di(Y,O),c = d(X,Y ),ci = di(X,Y). 

Тогда a := L(OX, OY) > п . Следовательно, 

c = \Ja? + b2 - 2ab cos a > л/a2 + b2 - ab > 2^(a+b). 

Отсюда, на основании предложения 8 и равенств 

ds(X, Y)=ds(X, O)+ds(O, Y)=di(X, O)+di(O, Y), 

получаем: 

ci > c >- (a + b) > 

^.(ds (X,O)+ ds (O,Y)) > ds (X, Y). 
V3 
4 

Следовательно, 

ds (X, Y) < -= d(X,Y) < -= di(X,Y), 

что дает вторые неравенства в (29) и (30). 
Последнее утверждение следует из равенств 

(25). 

З А М Е Ч А Н И Е 5. Вследствие неравенств (24) и 
(29) , 1 < ds/d < ds/d. Поэтому метрика d — 
лучшее приближение метрики ds по сравнению с 
метрикой d. Кроме того, предложение 9 показы¬
вает, что во многих важных случаях расстояния 
в метриках d и ds совпадают. Д л я точек X, Y 
с барицентрическими координатами (1/2, 1/4, 1/4) 
и (1/4, 1/2, 1/4) соответственно верны равенства 
ds(X, Y) = 1/2 = 2d(X,Y) = 2di(X,Y). Авторам 
не известно, можно ли константу 4/\[3 в (29) и 
(30) заменить меньшим числом 2. 

П р е д л о ж е н и е 10. Если X = (xi,x2) — одна 
из вершин квадрата C0, а Y = (y , y2) — произ¬
вольная точка в C, то 

2 

d(X,Y) < dc (X, Y) <J2\xk - yk \ := d3(X,Y). 
k=i 

Доказательство. Ясно, что d( X, Y) < dc(X, Y). 
Без ограничения общности можно считать, что 
X = (0,0), а Y = X. Д л я записи координат 
точки Y будем использовать стандартную тро¬
ичную систему счисления. В доказательстве бу¬
дем пользоваться тем, что стороны всех квадра¬
тов Ck j, к = 1, 2, . . . содержатся в C. Определим 
точки X-i = X и Xn = (an = a0,ai ...an,en = 
= b0,bi ... bn) для n = 0,1,..., где a = yi,b = y2, 

их записи в стандарт-a a0, ai ... и b0, bi 
ной троичной системе счисления. Введем точку 
Yn = (an, en-i), если оба числа an, bn для данного 
n положительны, и Yn = X n - i в противополож¬
ном случае. Здесь предполагается, что e - i = 0. В 
любом случае отрезки [Xn-i , Yn] и [Yn, Xn] содер¬
жатся в C. Отсюда следует, что 

dc (X(n-i),Xn) < dc (Xn-i,Yn) + dc (Yn, Xn) = 

\ xn i 
( x n i 

x(n-i),i\ + \xn,2 - x(n-i),2 \ = 

x(n-i),i) + (xn,2 - x(n-i),2) 

= d3(X(n-i),Xn). 

Тогда 

У З dc(Xk,Xk+i) < 5 3 d3(Xk,Xk+i) 
k= i k= i 

= (yi - xi) + (y2 - x2) = <k(X, Y). 

Следовательно, {Xk}, к = 1, 2, . . . — сходящаяся 
в себе относительно dc последовательность. Так 
как dc > d и d( Xk , X) — 0 при к — 0 , то 
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dc ( Xk , X) — 0 при к — 0 , и на основании послед¬
них выделенных в строку соотношений получим, 
что dc(X, Y) < d3(X,Y). 

З А М Е Ч А Н И Е 6. Нетрудно доказать, что пере¬
сечение множества C c каждой из прямых y = 2x 
и x = 2y совпадает с пересечением квадрата C0 
c каждой из этих прямых. К а к следствие, очень 
трудно (а может, и невозможно) дать точную фор¬
мулу для вычисления расстояния dc(X, Y) в усло¬
виях предложения 10. 

Т е о р е м а 7. Если X, Y произвольные точки 
в C с координатами (xi, x2) и (yi, y2), то верны 
оценки: 

1 

/2 
ds(X,Y) < d(X,Y) < dc(X, Y) < 

< 2V2d(X, Y) < 2V2d3(X, Y), (31) 

где 

d3(X,Y ) = J2 \yk - xk\. 
k=i 

Доказательство. Все неравенства в (31), кро¬
ме третьего, хорошо известны. 

Докажем третье. Можно считать, что X = Y. 
Тогда существует наименьшее натуральное чис¬
ло n, такое, что X (соответственно Y) принадле¬
ж и т некоторому квадрату C(n-i) r (соответствен­
но C(n-i)sS) и эти квадраты имеют общую сторону, 
но X (соответственно Y) принадлежит некоторо¬
му квадрату Cn<t (соответственно Cnu) и послед¬
ние два квадрата не имеют общих сторон. Возмож¬
ны два случая: 1) квадраты Cn t и Cn u имеют об­
щую вершину Z; 2) квадраты Cn<t и C n u не пере¬
секаются. Рассмотрим эти случаи отдельно. 

1) Если Z совпадает с одной из точек X или 
Y, то, вследствие предложения 10, 

1 

72 
ds(X,Y) < d(X,Y) < dc(X, Y) < 

< ds(X,Y) <V2d(X,Y), (32) 

откуда следуют неравенства (31). Иначе 
L(ZX, ZY) > п/2. Вводя обозначения a = d(X, Z), 
b = d(Z,Y), c = d(X,Y), ai = d3(X,Z), bi = 
= d3(Z, Y), ci = d3(X, Y), получим, что 

ci > c \ja2 + b2 - 2ab cos Z(ZX,ZY) > 

> V7a2 + b2 > —=(a + b) > 2(ai + bi) > 
2 2 

> 2(dc (X, Z) + dc (Z,Y)) > 1 dc (X, Y). 

Следовательно, 

< 2d(X,Y) < 2d3(X,Y), (33) 

откуда следуют неравенства (31). 
2) В этом случае существуют (единственные) 

вершины X0 и Y0 треугольников Cn<t и C n u соот¬
ветственно, такие, что d3(X0, Y0) реализует крат¬
чайшее (положительное) расстояние в метрике 
d3 между множествами вершин этих треуголь¬
ников. При этом нетрудно видеть, что расстоя¬
ние d3(X0, Y0) равно длине относительно метри¬
ки d3 некоторой ломаной L С C. Следовательно, 
dc(X0Y) < d3(X0,Y0). Если X = X0 и Y = Y0, 
то верны неравенства (32) и, следовательно, (31). 
Если X = X0 и Y = Y0, то l(YYX,Y0Y) > п/2 и 
используя проведенные ранее рассуждения, полу¬
чим неравенства (33) и, следовательно, (31). То же 
верно, если X = X0 и Y = Y0. 

Предположим, что X = X0 и Y = Y0. Возьмем 
в качестве точки Z середину (относительно мет¬
рики d3) пути L. Аналогично второму случаю в 1) 
доказываются неравенства: 

dc(X, Z) < 2d(X, Z) := 2d < 2di := 2d3(X, Z); 

dc(Z,Y) < 2d(Z,Y) := 2d' < 2di := d3(Z,Y). 

Снова L(ZX,ZY) > п/2. Вводя обозначения 
f := d(X, Y), fi := d3(X, Y), аналогично предыду¬
щему получим, что 

fi > f >Vd2 + d'2 > —=(d + d') > 
2 

> —(dc (X,Z) + dc (Z,Y)) > dc (X, Y). 

Отсюда выводятся неравенства (31). 

Ясно, что ребра всех кубов M\j, l = 0,1,... со­
держатся в M. На основе этого аналогично пред¬
ложению 10 доказывается следующее предложе¬
ние. 

П р е д л о ж е н и е 11. Если X = (xi, x2, x3) — 
одна из вершин куба M0, а Y = (У1,У2,У3) — про¬
извольная точка в M, то 

3 

d(X,Y) < dM (X, Y) <J2\xk - yk \ := dA(X,Y). 
k=i 

Следующая теорема доказывается аналогич¬
но теореме 7 заменой квадратов кубами на основе 
предложения 11. 

Т е о р е м а 8. Если X, Y — произвольные точки 
в M с координатами (xi, x2, x3) и (yi, y2, y3), то 
верны оценки 

1 

73 

где 

Г2 
ds(X,Y) < d(X,Y) < dc(X, Y) < 

di(X, Y) < d(X, Y) < <M(X, Y) < 

< 2V3d(X, Y) < 2V3dA(X, Y), (34) 

3 
d^(X,Y) = \yk - xk\. 

k=i 
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6. Хаусдорфова и фрактальная раз­
мерности классических фракталов 
Сначала напомним классическое определение раз¬
мерности Хаусдорфа метрического пространства 
(X,d), следуя [5]. Д л я числа р > 0 и не более 
чем счетного покрытия U = {Ui}iEj множества 
X его непустыми подмножествами р-вес покрытия 
Wp(U) определяется как 

(35) 
ieJ 

где 
diam(U i) = sup{d(x,y) \ x,y € Ui}. 

При р = 0 слагаемые вида 00 считаются равны¬
ми 1. Д л я S > 0 положим 

цро(X) = inf{w p(U) \ diam(U i) < Sдля всехi € J}. 
(36) 

р-мерная мера Хаусдорфа метрического простран¬
ства ( X, d) определяется как 

HP(X ) 
C ( р ) l im pp,s

(X), 

о—^+0 
(37) 

где 

и где Г — гамма-функция Эйлера. 

З А М Е Ч А Н И Е 7. Обычно при определении 
pp(X), pPtg(X) в формуле (37) заменяется на 
vP}5(X), где vp s(X) получается из pp s(X) заменой 
условия diam(U i) < S в (36) условием diam(U i) < S. 
Но легко видеть, что при такой замене pp(X) не 
меняется. 

Размерность Хаусдорфа d i m ^ (X) метриче¬
ского пространства (X, d) есть точная верхняя гра¬
ница действительных чисел > 0, для которых 
Pp(X) > 0. 

Из определений непосредственно следует, что 
размерность Хаусдорфа не меняется при замене 
метрики d любой билипшицево эквивалентной ей 
метрикой. Поэтому, вследствие теорем 6, 7 и 8, ев¬
клидову метрику d на S, C или M можно заме¬
нить определяемой ей внутренней метрикой Ds, 
dc или dM . Но для удобства вычислений мы бу¬
дем считать, что метрика на ковре Серпинского C 
индуцирована метрикой d(X, Y) = max \ xi - yi \ 

i=i ,2 
на R 2 , метрика на губке Менгера M индуцирована 
из R 3 метрикой d(X, Y) = max \ xi - yi \. 

i=i , 2 , 3 
Л е м м а 1. Пусть V = {Vi}iEj — не более 

чем счетное покрытие метрического простран¬
ства ( X, d) непустыми подмножествами диа¬
метра меньше S > 0 и wp(V) < +00 для неко­
торого р > 0. Тогда для любого е > 0 суще­
ствует открытое покрытие U = {Ui}iEj про¬
странства (X, d) непустыми подмножествами 
диаметра меньше S, удовлетворяющее условиям: 

1. Vi С Ui для каждого i € J. 
2. Wp(U) < Wp(V)+ е. 

Доказательство. Пусть е > 0. Обозначим 
V0 = {Vi V \ diam(Vi) = 0}. По условию V0 

не более чем счетно. Если V0 не пусто, то, обо¬
значая его элементы через xi, где i = 1 , . . . , к 
или i € N, определим Ui как открытый шар 
с центром в xi радиуса ei < 2 • (jr)1/p. Тогда 
J2V^Vо(diam(Ui))p < f . * 

Если V\V0 не пусто, т .е. wp(V) > 0, то 
для каждого Vi € V\V0 определим Ui как 
е^окрестность множества Vi, где 

1 
ei < 2 min {a • diam(Vi), S - diam(Vi)} , 

a = ( 1 + 2ЩГ) ) 'P 1. 

что Из неравенства треугольника следует, 
diam(U i) < diam(Vi) + 2ei и поэтому diam(U i) < S. 
Вследствие (35), 

E (diam(Ui)) p < 5 5 (diam(Vi) + 2ei)p < 
ViEV\V0 ViEV\V0 

< E ( d i a m ( V i ) ) p { 1 + 2wPW))= w p ( V 
)+ 

ViEV\V 0 

Тогда 

wp(U) = 5 3 (diam(Ui)) P + ^ (diam(Ui)) P < 
ViEV0 ViEV\V0 

< wp(V) + е. 

Л е м м а 2. Пусть (X, d) — компактное мет­
рическое пространство и pP(X) < +00 для неко¬
торого > 0. Тогда для любого S > 0 в опре¬
делении pPtg (X) (см. (36)) можно ограничиться 
только конечными (открытыми) покрытиями U 
пространства (X, d). 

Доказательство. Ясно, что 

Pp,s(X) < pp(X) < +оо. 

Осталось применить лемму 1. 

Т е о р е м а 9. dimH(S) = r(S) = log3/ log2 для 
салфетки Серпинского S. 

Доказательство. Напомним, что S = n{Sk \ 
к € Z+}, где каждое множество Sk состоит из 3k  

(замкнутых) равносторонних треугольников Sk,j, 
имеющих стороны длины 2 - k и попарно непере¬
секающиеся внутренности. В этом случае r(S) = 
= log3/ log2. Ясно, что diam(S k j) = 2 - k . Пусть 
Vk — покрытие множества Sk треугольниками Sk,j. 
Из (35), (36) следует, что для любого к N и каж¬
дого S > 2 - k 

Pr(s),s(S) < wr{s)(Vk) = 3k • (2-k)r(s) 1. 
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Тогда pr(s) (S) < +00. Из определений размерно¬
сти и меры Хаусдорфа следует, что достаточно до¬
казать неравенство pr(s)(S) > 0. 

Так как салфетка Серпинского S замкнута и 
ограничена в E2, то она компактна. На основа¬
нии леммы 2 можно рассматривать только конеч¬
ные открытые покрытия U = {Ui}iEj простран¬
ства S. При этом всегда diam(Ui) < 1, i J. 
Д л я каждого i € J существует такое к € Z+, что 
2-(k+i) < diam(U i) < 2 - k . Легко видеть, что тогда 
Ui может пересечь не более двух множеств вида 
Sk,j П S. Если n > к, то Ui пересекает не более 

2 3 n - k = 2 • 3 n + l • 2 - ( k + l ) r ( s ) < 2•3n+l•(diam(Ui))r(S) 

множеств вида Snj П S. Так как пространство S не 
имеет изолированных точек, а множества Ui, i J 
непустые, открытые и их конечное число, то суще¬
ствует такое n N, что min{diam(Ui) \ i J} > 
2-(n+i). Покрытие U пересекает все 3n множеств 
вида Sn,j П S, поэтому 

3n < E 2 • 3n+i • (diam(Ui))r(s). 
iEj 

Тогда в силу (35), wr(s)(U) > i . Из (36), (37) сле¬
д у е т ч т о pr(s)(S) > 0 . 

Т е о р е м а 10. dimH (C) = r(C) = log 8/ log3 
для ковра Серпинского C. 

Доказательство. Напомним, что 
C = n{Ck \ к € Z+}, где каждое множество Ck со¬
стоит из 8k (замкнутых) квадратов Ck,j, имеющих 
стороны длины 3-k и попарно непересекающие¬
ся внутренности. Ясно, что diam(Ck,j) = 3-k. В 
этом случае r(C) = log8/ log3. Пусть Vk — покры¬
тие множества Ck квадратами Ck,j. Из (35), (36) 
следует, что для любого к N и каждого числа 
S > 3-k 

Pr(c),s(C) < wr(c)(Vk) = 8k • ( 3 - k ) r ( c ) 1. 

Тогда Pr(c)(C) < +0. 
Заметим, что ковер Серпинского C (как и сал¬

фетка Серпинского S) компактен в E2, так как 
он замкнут и ограничен. Доказательство нера¬
венства pr(c)(C) > 0 аналогично доказательству 
pr(s) (S) > 0 (см. теорему 9). 

Т е о р е м а 11. dimH(M) = r(M) = log20/ log3 
для губки Менгера M. 

Доказательство. Напомним, что 
M = n{Mk \ к € N}, где каждое множество Mk со¬
стоит из 20k (замкнутых) кубиков Mk,j, имеющих 
стороны длины 3-k и попарно непересекающиеся 
внутренности. Ясно, что diam(Mk,j) = 3-k. В этом 
случае r(M) = log 20/ log3. Пусть Vk — покрытие 
множества Mk кубиками Mk,j. Из (35), (36) следу¬
ет, что для любого к N и каждого числа S > 3-k 

Тогда Pr(M)(M) < +00. 
Заметим, что губка Менгера M (как и салфет¬

ка Серпинского S) компактна в E3, так как она за¬
мкнута и ограничена. Доказательство неравенства 
Pr(M) (M) > 0 аналогично доказательству неравен­
ства pr(s)(S) > 0 (см. теорему 9). 

З А М Е Ч А Н И Е 8. Совершенно аналогично дока¬
зывается, что размерность Хаусдорфа канторова 
множества равна log 2/ log 3. Все три рассматри¬
ваемых здесь множества имеют топологическую 
размерность 1, а канторово множество — тополо-

Pr(M),s(M) < wr(M)(Vk) = 20k • (3-k)r(M) 1. 

гическую размерность 0 (см. [2]). Поэтому все эти 
множества являются (самоподобными) фрактала¬
ми в смысле Б . Мандельброта. 
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И Н В А Р И А Н Т Н Ы Е Т Е Н З О Р Н Ы Е П О Л Я Н А Г Р У П П А Х Л И М А Л О Й 
Р А З М Е Р Н О С Т И 

О. П. Гладунова, Е. Д. Родионов, В. В. Славский 

I N V A R I A N T T E N S O R F I E L D S O N L O W D I M E N S I O N A L L I E G R O U P S 
O. P. Gladunova, E. D. Rodionov, V. V. Slavsky 

Данная работа посвящена одному из разделов современной римановой геометрии — теории инва¬
риантных тензорных полей на группах Ли. Предполагается дать краткий обзор некоторых резуль¬
татов данной теории, наиболее близких к исследованиям авторов. 

This paper is devoted to the theory of the invariant tensor fields on Lie groups which is one of the sections 
of modern Riemannian geometry. It is proposed to give a short survey of some results this theory which is 
similar to the other studies conducted by the authors. 

Ключевые слова: инвариантные тензорные поля, группы Ли, алгебры Ли. 
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Работа выполнена при поддержке РФФИ (№10-01-90000-Бел_а), а также ФЦП «Научные и научно-педагогические 
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Введение 

Данная работа посвящена одному из разделов со¬
временной римановой геометрии — теории инвари¬
антных тензорных полей на группах Ли. Предпо¬
лагается дать краткий обзор некоторых результа¬
тов данной теории по следующим темам, наиболее 
близким к исследованиям авторов. 

1. Г р у п п ы и а л г е б р ы Л и . Определения. Струк¬
тура множества инвариантных метрик. Классифи¬
кации групп Ли малых размерностей. Инвариант¬
ные тензорные поля на группах Ли. 

2. К р и в и з н ы л е в о и н в а р и а н т н ы х м е т р и к на 
г р у п п а х Л и . Кривизна Риччи и одномерная кри¬
визна 3-мерных групп Ли с левоинвариантными 
римановыми метриками. Оценки кривизн различ¬
ного типа, сигнатуры операторов Риччи и одно¬
мерной кривизны. Существование метрик знако-
определенной кривизны Риччи и одномерной кри¬
визны на 3-мерных группах Ли. Сигнатура опера¬
тора Риччи левоинвариантных римановых метрик 
на группах Ли малой размерности. 

3. Т е н з о р н ы е поля В е й л я и С х о у т е н а - В е й л я 
на г р у п п а х Л и м а л ы х р а з м е р н о с т е й . Лево-
инвариантные лоренцевы метрики на 3-мерных 
группах Ли с изотропным тензором Схоутена-
Вейля. Левоинвариантные (псевдо)римановы мет¬
рики на 3-мерных группах Ли с почти гармони¬
ческим тензором Схоутена-Вейля. Гармоничность 
формы Схоутена-Вейля по направлению на 3-
мерных группах Ли с левоинвариантной (псев-
до)римановой метрикой. Гармоничность тензора 
Вейля на 4-мерных группах Ли с левоинвариант-
ной римановой метрикой. О разложении операто¬
ра кривизны в слоях пространства расслоения би¬
векторов над четырехмерной группой Ли. 

Надеемся, что представленные здесь сравнитель¬
но недавние результаты и их приложения найдут 
своего заинтересованного читателя, а ценные за-

мечания будут с признательностью приняты. 

I. Группы и алгебры Л и 

1.1. О п р е д е л е н и я и к о н с т р у к ц и и 

Данный раздел содержит сведения общего харак¬
тера, которые хорошо известны и могут быть най¬
дены в [17, 27, 29, 32]. 

О п р е д е л е н и е 1.1.1. Пусть G — дифферен­
цируемое многообразие, т — дифференцируемая 
структура на G, " • " — групповая структура на 
G. Тройка {G, •, т} называется группой Ли, если 
дифференцируемая и групповая структуры согла¬
сованы, т. е. отображение (x, y) 
произведения G х G в G дифференцируемо. 

x • y- i прямого 

Группа Ли называется компактной (связной), 
если многообразие G компактно (связно). Если 
группа Ли рассматривается над полем C (соответ¬
ственно R), то группу Ли называют комплексной 
(соответственно вещественной) группой Ли. 

Пусть G — группа Ли. С каждым элемен¬
том y € G связан диффеоморфизм £(y) : G — G, 
который определяется равенством t(y)x = y • x 
и называется левым сдвигом. Векторное поле X 
на G называется левоинвариантным, если оно ин¬
вариантно относительно всех левых сдвигов, т. е. 
d£(y)Xp = X y p д л я в с е х p , y € G . З д е с ь Xp — 

касательный вектор в точке p € G. Левоинвари-
антные векторные поля на G образуют векторное 
пространство. Обозначим его через L(G). 

О п р е д е л е н и е 1.1.2. Векторное простран¬
ство V над полем K (K = C или K = R) с 
операцией умножения V х V — V, обозначае¬
мой (X, Y) — [X, Y] и называемой скобкой (или 
коммутатором) элементов X и Y, называется 
алгеброй Ли над полем K, если выполняются сле¬
дующие аксиомы: 
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1) операция коммутирования билинейна; 
2) операция коммутирования 

кососимметрична; 
3) справедливо тождество Якоби: 

[[X, Y],Z] + [[Y,Z],X] + [[Z,X],Y]=0, 
для всех X,Y, Z € V. 

З А М Е Ч А Н И Е . Если X,Y € L(G), то скобка 
Пуассона [X, Y] = X о Y — Y о X векторных полей 
X, Y также будет левоинвариантным векторным 
полем, и это задает в L(G) билинейную операцию, 
относительно которой L( G) является алгеброй Ли. 

З А М Е Ч А Н И Е . Алгебра Ли L(G) левоинвари-
антных векторных полей на G естественно отож¬
дествляется с касательным пространством TeG в 
единице e € G. Если Xe € TeG, то соответствие 
Xe ——> X € L(G) определяет искомый изоморфиз­
мом пространств L(G) и T e G . Положим [Xe, Ye] = 
= [X,Y]e. Тогда векторное пространство TeG с 
операцией [Xe, Ye] образует алгебру Ли и называ¬
ется алгеброй Ли группы G. Всюду далее алгебру 
Ли группы G будем обозначать через g. Алгебры 
Ли L(G) и TeG изоморфны. 

Д л я любой алгебры Ли g определена форма 
Картана-Киллинга 

B(X,Y) = —tr(ad(X) о ad(Y)), 

где оператор ad(X) на g имеет вид: 

ad(X) : Z ——> [X,Z], VZ € g. 

О п р е д е л е н и е 1.1.6. Алгебра Ли g называет¬
ся унимодулярной, если выполняется равенство 
tr(ad(X)) = 0 для всех X € g. 

Заметим также еще один факт. Д л я этого 
рассмотрим группу GL(V) невырожденных ли¬
нейных преобразований n-мерного вещественного 
пространства V. 

О п р е д е л е н и е 1.1.7. Гомоморфизм групп Ли 
а : G — GL(V) называется линейным пред¬
ставлением группы G в конечномерном вектор¬
ном пространстве V. 

Пусть I(a)x = axa-1 — внутренний автомор¬
физм группы G. Переходя к дифференциалу, по¬
лучим следующий автоморфизм алгебры Ли g: 

Ad(a) = dI(a)e : TeG — TeG, 

где a G, e G — единица группы G. Тогда 
отображение Ad : a — Ad( a) есть гомоморфизм 
группы G в GL(g), называемый присоединенным 
представлением группы G. 

О п р е д е л е н и е 1.1.8. Группа G называется 
унимодулярой, если | det Ad(x) \ = 1 для всех x € G 
[29,36]. 

З А М Е Ч А Н И Е . Отметим, что для связной груп¬
пы Ли G ее унимодулярность эквивалентна уни-
модулярности алгебры Ли g. Заметим также, что 
унимодулярными являются все компактные, все 
полупростые, все связные нильпотентные группы 
Ли [29]. 

З А М Е Ч А Н И Е . Отметим, что форма B инвари¬
антна относительно любого автоморфизма алгеб¬
ры Ли g. 

О п р е д е л е н и е 1.1.3. Алгебра Ли g называет¬
ся полупростой, если форма Картана-Киллинга 
алгебры Ли g невырождена. Подпространство a в 
алгебре Ли g называется подалгеброй (соответ¬
ственно идеалом), если [a, a] С a (соответствен­
но [a, g] С a). Полупростую алгебру Ли называют 
простой, если она не имеет идеалов, отличных 
от 0 и g. 

Рассмотрим две последовательности идеалов: 
производный ряд g D g' = [g, g] D g" = [g', g'] D 
• • • ~D g(k) = [g(k-1), g(k-1)] • • • и нижний централь¬

н ы й р я д g(i) = g D g(2) = [ g , g ] D g(3) = [g(2), g ] D  

g(k) = [g(k-i),g] . 

О п р е д е л е н и е 1.1.4. Алгебра Ли g называет­
ся разрешимой (нильпотентной), если g(k) = 0 
(g(k) = 0) для некоторого к. 

О п р е д е л е н и е 1.1.5. Группа Ли G называет¬
ся полупростой (соответственно простой, разре¬
шимой, нильпотентной), если ее алгебра Ли g по¬
лупроста (соответственно проста, разрешима, 
нильпотентна). 

1.2. С т р у к т у р а 
м е т р и к 

м н о ж е с т в а и н в а р и а н т н ы х 

О п р е д е л е н и е 1.2.1. Псевдоримановой метрикой 
сигнатуры (p, q) на дифференцируемом многооб­
разии M размерности n = p + q называется та¬
кая гладкая симметричная дифференциальная 2-
форма g на M, что для любой точки x € M фор­
ма gx на TxM невырождена и имеет сигнатуру 
( p, q) . Пара ( M, g) называется псевдоримановым 
многообразием. 

Если q = 0 (т. е. форма gx положительно 
определена), форма g называется римановой мет¬
рикой, а пара (M, g) — римановым многообразием. 

Если p = 1 и q > 0, форма g называется ло-
ренцевой метрикой, а пара (M, g) — лоренцивым 
многообразием. 

О п р е д е л е н и е 1.2.2. (Псевдо)метрика на G 
называется левоинвариантной, если левые сдви¬
ги группы G являются изометриями. 

Опишем алгоритм построения левоинвариант-
ной римановой метрики на группе Ли G с помо¬
щью левых сдвигов. 

Пусть (Xe, Ye)e — некоторое (положительно 
определенное) скалярное произведение в точке 
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e G, где Xe, Ye TeG. Тогда, полагая 

(Xp,Yp)р

 d= (d£(p-1)Xp, d£(p-1)Yp)e, получим тен­
зорное поле типа (2, 0), или риманову метрику на 
группе Ли G в каждой точке p G. По построе¬
нию эта метрика левоинвариантна. 

З А М Е Ч А Н И Е . Нетрудно проверить, что если 
(•, •) и (•, •) - две произвольные левоинвариантные 
римановы метрики, то существует самосопряжен¬
ный линейный оператор A : TeG — TeG, такой, 
что (•, •) = (A^, •). Таким образом, любое скаляр¬
ное произведение в алгебре Ли g = TeG задается 
с помощью фиксированного скалярного произве¬
дения и некоторого самосопряженного линейного 
оператора, действующего в алгебре Ли g [4]. 

Напомним также, что метрической алгеброй 
Ли называется пара (g,Q), где g — вещественная 
алгебра Ли, а Q — некоторое скалярное произве¬
дение на g. Произвольная левоинвариантная ри-
манова метрика g на группе Ли G определяет ска¬
лярное произведение Q на алгебре Ли g группы 
G и, наоборот, каждое скалярное произведение Q 
на g индуцирует левоинвариантную метрику g на 
группе G. 

Теперь рассмотрим вопрос построения биинва-
риантной метрики, т. е. инвариантной относитель¬
но и правых сдвигов. 

Л е м м а 1.2.1. [40] Левоинвариантная метри¬
ка на G является также правоинвариантной, ес¬
ли и только если для любого элемента a € G ли¬
нейное отображение 

Ad(a) : g — g 

является изометрией относительно индуциро¬
ванной метрики на алгебре Ли g. 

Рассмотрим оператор U : g х g — g, определя­
емый равенством VX, Y,Z € g: 

(U (X, Y), Z) = 2 {{[Z, X ],Y) + ([Z, Y], X)} (1) 

В данных обозначениях, выполняются (см. 
[40]) 

Л е м м а 1.2.2. Левоинвариантная риманова 
метрика (•, •) на группе Ли G является биинва-
риантной в том и только том случае, если опе¬
ратор U : g — g, определяемый равенством (1) 
тривиален. 

Л е м м а 1.2.3. В случае связной группы Ли G, 
левоинвариантная метрика является биинвари-
антной, если и только если линейное преобразова¬
ние ad(X) кососимметрично для любого элемента 
X € g [40]. 

Наконец, заметим, что если алгебра Ли g 
полупроста и компактна, то билинейная фор¬
ма Картана-Киллинга B(X, Y) невырождена в 
g = TeG. Тогда биинвариантную 

(псевдо)риманову метрику можно задать на лево-
инвариантных векторных полях, положив 

(Xp, Yp) = B ( X e , Y e ) , 

где Xe, Ye € TeG, а Xp = d£(p)Xe, Yp = dI(p)Ye. 

1.3. К л а с с и ф и к а ц и и г р у п п Л и 
м а л ы х р а з м е р н о с т е й 

В данном разделе приведены сведения о класси¬
фикации групп Ли и соответствующих им алгебр 
Ли малых размерностей с римановой метрикой, а 
также 3-мерных групп Ли с лоренцевой метрикой, 
которые потребуются для решения задач настоя¬
щей статьи. 

Итак, пусть G — группа Ли с левоинвариант-
ной римановой метрикой. В размерности 3 соот¬
ветствующая классификация групп Ли получена 
многими авторами (см., например, [40]). 

Если G — трехмерная унимодулярная груп¬
па Ли с алгеброй Ли g, (•, •) — произвольное ска¬
лярное произведение на g, соответствующее неко¬
торой левоинвариантной римановой метрике на 
группе Ли G, то в g существует ортонормирован-
ный базис {ei,e2,ез}, такой, что (см. [40]): 

[ei,e2\ = Хзез, [е2,ез] = Xiei, [e^,ei] = \ 2 e 2 . 

Здесь € R — структурные константы алгебры 
Ли g, i = 1, 2, 3. 

Имеется ровно шесть неизоморфных трехмер¬
ных унимодулярных алгебр Ли [40]. 

Пусть теперь G — трехмерная неунимодуляр-
ная группа Ли, g — алгебра Ли группы G, (• , •) — 
произвольное скалярное произведение на g, соот¬
ветствующее некоторой левоинвариантной рима-
новой метрике на группе Ли G. Тогда в g суще¬
ствует ортонормированный базис {ei,e2,e3}, та¬
кой, что (см. [40]): 

[ei,e2] = ае2+вез, [ei,e3]= ~/е2+6ез, [е2,ез]=0, 

где матрица C = ^ имеет след а + S = 0 и 

+ [36 = 0. Здесь а, fi,Y,S — структурные кон¬
станты алгебры Ли g. 

З А М Е Ч А Н И Е . В случае а + 6 = 2 инвариант 

D = а6 — Y [ (2) 

определяет алгебру g с точностью до изоморфиз¬
ма (см. подробнее [40]). 

Одна из классификаций соответствующих че¬
тырехмерных алгебр Ли дана Г. М. Мубаракзяно-
вым в [25]. Придерживаясь системы обозначений 
[25], для изложения результатов будем предпола¬
гать, что фиксирован базис работ А. Г. Кремлева 
и Ю . Г. Никонорова [20, 21] в унимодулярном и 
неунимодулярном случаях соответственно. Клас¬
сификация пятимерных алгебр Ли может быть 
найдена, например в [23, 24]. 
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Наконец, если G — 3-мерная группа Ли с ле-
воинвариантной лоренцевой метрикой, то соответ¬
ствующий классификационный результат получен 
в [28]. Будем придерживаться системы обозначе­
ний работы [28]. 

1.4. Об и н в а р и а н т н ы х т е н з о р н ы х п о л я х на 
г р у п п а х Л и 

Изложение данного раздела опирается на работы 
[4, 19, 26]. 

Пусть (M, g) — риманово многообразие раз¬
мерности n. Обозначим через V связность Леви-
Чивита и через R(X, Y)Z = VYVXZ — VX VYZ + 
V[X,Y]Z тензор кривизны Римана. Тензор Риччи r 
и скалярную кривизну s определим соответствен­
но как r = tr(V — R(X, V)Y) и s = tr(r). 

О п р е д е л е н и е 1.4.1. Произведением 
Кулкарни-Номидзу двух симметрических 2-
тензоров H, P называется 4-тензор H®P, за¬
даваемый формулой: 

(H®P)(X,Y,Z, V) = 
= H(X, Z)P(Y, V) + H(Y, V)P(X, Z) — 

—H(X, V)P(Y, Z) — H(Y, Z)P(X, T), 

где X, Y, Z, V TxM. 
Разделим тензор кривизны на метриче¬

ский тензор, в смысле произведения Кулкарни-
Номидзу [4]: 

R = W + A® g. (3) 
Целая часть A от деления R на g называется тен­
зором одномерной кривизны (или тензором Схо-
утена), а остаток от деления W — тензором Вейля 
(или тензором конформной кривизны). 

Также нам потребуются кривизна Риччи и од¬
номерная кривизна, определяемые с помощью со¬
ответствующих квадратичных форм: 

r(X) 
rij X X j 

ga X X j , 
A(X) 

Aij X iXj 

где Xi — координаты вектора X TxM. 
Пусть далее G — группа Ли, g — соответству-

ющая алгебра Ли, (• , •) — левоинвариантная рима-
нова метрика на G. 

Фиксируем в g ортонормированный базис 
{ei, e2, .. ., en}. Положим 

[ ei , ej] cij ek, V ei ej rij ek, ( e i , ej ) gij, 

{gij} — 

П 

структурные константы алгебры Ли, 
метрический тензор. 

Пусть Сца = ckjgks, тогда символы Кристоф-
феля первого и второго родов вычисляются соот¬
ветственно по формулам: 

rij,k 2(cijk cjki + ckij), ^ij rij,kg , 

где \\gks\\ есть матрица обратная к ||gk s||. 

Формулу для вычисления тензора Римана 
можно представить в виде: 

Rijkt = cSj rsk,t — ris,t + r"sk rjs,t. 

Тензор Риччи и скалярную кривизну соответ¬
ственно можно найти по формулам: 

rik = Rijktgjt, s = r i k g i k , 

тензор одномерной кривизны равен: 

Aik 
1 

2 
( _ sgn \ 
Kik 2(n — 1)) (4) 

а его ковариантные производные есть 

Aij;k = Aljrki + Aiirkj . 

Тензор Вейля вычисляется по формуле: 

1 
— n - 2 

Wijkt = Rijkt 

(rn gjt — ritgjk + rjt ga — rjk git) — 

(n — 1)(n — 2) 
(gitgjk — gikgjt) . (5) 

Дивергенцию тензора Вейля будем определять 
как в [46]: 

divWjkt = gipWijkt,p, (6) 

где Wijkt p — ковариантные производные тензора 
Вейля, и 

Wijktp = rlpiWijkt + rlpj Wukt + rlpk Wijit + rlptWijki. 

З А М Е Ч А Н И Е . Дивергенция тензора Вейля ко-
сосимметрична относительно второго и третьего 
индексов, т.е. divWijk = —divWikj. 

В размерности не выше 3 тензор Вейля триви¬
ален, а роль его аналога играет тензор Схоутена-
Вейля (или тензор Коттона), определяемый как 

Sijk Aij;k Aik;j. (7) 

Будем отождествлять ковариантные и контра-
вариантные компоненты тензора S и определять 
квадрат его длины формулой 

||S||2 SijkSijk. (8) 

Дивергенцию тензора Схоутена-Вейля зада¬
дим с помощью ковариантного дифференцирова¬
ния с последующей сверткой с тензором gij. Воз¬
можны три варианта такой свертки, компоненты 
дивергенции при этом имеют вид: 

gгtSijk;t, gjtSijk;t, g k t Sijk;t. 

Подчеркнем, что тензор Sijk кососимметричен 
по индексам j и к, т.е. gjtSijk-t = —gjtSikj-t. По­
этому определим дивергенцию типа I и II тензора 
Схоутена-Вейля Sijk соответственно формулами: 

divi(S)= gitSijk;t„ (9) 
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и 
div2(S ) = gjtSijk;t. (10) 

З А М Е Ч А Н И Е . В силу косой симметрии тензора 
Sijk по индексам j и к в размерности три можно 
корректно определить также дивергенцию типа III 

diV3(S) = Sii2;3 + Si23;i + Si3i;2, Vi € {1,2,3}, 

образующую псевдотензор валентности 1. 

Будем определять ротор тензора Схоутена-
Вейля равенствами 

r o t ( S i j k ) Sijk;p Spjk;i Sipk;j Sijp;k, 

где Sijk t — его ковариантные производные, 

Sijk;t = Sljk r t i + Silkkrltj + Sijl r t k . 

З А М Е Ч А Н И Е . Вышеприведенные формулы по¬
казывают, что данные тензоры суть функции 
структурных констант ci

k

j алгебры Ли g и компо¬
нент метрического тензора gij. 

II. Кривизны левоинвариантных 
метрик на группах Л и 

Известно, что ограничения различного типа на 
кривизну риманова многообразия позволяют по¬
лучить информацию о его геометрическом и то¬
пологическом строении. Яркими примерами это¬
го являются теоремы Майерса [41] и Бохнера [36]. 
Исследованию таких выжных характеристик кри¬
визны, как кривизна Риччи и одномерной кривиз¬
ны посвящены работы многих математиков [3, 4]. 
В случае однородных пространств, отличных от 
групп Ли, стоит отметить работы [35, 37, 38, 43] 
по изучению сигнатур кривизны Риччи. В настоя¬
щем разделе приведены результаты относительно 
главных кривизн Риччи и одномерной кривизны 
групп Ли малых размерностей. 

Напомним, что под сигнатурой симметриче¬
ского оператора B , действующего на n-мерном ев¬
клидовом пространстве, понимается упорядочен¬
ный набор (sgn(ri), sgn(T2),..., sgn(Tn)), где Ti < 
T2 < ... < тп - собственные значения оператора 
B , и sgn(x) означает знак (вещественного) числа 
x. 

Кроме того, приведем следующие критерии. 
К р и т е р и й 1 [40] Связная группа Ли G допус¬
кает левоинвариантную риманову метрику по¬
ложительной кривизны Риччи в том и только 
том случае, если G компактна и ее фундамен¬
тальная группа ni(G) конечна. В таком случае 
искомой метрикой является биинвариантная ри-
манова метрика. 
К р и т е р и й 2 [44] Связная группа Ли G допуска¬
ет левоинвариантную риманову метрику поло¬
жительной одномерной кривизны в том и толь¬
ко том случае, если G компактна и ее фундамен¬
тальная группа ni(G) конечна. В таком случае 

искомой метрикой является стандартная рима-
нова метрика. 

Заметим также, что положительность одно¬
мерной кривизны риманова многообразия влечет 
положительность кривизны Риччи. Обратное, во¬
обще говоря, неверно, т. е. существуют римановы 
метрики положительной кривизны Риччи и осцил¬
лирующей (принимающей значения разных зна¬
ков) одномерной кривизны (см. [44]). 

2.1. К р и в и з н а Р и ч ч и 3 - м е р н ы х г р у п п Л и с 
л е в о и н в а р и а н т н ы м и р и м а н о в ы м и м е т р и к а м и 

Пусть G — трехмерная унимодулярная группа Ли 
с левоинвариантной римановой метрикой, g — со¬
ответствующая алгебра Ли. Тогда, в ортобазисе 
работы [40], главные значения кривизны Риччи и 
скалярная имеют вид (см. подробнее [40]): 

ri = 2 (Xi — Х2 + Х3) (Xi + Х2 — Х3), 

Г2 = 2 (—Xi + Х2 + Х3) (Xi + X2 — X3), 

r3 = 2 (—Xi + X2 + X3) (Xi — X2 + X3), 

s = X2X3 + XiX3 + XiX2 — 2(X2 + X2 + Xl). 

Полагая 

Pi = 2(Xi + X2 + X3) — Xi, где i = 1, 2, 3, 

получаем следующие результаты Д ж . Милнора 
[40]. 

Т е о р е м а 2.1.1. В ортобазисе {ei,e2,e3} ал¬
гебры Ли g трехмерной унимодулярной группы 
Ли G квадратичная форма Риччи диагонализи-
руема, и формулы для вычисления главных кри¬
визн Риччи и скалярной кривизны, указанные вы¬
ше, преобразуются к виду: 

ri = 2p2P3, r2 = 2pip3, r3 = 2pi P2, 

s = 2(p2P3 + PiP2 + PiP2). 

С л е д с т в и е . 1) В зависимости от выбора ле-
воинвариантной римановой метрики квадратич¬
ная форма Риччи группы SU(2) может иметь 
одну из следующих сигнатур: (+, +, +), (+, 0, 0), 
(+, —, —); а скалярная кривизна быть положи­
тельной, отрицательной или нулевой. 2) Для 
любой левоинвариантной метрики на 3-мерной 
группе Гейзенберга квадратичная форма Риччи 
имеет сигнатуру (+, —, —) и строго отрицатель¬
ную скалярную кривизну s. Кроме того, для част¬
ных кривизн Риччи выполняется 

\ri\ = \r2\ = \r3\ = \ s \ . 

3) Пусть G есть одна из групп Ли SL(2, R) 
или E(1,1). Тогда, в зависимости от выбора ле-
воинвариантной метрики, квадратичная форма 
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менее двух ri, i = 1, 2, 3 равны нулю. 

Из формул, приведенных в начале раздела, 
нетрудно заметить, что выполняются равенства: 

ri — r2 = (Xi — X2) (Xi + X2 — X3), 

r2 — r3 = (X2 — X3) (X2 + X3 — Xi), 

r3 — ri = (X3 — Xi) (X3 + Xi — X2). 

Отсюда и из теоремы Куранта-Фишера [30], а 
также результатов Д ж . Милнора в унимодуляр-
ном случае следует 

Т е о р е м а 2.1.3. [44] Пусть r^^(n) : Gi — R — 
кривизна Риччи риманова многообразия (G, (•, •)). 
Тогда справедливы оценки таблицы 1. 

Таблица 1 

Знаки 
(Xi,X2, X3) Алгебра Ли Кривизна Риччи 

+, +, + su(2) ri < r(.,.)(n) < r3, ri < r2 < r3,r3 > 0,ri > 0 
если 0 < Xi < X2 < X3 < Xi + X2. 

r2 < r(.,.)(n) < r3, r2 < ri < r3,r3 > 0,r2 < 0 
если 0 < Xi < X2 < Xi + X2 < X3. 

+, +, — sl(2,R) ri < r(.,.)(n) < r3, ri = r2 < r3, ri < 0,r3 > 0 
если 0 < Xi = X2. 

ri < r(.,.)(n) < r3, ri <r2 < r3, ri < 0,r3 > 0 
если 0 < Xi < X2 < Xi + \X3\. 

ri < r(.,.)(n) < r2, ri <r3 < r2, ri < 0,r2 > 0 
если 0 < Xi < Xi + \X3\ < X2. 

+, +, 0 e(2) r^r)(n) = 0, если 0 < Xi = X2. 

ri < r(.,.)(n) < r2, ri <r3 < r2, ri < 0,r2 > 0 
если 0 < Xi < X2. 

+, —, 0 e(1,1) 
r3 < r(.,.)(n) < ri, ri = r2 =0,r3 < 0 

если 0 < Xi = \ X2\ . 

r3 < r(.,.)(n) < r2, r3 <ri < r2, r3 < 0,r2 > 0 
если 0 < Xi < \X2\. 

r3 < r(.,.)(n) < ri, r3 <r2 < ri,r3 < 0,ri > 0 
если 0 = \X2\ < Xi. 

+, 0,0 h r2 < r(..,.) (п) < ri, r2 = r3 = — ̂ Xi < 0, ri22Xi < 0. 

0, 0, 0 R3 r(.,.)(n) = 0 . 

С л е д с т в и е . Пусть (G, (•, •)) — 3-мерная уни-
модулярная группа Ли с левоинвариантной рима-
новой метрикой положительной кривизны Рич-
чи. Тогда алгебра Ли группы G изоморфна su(2), и 
множество левоинвариантных римановых мет¬
рик с r^r)(n) > 0 определяется системой 

Риччи группы G может иметь либо сигнатуру 
(+, —, —), либо (0, 0, —). При этом скалярная кри¬
визна строго отрицательна. 

С л е д с т в и е . На трехмерной унимодулярной 
группе Ли определитель ri • r2 • r3 квадратичной 
формы Риччи всегда неотрицателен. Если опреде¬
литель равен нулю, то не менее двух из главных 
кривизн Риччи равны нулю. 

Заметим, что позднее О. Ковальски и С. Нич-
кевич получили более общий результат [38]. 

Т е о р е м а 2.1.2. [38] Унимодулярная группа 
Ли с левоинвариантной римановой метрикой и 
главными кривизнами Риччи ri , r2, r3 существу¬
ет, если и только если ri • r2 • r3 > 0 или если не 

неравенств: 

0 < ri, 

0 <Xi < X2 < X3 < Xi + X2. 

Кроме того, d = (miiid r^ ^^^^rmxa! r^^)(n))-i € 
(0, 1], и d = 1 тогда и только тогда, когда 
Xi = X2 = X3. 
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З А М Е Ч А Н И Е . Утверждение теоремы 2.1.3 для 
ограничений на кривизну Риччи в неунимодуляр-
ном случае аналогично унимодулярному случаю 
[44]. 

Рассмотрим подробнее неунимодулярный слу¬
чай. Во-первых, заметим, что 

Т е о р е м а 2.1.4. [38] Неунимодулярная группа 
Ли с левоинвариантной римановой метрикой и 
главными кривизнами Риччи ri , r2, r3 существу¬
ет, если и только если или ri = r2 = r3 < 0, 
или если с точностью до перестановки индексов 
выполняются: 

2ri <r2 + r3 < 0, 

ri(r2 + r3) < r2 + r3, 

ri — r2 = k(r2 — r3) 

для некоторого постоянного к. 

Пусть далее G — трехмерная неунимодуляр-
ная группа Ли с левоинвариантной римановой 
метрикой и D — инвариант, определяемый равен¬
ством (2) отличный от 1. 

Следуя [40], положим: а = 1 + £, [ = (1 + £)г, 
Y = —(1 — £)г, 6 = 1 — С, где £ > 0,п > 0. Тогда 
квадратичная форма Риччи диагонализируема в 
этом базисе, и ее главные кривизны и след вычис-

ляются по формулам: 

ri = —2 — 2£2 — 2£2п2 < 0, 

П = —2 — 2£ — 2£ц2 < 0, 

r3 = —2 + 2£ + 2£V

2, 

s = —6 — 2£2 — 2£2ц2 < 0, (£ > 0,г/ > 0), 

а условие D = 1 переписывается в виде £ • г/ = 0. 
Это позволяет заметить истинность 

Т е о р е м а 2.1.5. [40] Если инвариант D от¬
рицателен, то для любой левонвариантной мет¬
рики на неунимодулярной группе Ли G сигнатура 
кривизны Риччи имеет вид (+, —, —). Если D > 0, 
то возможна также сигнатура (0, —, —), и ес¬
ли D > 0 также возможна сигнатура (—, —, —). 
Другими словами, для D > 0 существует ле-
воинвариантная метрика строго отрицательной 
секционной кривизны и для D > 1 существу¬
ет левоинвариантная метрика постоянной от¬
рицательной кривизны. Во всех случаях скаляр¬
ная кривизна строго отрицательна. 

В заключение приведем 

Т е о р е м а 2.1.6. [9] Пусть (G, (•, •)) — трех¬
мерная группа Ли с левоинвариантной римановой 
метрикой. Тогда кривизна Риччи группы (G, (•, •)) 
знакоопределена в том и только том случае, если 
алгебра Ли g группы G содержится в таблице 2. 

Таблица 2 

Алгебра Ли Кривизна Риччи Структурные константы 
Унимодулярна, изоморфна su(2) Положительна 0 < Xi < X2 < X3 < Xi + X2 

Неунимодулярна, определяется с 
точностью до изоморфизма, набо¬
ром структурных констант 

Отрицательна а =1 + £, в =(1 + £)г, Y = (£ — 1)г, 
6 = 1 — £, £ > 0,г > 0, £< j+n?. 

З А М Е Ч А Н И Е . Сигнатура кривизны Риччи ле-
воинвариантных римановых метрик веществен¬
ных 4-мерных групп Ли изучалась А.Г. Кремле-
вым, Ю.Г. Никоноровым, 5-мерных нильпотент-
ных групп Ли — А.Г. Кремлевым и М.С. Чеба-
рыковым. Полученные результаты о наличии воз¬
можных сигнатур приведены в работах [20, 21] и 
[22, 31] соответственно. 

2.2. О д н о м е р н а я кривизна 3 - м е р н ы х г р у п п 
Л и с л е в о и н в а р и а н т н ы м и р и м а н о в ы м и 
м е т р и к а м и 

Заметим, что в ортобазисе работы Д ж . Милнора 
[40] одномерная кривизна диагонализируема, и ее 
главные значения равны (см. [44]): 

ai 

a2 

a3 

l ( 5 X i 
3X22 3X32+6X2X3—2XiX3—2XiX2), 

2(—3X2 + 5X2, — 3X3 + 6XiX3 — 2XiX2 — 2X2X3), 

8(—3X2 — 3X2, + 5X3 + 6XiX2 — 2XiX3 — 2X2X3). 

Аналогично, в неунимодулярном случае имеем 
(см. [44]): 

1 
ai = — 2 

1 
a2 = — 2 

1 
a3 = — 2 

г2£2 < 0, 

— 2£ — 2V

2£ +2 £2

V

2 + 2 £2, 

a3 = — 2+2£ + 2V

2£ + 2 £2 + 1

 V

2£2. 

На основании исследования вышеприведенных 
функций в унимодулярном случае имеет место 

Т е о р е м а 2.2.1. [44] Пусть A^r)(n) : Gi — R 
— одномерная кривизна риманова многообразия 
(G, (•, •)). Тогда справедливы оценки таблицы 3. 
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Таблица 3 

Знаки 
(Xi, X2, X3) 

Алгебра Ли Кривизна Риччи 

+, +, + su(2) 
ai < A(.,.)(n) < a3, 
ai < a2 < a3, a3 > 0 

если 0 < Xi < X2 < X3 < Xi + X2. 

a2 < A(.,.)(n) < a3, 
a2 < ai < a3, a3 > 0 

если 0 < Xi < X2 < Xi + X2 < X3. 

+, +, — sl(2,R) 
ai = a,2 < A(.,.)(n) < a,3, 

ai < 0, a,3 > 0 
если 0 < Xi = X2. 

ai < A(.,.)(n) < a3, 
ai < a2 < a3, ai < 0,a3 > 0 

если 0 < Xi < X2 < Xi + \ X3\ . 

ai < A(.,.)(n) < a2, 
ai < a3 < a2,ai < 0,a2 > 0 

если 0 < Xi < Xi + \ X3\ < X2. 

e(2) A^,^(n) = 0, если 0 < Xi = X2. 

ai < A(.,.)(n) < a2, 
ai < a3 < a2,ai < 0,a2 > 0 

если 0 < Xi < X2. 

+, —, 0 e(1, 1) 
a3 < A(.,.)(n) < a2, 

a3 < ai < a2,a3 < 0,a2 > 0 
если 0 < Xi = \ X2 \ . 

a3 < A(.,.)(n) < ai, 
a3 < a2 < ai,a3 < 0,ai > 0 

если 0 = \ X2 \ < Xi . 

+, 0, 0 h a2 < r^^)(n) < ai, a2 = a3 < ai, a2 < 0,ai > 0. 

0, 0,0 R3 A{,.)(n) = 0. 

Таблица 4 

№ 1 2 3 4 5 

Сигнатура ( — , —, —) (—, —, 0) (—, —, +) (—, 0,0) (—, 0, +) 

№ 6 7 8 9 10 

Сигнатура ( — , +, +) (0, 0,0) (0,0, +) (0, +, +) 

Занумеруем все возможные сигнатуры для 
трехмерного случая так, как это указано в табли¬
це 4. 

Последовательное изучение всех унимодуляр-
ных и неунимодулярных трехмерных алгебр Ли в 
базисах работы Д ж . Милнора [40] позволяет сфор¬
мулировать 

Т е о р е м а 2.2.2. [6] Пусть G - унимодуляр-

ная трехмерная группа Ли с левоинвариантной 
римановой метрикой, g - алгебра Ли группы G, 
s - произвольная сигнатура из таблицы 4. Тогда 
s реализуется в качестве сигнатуры оператора 
одномерной кривизны для некоторого скалярного 
произведения на g в том и только том случае, 
если в таблице 5 на пересечении строки, соот¬
ветствующей алгебре Ли g, и столбца, соответ¬
ствующего сигнатуре s, находится знак "+". 
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Таблица 5 

№ сигнатуры 

Алгебра Ли 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

su(2) — — + — + + — + + + 
sl(2,R) — — + — + + — — — — 

e(2) — — + — — — + — — — 
e(1, 1) — — + — + + — — — — 

h — — + — — — — — — — 
R3 — — — — — — + — — — 

Таблица 6 

Алгебра Ли Одномерная кривизна Структурные константы 
Унимодулярна, изо¬
морфна su(2) 

Положительна j(5X2 — 3(X2 — X3)2 — 2XiX3 — 2XiX2) > 0, 
0 < Xi < X2 < X3 < Xi + X2 

Неунимодулярна, опре¬
деляется с точностью до 
изоморфизма набором 
структурных констант 

Отрицательна а = 1 + £, в = (1+ £)г, Y = —(1 — £)г, 
6 =1—£, £ > 0,г > 0, £< —2+^4+ i+n?. 

Т е о р е м а 2.2.3. [6] Пусть G — неунимоду-
лярная трехмерная группа Ли с левоинвариант-
ной римановой метрикой, g — алгебра Ли группы 
G. Тогда в качестве сигнатур оператора одномер¬
ной кривизны на g реализуемы только сигнатуры 
(—, —, —), (—, —, 0), (—, —, +), (—, 0, +), (—, +, +), 
т. е. сигнатуры 1, 2, 3, 5 и 6 таблицы 4. 

Т е о р е м а 2.2.4. [9] Пусть (G, (•, •)) — трех¬
мерная группа Ли с левоинвариантной римано-
вой метрикой. Тогда одномерная кривизна груп¬
пы ( G, (• , •) ) знакоопределена в том и только том 
случае, если алгебра Ли g группы G содержится 

в таблице 6. 

Изучим теперь случай, когда кривизна Риччи 
знакоопределена, а одномерная кривизна осцилли¬
рует, т. е. принимает значения разных знаков. От¬
вет на этот вопрос дает 

Т е о р е м а 2.2.5. [9, 44] Пусть (G, (•, •)) — 
трехмерная группа Ли с левоинвариантной ри-
мановой метрикой знакоопределенной кривиз¬
ны Риччи. Тогда одномерная кривизна группы 
(G, (•, •)) знакопеременна в том и только том 
случае, если алгебра Ли g группы G содержится 
в таблице 7. 

Таблица 7 

Алгебра Ли Кривизна 
Риччи 

Одномерная 
кривизна 

Структурные константы 

Унимодулярна, изо¬
морфна su(2) 

Положи¬
тельна 

Осциллирует 0 < Xi < X2 < X3 < Xi + X2 

Неунимодулярна, опре¬
деляется с точностью до 
изоморфизма, набором 
структурных констант 

Отрица¬
тельна 

Осциллирует а =1+ £, в =(1 + £)n,Y = —(1 — £)п, 
6 =1 — £, £ > 0,n > 0, £< . 

III. Т е н з о р н ы е п о л я В е й л я и С х о у т е н а -
В е й л я на г р у п п а х Л и м а л ы х р а з м е р н о с т е й 

3.1. Л е в о и н в а р и а н т н ы е л о р е н ц е в ы м е т р и к и 
на 3 - м е р н ы х г р у п п а х Л и с и з о т р о п н ы м тен¬
з о р о м С х о у т е н а - В е й л я 

Данный раздел посвящен решению задачи о суще¬
ствовании левоинвариантных метрик на 3-мерных 
группах Ли, для которых квадрат длины \\ S\\ 2 = 
= Sijk Sijk тензора Схоутена-Вейля тривиален, а 

некоторые его компоненты отличны от нуля. 

Пусть {ei, e2, e3} — базис, удовлетворяющий 
теореме 7.2.1 работы [3], тогда, применяя формулы 
раздела 1.4 в построенном базисе, получим ком¬
поненты тензора Схоутена-Вейля и квадрата его 
длины (см. подробнее [3, 28]). Исследование дан¬
ных компонент позволяет сформулировать 

Т е о р е м а 3.1.1. [28] Пусть G — связная трех¬
мерная унимодулярная группа Ли с левоинвари-
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антной лоренцевой .метрикой имеющей нетри­
виальный тензор Схоутена-Вейля со свойством 
\\S\\2 = 0, тогда алгебра Ли g группы Ли G изо­
морфна либо е(1,1), либо sl(2, R). 

Последовательным выбором базиса теорем 
7.3.1 - 7.3.3 работы [3] и рассуждениями, анало­
гичными унимодулярному случаю, рассматрива­
ется неунимодулярный случай (см. [3, 28]). 

3.2. Л е в о и н в а р и а н т н ы е ( п с е в д о ) р и м а н о в ы 
м е т р и к и на 3 - м е р н ы х г р у п п а х Л и с почти 
г а р м о н и ч е с к и м т е н з о р о м С х о у т е н а - В е й л я 

В данном разделе исследуются трехмерные груп­
пы Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой 
метрикой и почти гармоническим тензором 
Схоутена-Вейля. Напомним, что 

О п р е д е л е н и е 3.2.1. Тензор Tii_iip строения 
(p, 0) (см. [33]) называется гармоническим, если 
выполняются следующие три условия: 

(1) Tix...i — кососимметрический, 
(2) rot(Thi2...ip) = 0 или Ti1i2...ip.}t = 

T t i 2 ...ip\ii + Tiit.ip\i2 + ' ' ' + Tiii2. • t;ip , 

(3) div(Ti i i2...ip ) = giltTii...ip;t = 0, 
и почти гармоническим, если выполняются сле¬
дующие два условия: 

(1) rot(Tiii2...ip )=0, 
(2) div(Ti i i2 ... ip ) = giitTii...ip;t 0. 

Понятие почти гармонического тензора вво¬
дится потому, что кососимметрическая часть S[ijk] 
и симметрическая часть S(ijk) тензора Схоутена-
Вейля равны нулю. Таким образом, для тензора 
Схоутена-Вейля не выполняется первое условие из 
данного определения гармонического тензора. 

Первоначально приведем несколько фактов, 
не зависящих от размерности. Их доказательство 
может быть найдено, например, в [3]. 

Т е о р е м а 3.2.1. Пусть M риманово много-
образие, тогда 

Sijk;t + Sikt;j + Sitj;k 

2(Rtki rPj + Rkji rPt + R j t l rpk). 

Отметим, что если в условиях теоремы n = 3, 
то 

Sijk;t + Siktj + Sitj;k =0 , Vi € {1, 2, 3}. 

Т е о р е м а 3.2.2. Пусть M — риманово много¬
образие, тогда справедливы равенства 

d i v i ( S ) = 0; 

div2(S) 
1 

n 2 
(s;ik + rk rip + 

+gjt[ Rtkiprpj rik;jt 
s;ktgij — s; jtgik 

2(n - 1) )) 

С л е д с т в и е . Пусть M = G — группа Ли 
с левоинвариантной римановой метрикой, тогда 
справедливо равенство 

div2 (S) 
1 

n 2 (gjt (RtkiPrPj — rki; jt) + rkPrip) 

Д л я дальнейшего исследования левоинвари-
антных римановых метрик 3-мерных групп Ли с 
почти гармоническим тензором Вейля рассмотрим 
базис работы Д ж . Милнора [40]. Применяя фор­
мулы раздела 1.4 и приведенные выше теоремы 
данного раздела, определяем компоненты ротора 
и дивергенции тензора Схоутена-Вейля. Отсюда 
следуют теоремы (см. подробнее [3, 12]). 

Т е о р е м а 3.2.3. [12] Пусть G — трехмер¬
ная унимодулярная группа Ли с левоинвариант-
ной римановой метрикой. Тогда справедливы сле¬
дующие утверждения: 

(1) d i v i (S) = 0. Тензор Схоутена-Вейля явля¬
ется почти гармоническим в том и только том 
случае, если алгебра Ли группы G имеет один 
из следующих типов: либо su(2), либо е(2), либо 
R 3 , левоинвариантная риманова метрика гомо¬
тетична стандартной (т. е. структурные кон¬
станты алгебры Ли равны между собой), а тен¬
зор Схоутена-Вейля тривиален. 

(2) div2(S) = 0 тогда и только тогда, когда 
алгебра Ли группы G имеет один из следующих 
типов: либо su(2), либо е(2), либо R 3 , левоинва-
риантная риманова метрика гомотетична стан¬
дартной, а тензор Схоутена-Вейля тривиален. 

Т е о р е м а 3.2.4. [12] Пусть G — трехмерная 
неунимодулярная группа Ли с левоинвариантной 
римановой метрикой. Тогда справедливы следую¬
щие утверждения: 

(1) d iv i (S) = 0. Тензор Схоутена-Вейля явля¬
ется почти гармоническим в том и толь¬
ко том случае, если матрица структурных 
констант алгебры Ли группы G имеет вид: 

C 

C = 

2 

1 —i\ 
Y 1 J 

б2 

± V 25 — S2  

б 

где б € [0, 2], а тензор Схоутена-Вейля три¬
виален. 

(2) div2 ( S) = 0 тогда и только тогда, когда 
матрица структурных констант алгебры 
Ли группы G имеет вид такой же, как в 
(1), а тензор Схоутена-Вейля тривиален. 

Аналогичными рассуждениями в базисе рабо¬
ты [28] с привлечением результатов предыдуще¬
го раздела, получаем 3-мерные группы Ли с лево-
инвариантными лоренцевыми метриками и почти 

1 

ли 

) 
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гармоническим тензором Схоутена- Вейля (см. по­
дробнее [8, 11]). 

3.3. Гармоничность ф о р м ы С х о у т е н а - В е й л я 
по н а п р а в л е н и ю на 3 - м е р н ы х г р у п п а х Л и с 
л е в о и н в а р и а н т н о й ( п с е в д о ) р и м а н о в о й мет­
рикой 

Пусть V = ViEi  

поле. Отождествим 

где V 

левоинвариантное векторное 
V с вектором {Vk} £ TeG и 

определим кососимметрический тензор w = \\wij \\ 
по направлению вектора {Vк } формулой 

V к Skij. (12) 

В силу косой симметрии тензора Схоутена-Вейля 
Skij по индексам i и j тензор wij — кососимметри­
ческий. Ковариантные производные этого тензора 
равны 

wij;k = wij rlki + wu r k j . 

Ротор и дивергенция тензора wij вычисляются со­
ответственно по формулам: 

rot(w) 

div(w) 
wij;t - wtj;i 

9Uwij;t. 

witj, 

Наряду с произвольными векторами будем рас¬
сматривать и гармонические векторы. 

О п р е д е л е н и е 3.3.1. Вектор {V1} называет­
ся гармоническим, если выполняются следующие 
условия: 

(1) 
(2) 

rot(V) 
div(V) 

V V 
V\ i = 0, 

0 

i.j = —VlT\k — ковариантные производные 
вектора {Vi}. 

Применяя данную конструкцию можно клас¬
сифицировать 3-мерные группы и алгебры Ли с 
левоинвариантной (псевдо)римановой метрикой и 
гармонической формой wij по направлению про¬
извольного или гармонического вектора (см. по¬
дробнее [2, 3, 12]). 

3.4. Гармоничность 
4 - м е р н ы х г р у п п а х Л и 
р и м а н о в о й метрикой 

т е н з о р а В е й л я на 
с л е в о и н в а р и а н т н о й 

Данный раздел посвящен исследованию вопроса 
гармоничности тензора Вейля W. 

О п р е д е л е н и е 3.4.1. [4, 39] (Псевдо)риманово 
многообразие (M,g) размерности n > 4 называ­
ется C-пространством или пространством с 
гармоническим тензором Вейля, если d ivW = 0. 

Фиксируя на каждой четырехмерной веще¬
ственной алгебре Ли ортонормированный базис 
работ [20, 21] и применяя формулы раздела 1.4, 
находим компоненты дивергенции тензора Вейля, 
исследование которых позволяет сформулировать 
теоремы (см. подробнее [5, 7, 15, 16]). 

Т е о р е м а 3.4.1. [15] Пусть G — веществен­
ная четырехмерная унимодулярная группа Ли с 
левоинвариантной римановой метрикой и разло¬
жимой алгеброй Ли Q. Тогда d ivW = 0 в том и 
только том случае, если алгебра Ли g и ее струк­
турные константы содержатся в 8. 

Таблица 8 

Алгебра Ли Нетривиальные структурные константы ckj 
Ограничения 

н а ckj 
4 A i Алгебра коммутативная, т.е. все ckj = 0 

А з , 6 0 A i с 3 , 2 = В, с\з = В B > 0 

А з , 6 0 A i с 1 , 2 = C^ С 2 , 3 = — C C> 0 

Аз . 6 0 A i 
C i , 3 = fi С 2 , 3 = — C C> 0 

А з , 9 0 A i c i , 2 = c 2 , 3 = C ^ 2 + C^ c'2,3 = — f i c i , 3 = C L C> 0 

A 3 . 9 0 A i c ? , 2 = — c i , 3 = BK2 + B, c i , 3 = B, c 2 , 3 = —BK B > 0 

A 3 , 9 0 A i c ? , 2 = H, c i , 2 = —HM, cy = — = HM2 + H H> 0 

i 

Т е о р е м а 3.4.2. [15] Пусть G — веществен¬
ная четырехмерная унимодулярная группа Ли с 
левоинвариантной римановой метрикой и нераз¬
ложимой алгеброй Ли. Тогда G не является C-
пространством. 

Т е о р е м а 3.4.3. [7] Пусть G — веществен¬
ная четырехмерная неунимодулярная группа Ли 
с левоинвариантной римановой метрикой и раз¬
ложимой алгеброй Ли g. Тогда d ivW = 0 в том и 
только том случае, если алгебра Ли g и ее струк­
турные константы содержатся в таблице 9. 
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Таблица 9 

Алгебра Ли Нетривиальные структурные константы ckj 
Ограничения 

на ckj 

A2 0 2Ai 4,2 = H H>0 

2A2 4,2 = H J c 3 , 4 = G H>0, G>0 

Аз , э 0 A i c 1 , 3 = c 2 , 3 = H H > 0 

Af^0 A i C 1 , 3 = C\,3 = ~ C 1 , 3 = 4,3 = L L> 0 

Т е о р е м а 3.4.4. [3] Пусть G — веществен- том и только в том случае, если алгебра Ли 
ная четырехмерная неунимодулярная группа Ли с g и ее структурные константы содержатся в 
левоинвариантной римановой метрикой и нераз- таблице 10. 
ложимой алгеброй Ли g. Тогда divW = 0 в 

Таблица 10 

Алгебра Ли Нетривиальные структурные константы ckj 
Ограничения 

A 4 , 5 C1,4 = C2,4 = C 3 , 4 = L L>0 
A 4 , 6 

C 1 4 = a L , C 2 , 4 = ~ C ^ , 4 = —
 L a = 0,L> 0 

A 4 , 6 C1,4 = C2,4 = c 3 , 4 = c 2 , 4 = — c 3 , 4 = — L в> 0,L> 0 
A 4 , 9 C1,4 = C 2 , 3 = 2H> 4,4 = c 3 , 4 = H H > 0 
A 4 , 1 1 4,4 = 4,3 = 2 H a 4,4 = c 3 , 4 = H a , 4,4 = — C 3 , 4 = H H > 0,a> 0 
A4,12 c 1,3 = c 2 , 3 = Hi c 1 , 4 = c 2 , 4 = B> C"2,4 = — C 2 , 4 = — D H > 0,D > 0 

3.5. О р а з л о ж е н и и о п е р а т о р а к р и в и з н ы в 
слоях пространства р а с с л о е н и я бивекторов 
н а д ч е т ы р е х м е р н о й г р у п п о й Л и 

В настоящем разделе исследуются 4-мерные рима-
новы многообразия с теми или иными ограничени­
ями на целую часть разложения тензора кривизны 
в прямую сумму произведения Кулкарни-Номидзу 
тензора одномерной кривизны с метрическим тен­
зором и тензора Вейля W. Изучаются 4-мерные 
римановы многообразия, для которых автодуаль¬
ная или антиавтодуальная составляющая тензо¬
ра Вейля W равна нулю (см., например, [4]). Та­
кие многообразия называются конформно полу­
плоскими [4, 34], в отличие от конформно плоских 
( W = 0). Конформно плоские римановы метрики 
исследовались в [3, 42]. Однородные конформно 
плоские римановы многообразия классифициро¬
ваны Д.В. Алексеевским и Б.Н. Кимельфельдом в 
[1]. Вопрос о классификации конформно полуплос¬
ких однородных римановых многообразий в об¬
щем случае остается открытым. В настоящем раз¬
деле дана классификация вещественных четырех¬
мерных алгебр Ли конформно полуплоских групп 
Ли с левоинвариантной римановой метрикой. 

Сначала рассмотрим римановы многообразия 
с условием равенства нулю целой части: A®g = 0, 
и приведем несколько общих фактов, с доказа¬
тельством которых можно ознакомиться в [14]. 

Т е о р е м а 3.5.1. [14] Пусть (M,g) — римано­

во многообразие размерности п. Тогда A®g = 0 в 
том и только том случае, если кривизна Риччи 
многообразия (M, g) равна нулю, или (M, g) явля­
ется эйнштейновым многообразием с тривиаль­
ной константой Эйнштейна. 

Прямым следствием данной теоремы и теоре¬
мы Алексеевского-Кимельфельда является 

С л е д с т в и е . Однородное риманово многообра­
зие (M,g) с условием A®g = 0 изометрично 
прямому риманову произведению евклидова про¬
странства и плоского тора. 

Далее будем считать, что dim M = 4. Тогда ри-
манова метрика g индуцирует скалярное произве¬
дение (•, •) в слоях пространства расслоения A 2 M 
по правилу: 

(X1 A X2,Y1 A Y2)X = dei(gx(Xi, Yj)). 

* : AXM — AXM, задаваемый Оператор Ходжа 
соотношением 

(*a, в) vol = a A в 

для любых a, в G AXM, x G M), где vol — форма 
объема на M, обладает тем свойством, что* 2 = Id. 
Отсюда 

A X M = A + е л - (13) 
где A+ и A - обозначают соответственно собствен¬
ные пространства, отвечающие собственным зна¬
чениям +1 и —1 оператора *. 
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Риманову тензору кривизны в любой точке 
многообразия М можно поставить в соответствие 
оператор R : ЛХМ — ЛХМ, определяемый равен¬
ством 

(X А Y, R(T А V))х = Rx(X, Y, T, V), 

где Rx(X, Y, T, V) = gx(R(X,Y)T,V). 
Матрицу оператора кривизны R относитель¬

но разложения (13) можно представить в блочном 
виде [45]: 

W + + 1 2 id Z 
Z1 W - + S Id 

где W + и W- — матрицы автодуальной и антиав­
тодуальной составляющих тензора Вейля W. 

Согласно (3), можем записать 

V Z | s Id J Л о I W- J 
W+ 0 

0 W -
(14) 

где первая матрица соответствует произведению 
A®g, а вторая — тензору Вейля W. 

Любой ортонормированный базис e i , е2 , е з , 
пространства TXM определяет ортонормирован-
ный базис 

-j2(ei А в2 ± е з А е 4 ) , 

-±2(ei А ез ± в4 А е^), 

-j2(ei А в4 ± в2 А ез) 
(15) 

пространства Л ± ± М (см., например, [4]). 
Отметим, что матрицы W + и W- являются 

симметричными и их компоненты в ортонормиро-
ванном базисе (15) находятся по формулам: 

W+ 1 S 

^ ( R i 2 1 2 + 2 R i 2 3 4 + R 3 4 3 4 ) 

22 
1 S 

^ ( R i 3 i 3 — 2 R 1 3 2 4 + R 2 4 2 4 ) 

з з 

12 

13 

1 s 
^ ( R i 4 1 4 + 2 R i 4 2 3 + R 2 3 2 3 ) 

1 
2 
1 
2 
1 

12 ' 
s 

12 ' 
s 

12 1 

23 

( R i 2 1 3 + R i 2 4 2 + R 3 4 1 3 + R 3 4 4 2 ) , 

( R i 2 1 4 + R i 2 2 3 + R 3 4 1 4 + R 3 4 2 3 ) , 

( R i 3 1 4 + R i 3 2 3 + R 4 2 1 4 + R 4 2 2 3 ) , 

и соответственно 

44 

55 

66 

45 

46 

5 6 

1 s 
^ ( R i 2 i 2 — 2 R 1 2 3 4 + R 3 4 3 4 ) — 1 2 , 

1 s 
^ ( R i 3 i 3 + 2 R 1 3 2 4 + R 2 4 2 4 ) — 1 2 , 

1 s 

^ ( R i 4 1 4 — 2 R i 4 2 3 + R 2 3 2 3 ) — 1 2 , 

^ ( R l 2 1 3 — R i 2 4 2 — R 3 4 1 3 + R 3 4 4 2 ) , 

2 ( R i 2 1 4 — R i 2 2 3 — R 3 4 1 4 + R 3 4 2 3 ) , 

1 ( R i 3 1 4 — R i 3 2 3 — R 4 2 1 4 + R 4 2 2 3 ) , 

а элементы блока Z в базисе (15) равны: 

Z n = 2 ( R 1 2 1 2 — R 3 4 3 4 ) , 

Z 2 2 = 2 ( R 1 3 1 3 — R 2 4 2 4 ) , 

Z 3 3 = 2 ( R i 4 1 4 — R 2 3 2 3 ) , 

Z 1 2 = 2 ( R 1 2 1 3 — R i 2 4 2 + R 3 4 1 3 — R 3 4 4 2 ) , 

Z 1 3 = 
2 ( R 1 2 1 4 — R i 2 2 3 + R 3 4 1 4 — R 3 4 2 3 ) , 

Z 2 3 = 2 ( R 1 3 1 4 — R 1 3 2 3 + R 4 2 1 4 + R 4 2 2 3 ) . 

Пусть далее M = G — группа Ли с алгеброй 
Ли g . Фиксируем в g базис { e i , е 2 , е3, работ [20, 
21]. Применяя формулы раздела 1.4 и вышепри­
веденные формулы блоков W±, Z, находим ком­
поненты блоков матрицы (14). Исследование ко¬
торых позволяет сформулировать (см. подробнее 
[10, 13]) 

Т е о р е м а 3.5.2. [13] Пусть G — вещественная 
4-мерная группа Ли с левоинвариантной римано­
вой метрикой. Тогда 
1) W + = 0 в том и только том случае, если 
W = 0; 
2) W- = 0 в том и только том случае, ес­
ли выполняется одно из следующих условий: ли­
бо W = 0, либо алгебра Ли группы G есть од­
на из алгебр следующего списка: алгебра Ли A 4 9  

— 1 < в < 1) с набором структурных констант 
c i 4 = 2H, c2 3 = = = H > 0, в = 1 или 

-2 , 4 = _4 = H > 0, в = 1 ; ал-
набором структурных 

2 , 3 = с 2 ,4 = с 3 ,4 = H a , 

2Ha, 

c 2 3 2H, 
гебра Ли A 4 ц (а > 0) 
констант C 1 

c 2 4 
c 2 
c 2 4 

c 3 4 
1 , 4 2 H a , с 2 

c 3 4 = Ha, с 
H, H > 0 или c1

1 4 = c1

2 3  

3 2 —H, H > 0. 2 4 c 3 4 

Т е о р е м а 3.5.3. [10] Пусть G — действи¬
тельная четырехмерная унимодулярная группа 
Ли с левоинвариантной римановой метрикой. То¬
гда, если A®g = 0, то алгебра g изоморфна либо 
алгебре Ли 4Ai , либо A3 6 Ф A i . 

Т е о р е м а 3.5.4. [10] Пусть G — действи¬
тельная четырехмерная неунимодулярная груп¬
па Ли с левоинвариантной римановой метрикой. 
Тогда A®g = 0. 

Заключение 

Приведем список задач, которые связаны с тема¬
тикой данной работы и остаются открытыми. 

1. Обобщить результаты О. Ковальского и 
С. Ничкевич о возможных сигнатурах оператора 
Риччи (оператора одномерной кривизны) в раз¬
мерности 4 (см. [38]). 

2. Исследовать возможные сигнатуры опера¬
тора одномерной кривизны на 4-мерных группах 
Ли с левоинвариантными римановыми метриками. 
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3. Классифицировать конформно полуплоские 
4-мерные однородные римановы многообразия. 

4. Получить оценки различного типа кривизн 
для 4-мерных групп Ли с левоинвариантной рима-
новой метрикой. 

5. Получить оценки различного типа кри¬
визн для 4-мерных однородных римановых про¬
странств. 

6. Исследовать области знакоопределенной 
кривизны Риччи (одномерной кривизны) в случае 
4-мерных групп Ли с левоинвариантной римано-
вой метрикой. 

7. Изучить области знакоопределенной кри¬
визны Риччи (одномерной кривизны) в случае 
4-мерных однородных римановых пространств. 

8. Иследовать трехмерные и четырехмерные 
однородные (псевдо)римановы многообразия с 
(почти)гармоническим тензором Вейля, Схоутена-
Вейля. 
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УДК 514.76.2 

П Р О С Т Р А Н С Т В О Л Е В О И Н В А Р И А Н Т Н Ы Х О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Х П О Ч Т И 
К О М П Л Е К С Н Ы Х С Т Р У К Т У Р Н А 6 - М Е Р Н Ы Х Г Р У П П А Х Л И 

Н. А. Даурцева 

T H E S P A C E O F L E F T I N V A R I A N T O R T H O G O N A L A L M O S T C O M P L E X 
S T R U C T U R E S O N 6 - D I M E N S I O N A L L I E G R O U P S 

N. A. Daurtseva 

В статье изучается пространство Z левоинвариантных ортогональных почти комплексных 
структур на 6-мерной группе Ли. Для явного описания элементов этого пространства использу­
ется изоморфизм Z и CP3, а также тот факт, что C P 3 / T 3 есть 3-мерный тетраэдр. Получены 
явные формулы для описания почти комплексной структуры как композиции поворотов. 

The space Z of leftinvariant orthogonal almost complex structures on 6-dimensional Lie groups is researched. 
For the explicit view of this space elements the isomorphism of Z and CP3 is used. Representation of CP3/T3 

as 3-dimensional tetrahedron is used too. The explicit formula for almost complex structure as composition 
ofrotations is found. 

Ключевые слова: почти комплексные структуры, группы Ли. 
Keywords: almost complex structures, Lie groups. 

1. Введение 

Пусть G - 6-мерная группа Ли. Всякую левоин-
вариантную почти комплексную структуру мож­
но отождествить с эндоморфизмом алгебры Ли g 
этой группы, квадрат которого равен минус еди¬
нице. Если на группе Ли зафиксирована некото¬
рая левоинвариантная метрика, то это позволя¬
ет выделить в множестве всех почти комплекс¬
ных структур подмножество ортогональных, т. е. 
сохраняющих данную метрику. Пространство та¬
ких почти комплексных структур, дополнительно 
сохраняющих ориентацию, есть однородное про¬
странство Z = SO(6)/U(3) изоморфное C P 3 . В 
различных задачах, возникающих для почти эр¬
митовых структур на многообразиях и, в частно¬
сти, группах Ли, возникает необходимость в явных 
формулах, задающих почти комплексную струк¬
туру вместо неявного условия 12 = —1. В дву¬
мерном случае существует ровно одна почти ком¬
плексная структура, ортогональная относитель¬
но некоторой метрики. В 4-мерном случае такие 
структуры образуют двупараметрическое семей¬
ство, параметризуемое точками на сфере S2 (см., 
например, [8]). В 6-мерном случае ортогональные 
структуры образуют 6-параметрическое семейство 
и явное описание таких структур в литературе от¬
сутствует. 

Основным результатом данной статьи являет¬
ся явное описание структур из Z, через однород¬
ные координаты в C P 3 , а также описание этих 
структур как композиции поворотов в некотором 
базисе алгебры Ли. 

2. Определения и обозначения 

Пусть (M2n,g) - риманово многообразие класса 
C00. 

О п р е д е л е н и е 1. Почти комплексной струк-

турой на M называется поле эндоморфизмов 
Jx : TxM —> TxM, гладко зависящее от х € M 
и удовлетворяющее условию JX = —Idx, где Idx 

- тождественный эндоморфизм TxM, Ух € M. 
Если почти комплексная структура оставляет 
метрику g инвариантной: 

g(JX,JY)= g(X,Y), VX,Y е S ( M ) , 

то J называется ортогональной относительно 
метрики g, а пару (g, J) на M2n называют по¬
чти эрмитовой структурой. Многообразие, наде¬
ленное почти эрмитовой структурой, называет¬
ся почти эрмитовым. 

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что почти 
комплексная структура J на M ассоциирована с 
кососимметрической 2-формой UJ, если 

tu(JX,JY)= U(X,Y), yX,Y е E(M). 

Если ( g, J) почти эрмитова структура на M, то 
такая 2-форма и определяется по формуле 

U(X,Y )= g(JX, Y) 

и называется фундаментальной 2-формой. 

З А М Е Ч А Н И Е 1. Мы будем отождествлять по¬
чти комплексную структуру с ее фундаменталь¬
ной формой, когда это будет удобно. 

З А М Е Ч А Н И Е 2. К а ж д а я почти комплексная 
структура на многообразии определяет на нем 
некоторую ориентацию [3]. 

Пусть теперь M = G - 6-мерная группа Ли, g 
- некоторая левоинвариантная метрика на G. Ле-
воинвариантная почти комплексная структура I 
на G однозначно определяется своим значением на 
алгебре Ли g , линейным эндоморфизмом: 

I : g g, I 2 = — 1. (1) 
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С другой стороны, линейный эндоморфизм (1) 
определяет левоинвариантную почти комплекс¬
ную структуру на группе Ли G. В случае, ко¬
гда речь идет о левоинвариантных структурах 
на группе Ли, их ограничение на алгебру Ли 
мы будем обозначать также как и структуру на 
всей группе. Таким образом, множество всех g-
ортогональных левоинвариантых почти комплекс¬
ных структур на группе Ли G есть множество всех 
линейных эндоморфизмов: 

I : g —> g, I2 

g(IX,IY )= g(X,Y), 
—1, 
X, VX,Y е g . 

Множество Z всех таких почти комплексных 
структур, сохраняющих ориентацию, есть одно¬
родное пространство SO(6)/U(3). Действительно 
[3], зафиксируем некоторый ортонормированный 
базис (e) = (ei,... ,вб) алгебры Ли g . Пусть Io - по­
чти комплексная структура, такая что Ioei = — e 4, 
I0e2 = —e5, I0e3 = —e6, тогда любая другая ле-
воинвариантная ортогональная почти комплекс¬
ная структура I может быть получена из Io как 
I = SIoS-1, для некоторого S € SO(6), т .е. груп­
па SO(6) действует на Z транзитивно. Подгруппа 
изотропии элемента Io состоит из ортогональных, 
коммутирующих с Io матриц, то есть совпадает с 
U(3). Следовательно, Z = SO(6)/U(3). 

3. Д и ф ф е о м о р ф и з м Z в CP3 

Известно [4], что SO(6)/U(3) диффеоморфно C P 3 . 
Построим этот диффеоморфизм в явном виде. 
Пусть (v°,v1,v2,v3) - унитарный базис V = C 4 . 
Тогда A 2 C 4 можно отождествить с g*: 

2v° A v1 = e1 + ie4, 2v2 A v3 = e1 — ie4, 
2v° A v2 = e2 + ie5, 2v3 A v1 = e2 — ie5, (2) 
2v° A v3 = e3 + ie6, 2v1 A v2 = e3 — ie6, 

здесь el обозначает ковектор, дуальный к ej. По¬
чти комплексная структура I на g стандартным 
образом - (Iei)(X) = ei(IX) определяет почти 
комплексную структуру на g * , которую мы будем 
обозначать так же. К а ж д а я почти комплексная 
структура определяет разложение комплексифи-
кации g * C в прямую сумму собственных подпро¬
странств: 

g*1-0 = {а € g * C : Ia ia} {у — iIy : у € g*}, 
g*0-1 = {a € g * C : Ia = —ia} = {у + iIy : у € g*}. 

Обратно, каждая почти комплексная структура 
однозначно определяется через g * 1 ' 0 . 

Д л я стандартной структуры I = I0 собствен¬
ное подпространство, соответствующее i, есть 
g * 1 ' 0 = span C {e 1 + ie4,e2 + ie5,e3 + ie6}, а зна­
чит, согласно формулам (2) g * 1 ' 0 , отождествляется 
с К о = {v0 A v, v € V}C A2V. 

Произвольная почти комплексная структура 
I ведет себя так же, как I0 в другом базисе 

(e') = (e)S, где S € SO(6). Так как SU(4) —> 
SO(6) образует двойное накрытие, то для про¬
извольной почти комплексной структуры подпро¬
странство в A2V, соответствующее g * 1 ' 0 , имеет 
аналогичный вид: 

Vu = {u A v : v € V}C A2V. 

Таким образом, каждая структура из Z может 
быть отождествлена с точкой из C P 3 следующим 
образом: 

I €Z g*1-0 Vu —> [u] € CP3. 

Кроме стандартной структуры I0, определим еще 
три почти комплексные структуры, которые на 
векторах базиса действуют следующим образом: 

I0e1 —e4,I0e2 

= e4, I 
e5, I0e3 = —e6 

I1e1 = —e4,Ixe2 = e5,Ixe3 = e6; 
he1 = e4,I2e2 = —e5,I2e3 = e6; 
he1 = e4,he2 = e5,h e3 = —e6. 

Все они задают одну и ту же ориентацию, со¬
храняют метрику g, лежат в Z и соответству¬
ют точкам [1,0, 0, 0], [0,1,0, 0], [0,0,1,0], [0,0,0,1] € 
CP3. Фундаментальные 2-формы, соответствую¬
щие этим структурам, имеют вид: 

U0 = 
Ш1 = 

U)2 = 
Ш3 = 

e1 A e4 + e2 A e5 + e3 A e6; 
e1 A e4 — e2 A e5 — e3 A e6; 

A e4  

e4 
e2 A e5 

e2 e5 

e3 A e6; 
e3 e6. 

Пусть z = [z0, z1, z2, z3] и u = [u0, u1 ,u2, u3] произ­
вольные точки в C P 3 . Эти две точки могут быть 
соединены 'ребром', состоящим из точек az + (3u, 
где a, в € C, \a\ + \[3\ = 0, будем обозначать его 
Ezu Не сложно показать, что 'ребро' Ezu = {[a, в] : 
a, в € C, \a\ + \в\ =0} = CP1 = S2. Аналогич¬
но три произвольные точки, не лежащие на одном 
'ребре', определяют грань F = CP2. 

Таким образом, проективное пространство 
CP3 можно визуализировать как заполнен¬
ный тетраэдр с вершинами и>0 = [1,0,0,0], 
Ш1 = [0,1,0,0], и1 = [0, 0,1,0], CU3 = [0, 0, 0,1], 
'ребрами' £ij = C P 1 и 'гранями' Fi = C P 2 (ребро 
£ij соединяет формы ui и ujj, грань Fi является 
'противолежащей' к вершине ui). 

Л е м м а 1. Фундаментальная 2-форма и € £01 
имеет вид: 

и = e1 A e4 + r(e2 A e5 + e3 A e6)+ 
+u(e2 A e3 + e6 A e5) + x(e2 A e6 + e5 A e3), (3) 

где r2 + u2 + x2 = 1. 

Доказательство. Д л я произвольной формы 
и € E01 найдутся такие числа s,C1,C2 € R, 
s2 + c1 + a2, = 1, что соответствующая почти ком­
плексная структура I = SI0 + (c1 + ic2)I1. 

s[1,0,0, 0] + (c1 + iC2)[0,1,0,0] = [s,C1 + iC2,0,0]. 
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Пространство 

V[s-c1+ic2'0'0] {sv° + (c1 + ic2)v1 A u,u € V}. 

Поскольку (sv° + (c1 + ic2)v1) A v° = (c1 + ic2)v1 A 
v0 = — 2 (a + ic2)(e1 + ie4) = 2 (—ae1 + c2 e4 + 
+i(—c2e1 —c1 e4)), то для почти комплексной струк¬
туры I € £01 : 

I (—c1e1 + c2e4) = c2e1 + ae4. 

Аналогично, равенства 

(sv° + (c1 + ic2)v1) A v1 = 2(se1 + ise4); 

(sv° + (c1 + ic2)v1) Av2 = sv° Av2 + (c1 + ic2)v1 Av2 = 

= \(s(e2 + ie5) + (a + ic2)(e3 — ie6)) = 

1 2 3 6 5 3 6 

= 2(se + c1e + c2e + i(se + c2e — ae )); 

(sv° + (c1 + ic2)v1) Av3 = sv° Av3 + (c1 + ic2)v1 Av3  

= 7;(s(e3 + ie6) + (c1 + ic^)(—e2 + ie5)) = 
= 2(se3 — c1e2 — c2e5 + i(se6 — c2e2 + ae5)) 

дают: 
I(se1) = —se4, 

I (se2 + ae3 + c2e6) = —(se5 + c^e3 — ae6), 

I (se3 — ae2 — c2e5) = —(se6 — c2e2 + ae5). 

Тогда и € £01, соответствующая I, имеет вид: 

и = (—ae1 + c2e4) A (—c2e1 — c1e4) + se1 A se4 + (se2 + c1e3 + c2e6) A (se5 + c2e3 — c1e6)+ 
+(se3 — c1e2 — c2e5) A (se6 — c2e2 + c1 e5) = e1 A e4 + (s2 — c\ — c2,)e2 A e5 + 2sc2e2 A e3 — 

—2sc1e2 A e6 — 2sc1 e5 A e3 — 2sc2e5 A e6 + (s2 — c\ — c2

2)e3 A e6. 

Полагая r s2 '2s2 — 1, u = 2sc2, вольная точка, не принадлежащая грани F0. Ле-
х = —2sc1, можно привести форму и к виду (3). воинвариантная почти комплексная структура 

^ I € Z, соответствующая этой точке, лежит в 
окрестности U( I0) = {I € Z : 1 — II0 — обратим} 

Т е о р е м а 1. Пусть [1,a,b,c] € CP3 - произ- структуры I0 ив базисе (e) задается матрицей: 

—2S(ab + c) 
—2$s(ac — b) 

2\b\2 +2\c\2 —. 
—2di(ab — c) 
—2dt(ac + b) 

2%(ab + c) 
0 

—2S(bc + a) 
—2di(ab + c) 

2\a\2 +2\c\2 

—2dl(bc — 
—x 
a) 2 a 2 

2S(ac — 
2$s(bc + 

0 
—2$t(ac • 
—2dt(bc -

b) 
a) 

b) 
a) 

2 b 2 

—2 b 2—2 c 2 

2dt(ab + c) 
2dt(ac — b) 

0 
—2%(ab — c) 
—2$s(ac + b) 

Пусть I - произвольная почти комплекс¬
ная структура, лежащая в окрестности U(I0), 

)i'j=1'..'6 - матрица этой структуры в базисе 
(e). Тогда координаты соответствующей точки 
[1, a, b, c] из C P 3 следующие: 

1+ /14+ /25+ /36 ( ( I 3 5  

1 :((I16 1+I14+I25+I361 

1 + /14 + /25 + /36 ((I24 

-126) + i(I23 
• I34) + i(I46 • 
I15) + i(I12 • 

I56)), 
I13)), 
I45)), 

(5) 

где x =1 + \a\2 + \b\2 + \c\2. 

Доказательство. Пусть a, b, c € C и [1, a, b, c] -
некоторая точка из C P 3 , не принадлежащая гра¬
ни F0. Тогда прямые вычисления, аналогичные 
приведенным в доказательстве леммы 1, дают со¬
ответствующую форму и и почти комплексную 
структуру вида (4). 

Пусть теперь I € U(I0) = {I € Z : 1 — 
— II0 обратим}. Д л я такой структуры [2] опреде¬
лен соответствующий кососимметрический опера¬
тор K, антикоммутирующий с I0 , такой, что: 

I 
K 

(1 — K )I0(1 — K 
:(1 — II0)-1(1+ II0). 

Пусть K 
A 
B 

a) 

где A + iB 

2dl(ac + b) 
2dt(bc — a) 

—2 a 2—2 b 2 

2Q(ac 
2$s(bc 

0 

b) 
a) 

J 

2R(ab — c) 2$t(ac + b) \ 
— 2\a\2 — 2\c\2 

2R(bc + a) x 
2Q(ab — c) 

0 
—2S(bc 

B 
—A 

0 —c b 
c 0 — 

—b a 0 
Обратно, пусть I = ) 

произвольная почти комплексная структура из 
U(I0), тогда формулы (5) могут быть выведе¬
ны непосредственно из равенства матриц (4) и 

)i'j=1-..-6. 

С л е д с т в и е 1. Пусть I = [1, a, b, c] € C P 3 , то­
гда оператор K = (1 — II0)-1(1 + II0) выражается 

A B 

(4) 

, тогда I принимает вид (4). 

-Iji) 

через a, b, c: K 

= ( 

( B A где A + iB 

0 
c 
b 

b 
0 
a 0 

З А М Е Ч А Н И Е 3. Формула (4) дает явное опи¬
сание ортогональных матриц, удовлетворяющих 
условию I2 = —1. 

Пространство Z есть 6-мерный тетраэдр, из¬
вестно [1], что Z/T3 есть 3-мерный тетраэдр. Опи¬
шем классы 2-форм, лежащих в этом фактор-

c = 

0 

1 

x 

a 
b 

c= 
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пространстве. Если формы p+ и p- принимают все 
возможные значения на ребрах £03 и £12 соответ¬
ственно, то ребра £ p + p - заполняют весь 6-мерный 
тетраэдр C P 3 . 

Z и 
Р+ € £03 
Р- € £12 

. 

Зафиксируем 2-мерные площадки D1={e1,e4), 
D 2 = {e2,e5), D 3 = {e3,e6). Тор T3 действует в 
R 6 вращениями внутри этих площадок. Таким об¬
разом, две почти комплексные структуры I и J 
будут принадлежать одному классу эквивалент¬
ности в Z/T3, если I = OJO-1, где O € SO(6) 

- матрица вращения внутри данных площадок. 
То есть будем отождествлять почти комплексные 
структуры, которые отличаются друг от друга 
лишь на повороты внутри этих площадок. Так как 
(cos ae + sin af) A (— sin ae + cos af) = e A f, то 
вершины тетраэдра остаются инвариантными при 
таких поворотах. Воспользуемся явным описанием 
ребра £01 из леммы 1. Введем сферичешше коор¬
динаты: 

r = sin ф; 
u = cos у cos ф; 
v = sin у cos ф; 

-п/2 < ф < п/2 
0 < у < 2п 

Тогда форма и € £01 имеет вид: 

= e1 A e4 + sin ф^2 A e5 + e3 A e6) + cos у cos ф(в2 A e3 + e6 A e5) + sin у cos ф(в2 A e6 + e5 A e3) = 

e1 A e4 + sin ф^2 A e5 + e3 A e6) + cos ус2 A e3 + cos уe6 A e5 + sin уe2 A e6 + sin уe5 A e3). 

Пусть теперь 

f2 = cos уe2 + sin уe5; f5 — sin уe2 + cos уeъ, 

тогда f2 A e3 + e6 A f5 = cos уf2 A e3 + cos уe6 A f5 + 
+ sin уf2 A e6 + sin уf5 A e 3, а значит, форма 
и € £01/SO(2) имеет вид e1 A e4 + sin ф^2 A e5 + 
+e3 Ae6) + cos ф(с2 Ae3 + e6 Ae5). Класс эквивалент¬
ности в этом случае составляют формы, лежащие 
на параллелях сферы-ребра £01 . 

Что происходит в общем случае для ребра 
£p+P-? В статье [4] предложено следующее описа­
ние произвольной формы и € Z. Пусть J € Z - по­
чти комплексная структура, соответствующая и, и 
D {e1, 5 ) . Зафиксируем e3, тогда Je3 ор-
тогонален e", а значит, Je3 = ae6 + bf1, где f1 € D, 
\\f 1\\ = 1 и a2+b2 = 1. Единичная 1-форма af1 —be6  

ортогональна и e3 и J e 3 , а значит, 2-форма ш € Z 
имеет вид: 

u(P,a,b)= e3 A(ae6 + bf 1) — f4 A(af1 —be6) + f2 A f 5 , 

здесь (f 1,f2,f4,f5) = (e1,e2,e4,e5)S, для некото¬
рого S € SO(4). Известно, что для A2D имеет ме¬
сто разложение: A 2 D = A+D (& A—D, где 

A 2 D = 
A D 

{e14 + e25,e12 + e54,e15 + e42}, 
-_{e14 — e25,e12 — e54,e15 — e42} 

- собственные подпространства оператора * (e i j  

обозначает 2-форму ei A ej). Это разложение поз­
воляет построить двойное накрытие SO(4) —> 
SO(3) х SO(3). Таким образом, произвольная мат­
рица P € SO(4) может быть представлена матри¬
Цей ( P+ ! ) € SO(6), где P+,P- € SO(3). 

0 P-
Д л я формы UJ матрицы P+ и P— имеют опреде­
ленный геометрический смысл, а именно - p+ = 
U(P, 1,0) € £03, p— = U(P, —1, 0) € £12. При изме­
нении P+ форма p+ перемещается по ребру £ 0 3 , а 
при изменении P— форма p— перемещается по реб¬
ру £12 . Таким образом, с точностью до поворотов 
внутри площадок D 1 , D 2 , D 3 : 

£03/S1 = {sin ф(г14 + e25)+cos ф^12 + e54) + e36 : —п/2 < ф < п/2}, 

£12/S1 = {sin 6(e14 — e25) + cos 6(e12 — e54) — e36 : —n/2 < в < n/2}. 

Нетрудно 

(P+,P-), где P+ 

проверить, 

P 

рица 
/ sin Ф++6 

0 
0 

\ cos Ф++6 

sin в 
0 
0 

0 
cos в 

0 

cos 

0 
Ф-6 

2 
• ф-6 

s i n 2 
0 

что паре матриц: 
sin ф 0 0 

0 cos ф 0 
0 0 1 

соответствует мат-

sin Ф-6 

cos Ф-6 

— cos Ф+6 

0 
0 

sin Ф++6-

SO(4). Полагая a = sin у, b = cos у, у € [0, 2п], 
получаем: 

Т е о р е м а 2. Форма и € Z/Т3 имеет вид: 

и = e3 A (sin уe6 + cos у (sin Фф++6 e1 + cos Фф++6 e5)) + 

+(sin у (sin Фф++6 e1 + cos Фф++6 e5) — cos уe6) A 
A(— sin Ф - 6 e 2 + cos Ф - 1 e4) + (cos Ф - 1 e2 + 
+ sin Ф - 6 e 4 ) A (— cos Ф++6e1 + sin Ф++6e5), 

где ф,ф,в € [—п/2,п/2]. 

С л е д с т в и е 2. Компоненты произвольной по¬
чти комплексной структуры J € Z в базисе (e): 

0 

из 

0 
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sin Ф++6 sin Ф - 

2 62  

cos у(cos1^2~ 
sin у sin Ф++6 

cos у1 cos у3 
cos Ф - 6 +cos Ф+6 sin Ф 

= cos Ф+6 cos Ф - 6 

Ф+6 

Ф+6 

J12 
J13 
J14 
J15 
J16 
J23 
J24 
J25 
J26 
J34 
J35 
J36 
J45 = cos cos :L

2— (cos у1 cos у2 

- (cos у1 cos у2 — sin у sin у1 sin у2) + cos Фф+6 

cos Ф-6 

sin Ф+6 
(sin у1 sin у2 — sin у cos у1 cos у2 ) , 

sin у1 sin у3), 

— cos у (sin 
cos у(cos 

• Ф+6 • Ф—t sin1^— sm1^ 

(sin у cos у1 sin у2 + sin у1 cos у2) — 
sin у1 cos у3 + cos Ф - 6 - cos у1 sin у3) 

cos у2 sin у3 + sin Ф - 6 sin у2 cos у3), 

Ф+6 • Ф— 

sin у cos J C 2 — sin —-

(sin у1 cos у2 + sin у cos у1 sin у2 ) 
6 +6 

2 2 + cos1^ sin 
cos у(cos 'Фф++6 cos у2 cos у3 

sin Ф++6 sin Ф -

+6 6 cos1^— cos J£i

2— 

(sin у sin у1 cos у2 + cos у1 sin у2), 

(sin у sin у1 cos у2 + cos у1 sin у2), 

2 2 
• ф— 

+2 6 2 

cos у ^ т J C 2 — cos у 1 sin у 3 + cos ^ 
2+ 6 2 

cos у^-лж^- sin у2 sin у3 — sin -— 
sin у, 

2 
sin у2 sin у3), 
sin у1 cos у3), 

J46 
J56 

cos у(cos Ф Ф - 6 sin у1 sin у3 sin 

2 cosу2 cos у3), 

sin у sin у1 sin у2) — 
+6 

cos у1 cos у3), 

+6 6 (sin у cos у1 cos у2 — sin у1 sin у2), 

— cos у ( cos 'Фф+++6 sin у2 cos у3 + sin Ф -

З А М Е Ч А Н И Е 4. Следствие 2 дает явное описа¬
ние произвольной, левоинвариантной ортогональ¬
ной почти комплексной структуры на 6-мерной 
группе Ли. Поскольку каждая ортогональная по¬
чти комплексная структура в некотором ортонор-
мированном базисе ведет себя как стандартная, 
то для ее описания достаточно указать способ по¬
строения нового базиса, в котором она будет ве¬
сти себя стандартным образом. Введем обозначе¬
ния: RVi - поворот внутри площадки D i на угол 
уi, Ra - поворот на угол a (a = Фф+++6) внутри пло­
щадки {e1,e5), Rp - поворот на угол в (в = Ф - 6 ) 
внутри площадки {e2,e4), Rv - поворот на угол 
у внутри площадки {e1 , e6). Тогда базис, в кото¬
ром произвольная ортогональная почти комплекс¬
ная структура будет вести себя как стандартная, 
может быть получен следующей последовательно¬
стью поворотов: Rv о Ra о Rp о RV3 о RV2 о RV1. 

4. Пример 

Рассмотрим группу G = SU(2) х SU(2). На этой 
группе можно выделить два особых класса почти 
комплексных структур. Это, во-первых, комплекс¬
ные структуры Калаби-Экмана на произведении 
трехмерных сфер и, во-вторых, ортогональные ле-
воинвариантные структуры, для которых норма 
тензора Нейенхейса достигает своего максималь¬
ного значения, в некотором смысле "максимально 
неинтегрируемые"структуры. 

Конструкция, позволяющая получить инте¬
грируемые структуры, широко известна и принад¬
лежит Е. Калаби и Б . Экману [5]. Д л я ее построе¬
ния используется конструкция расслоения Хопфа 
S3 — > s CP1, на произведении сфер она дает рас¬
слоение с комплексной базой и слоем 

S3 х S3 — > s l x S l CP1 х CP1. 

Этот факт и наличие голоморфных функций пе¬
рехода позволяет построить комплексную струк¬
туру на пространстве расслоения S3 х S3. Из-

cos у2 sin у3), где ф,ф,в € [—п/2,п/2],у1,у2,у3 € [0, 2п]. 

вестно [6,9], что комплексные структуры Калаби-
Экмана исчерпывают весь класс левоинвари-
антных комплексных структур на группе Ли 
SU(2) х SU(2). Зафиксируем стандартный ба¬
зис (e1,e2,e3,e4,e5,e6j) алгебры Ли su(2)xsu(2) = 
R 3 x R 3 , в этом базисе интегрируемая структу¬
ра, определяющая ту же ориентацию, что и 
I0, I 1 , I 2 , I 3 , и м е е т в и д I e 1 = — e 4 , Ie2 = — e 3 , 

Ie5 = e6. Очевидно, что все остальные ортого¬
нальные левоинвариантные комплексные структу¬
ры будут принадлежать орбите структуры I дей¬
ствия группы SO(3) х SO(3). Стабилизатором та¬
кого действия будет группа SO(2) х SO(2), таким 
образом, множеству интегрируемых почти ком¬
плексных структур в нашей модели будет соответ¬
ствовать четырехмерное подмножество S2 х S2 = 
SO(3) х SO(3)/SO(2) х SO(2). Мы не будем пол¬
ностью описывать множество таких структур в 
данной модели, это описание будет технически 
сложным, опишем лишь некоторые комплексные 
структуры. Рассмотрим следующие формы, со¬
ответствующие некоторым интегрируемым почти 
комплексным структурам: 

e14 ± e23 Т e56 €£01, 
±e12 Т e45 + e36 € £0  

e25 ± e46 Т e13 €£02, 

—e14 ± e23 ± e56 € £23, 
±e12 ± e45 — e36 €£12, 
—e25 ± e46 ± e13 €£13. 

К а ж д а я пара таких форм представляет собой диа¬
метрально противоположные точки на экваторе 
соответствующего ребра тетраэдра. Других инте¬
грируемых почти комплексных структур, которые 
лежали бы на ребрах тетраэдра, нет. Ребра-сферы, 
соединяющие "середины" скрещивающихся ребер, 
полностью состоят из интегрируемых почти ком¬
плексных структур. 

"Максимально неинтегрируемые" структуры 
на группе Ли SU(2) х SU(2) переводят касатель¬
ные векторы к одной сфере в касательные к дру¬
гой [7], например, структуры I0, I1, I2, I3 "мак¬
симально неинтегрируемы". На множестве таких 
структур транзитивно действует группа SO(3) х 
х SO(3) с подгруппой изотропии diag(SO(3)), ор-
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битой почти комплексной структуры I0 относи¬
тельно действия группы SO(3) х SO(3) будет 
SO(3) = SO(3) х SO(3)/diag(SO(3)). Используя 
формулы следствия 2, можно найти условия, при 
к о т о р ы х J12 = J13 = J23 = J45 = J46 = J56 = 0 . 

Решением этой системы уравнений будет: 

cos^1) =0, ( sin^1) = 0, 
sin^^ = 0, или < cos^^ = 0, 
sin^) =0, [ cos^) = 0. 

Оба решения определяют одну и ту же форму, по¬
этому достаточно рассмотреть одну систему усло¬
вий. Введем обозначения M+ и M- для "макси¬
мально неинтегрируемых" структур, лежащих на 
меридианах сфер-ребер £03 и £12 соответственно. 
M+ = {sin ф^14 + e25)+cos ф^15 + e42) + e36 : 
— п < ф < п}, M- = {sin e(e14 — e25)+ cos e(e15 — 
—e42) + e36 : —п < в < п}. Обозначим Mp+p_ 
половину большого круга меридиана обобщенной 
сферы-ребра £p_p+, тогда множество всех "мак¬
симально неинтегрируемых" структур образует 3-
мерное подмножество в CP3: 

U Mp-p+ 
p- € M-
p+ € M+ 
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О Б О Д Н О М К Л А С С Е С Г Л А Ж И В А Ю Щ И Х К У Б И Ч Е С К И Х С П Л А Й Н О В Ы Х 
К Р И В Ы Х 
В. Б. Ким 

A B O U T A C L A S S O F S M O O T H I N G S P L I N E C U B I C C U R V E S 
V.B.Kim 

В работе рассмотрен новый класс сглаживающих кубических сплайновых кривых. Эти кривые 
не являются ни в -сплайновыми кривыми, ни кривыми Безье. Найдены параметрические уравнения 
этих кривых и определены их некоторые геометрические свойства. 

A new class of smoothing spline cubic curves is considered in the article.These curves are neither в-spline 
curves not Bezier curves.The parametric equations of the curves are obtained and some geometric properties 
ofthis curves are studied. 

Ключевые слова:сплайновые кубические кривые, в -сплайновые кривые, кривые Безье. 
keywords:spline curves, в-spline curves, Bezier curves 

Составные сплайновые кривые традиционно 
строятся по заданному массиву точек (опорному 
массиву). При этом различают два типа задач. 
Первый, когда искомая кривая должна проходить 
через заданные точки (задача аппроксимации), и 

второй, когда искомая кривая проходит не через 
сами точки, а вблизи них, удовлетворяя некоторо¬
му вариационному условию (задача сглаживания). 
Соответственно различают два типа сплайновых 
кривых— аппроксимирующие и сглаживающие. 
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Д л я аппроксимирующих кривых опорный мас¬
сив не может быть произвольным —требуется, на¬
пример, чтобы абсциссы его точек возрастали вме¬
сте с ростом нумерации точек. При построении же 
сглаживающих сплайновых кривых никакие до¬
полнительные условия на точки массива не накла¬
дываются. Эти точки могут быть заданы как на 
плоскости, так и в пространстве, их взаимное рас¬
положение может быть произвольным, часть из 
них может совпадать и т. д. 

Если количество вершин в опорном массиве 
достаточно велико, то найти функциональные ко¬
эффициенты b(t) бывает довольно затруднитель¬
но. Поэтому опорный массив разбивают на эле¬
ментарные массивы, каждый из которых опреде¬
ляет элементарный фрагмент искомой составной 
кривой. Сама же кривая является объединением 
соответствующих элементарных кривых.Как пра¬
вило, для кубических сплайновых кривых число 
точек в элементарном массиве равно четырем. 
Особенностью сглаживающих кубических сплай-
новых кривых является то, что каждый элемен¬
тарный фрагмент можно задать с помощью одно¬
го и того же набора коэффициентов, не зависящих 
от точек опорного массива. 

Эти коэффициенты можно найти как решения 
некоторой краевой задачи, выражающей в анали¬
тической форме геометрические свойства, которы¬
ми должна обладать искомая кривая. 

Пусть P = {P0, P 1 , P m } (m > 3) — массив 
точек, определяющий составную сплайновую ку¬
бическую кривую Г. Кривая Г является объеди­
нением элементарных кривых r i . Здесь и далее 
индекс i пробегает значения 1, 2, 3, ...,m — 3, а ин­
дексы \,ц значения 0,1, 2, 3. К а ж д а я элементар­
ная кривая ri определяется с помощью векторно¬
го уравнения: 

Ri (t) = b0(t)Pi-i + h(t)Pi + b2(t)Pi+i + 

+b2(t)Pi+2. (1) 

Здесь P i - радиус-вектор точки Pi, 

b\(t) = mX0 + mX1t + bX2t2 + mX3t3, (2) 

t € [0, 1]. 
Пусть ri и ri+1 - две смежные элементарные 

кривые, определяемые соответственно массивами 
точек {Pi-1, Pi, Pi+1, Pi+2} и {Pi,Pi+1,Pi+2,Pi+3}. 
Потребуем, чтобы составная сплайновая кривая Г 
была не только непрерывной, но и имела б ы непре¬
рывный касательный вектор и непрерывный век¬
тор кривизны. Получим следующую систему век¬
торных уравнений : 

Ri+i(0) = Ri(l), 
Ri+i(0) = ftR (l), 
Ri+i(0) = в l 2 R i , ( l)+ в2Ri(1) 

(3) 

Здесь в1 > 0, в2 > 0. Переходя к координатной 
записи, получаем систему линейных уравнений от-

носительно неизвестных коэффициентов m\^: 

m00 + m01 + m02 + m03 = 0 ,  

m10 + m11 + m12 + m13 = m00,  

m20 + m21 + m22 + m23 = m10,  

m30 + m31 + m32 + m33 = m20,  

m30 = 0 , 

в1 ( m01 + 2m02 + 3m03) = 0 , 

в1^п + 2m 12 + 3m 13) = m01, 
fi1(m21 + 2m22 + 3m23) = mn, 
вl(mзl + 2m32 + 3m33) = m21, 
m31 = 0 , 

в'2(2mo2+6moз)+в2(mol+2mo2-
вl(2ml2+6mlз)+в2(mll+2ml2-
в'2(2m22+6m2з)+в2(m2l+2m22-
вl(2mз2+6mзз)+в2(mзl+2mз2-
2m32 = 0. 

3m03) = 0 ,  

3 m 3) = 2m02,  

3m23) = 2 m 2,  

3m33) = 2m22, 

(4) 
Эта система содержит 15 уравнений на 16 

неизвестных m\^. Не умаляя общности, можно 
считать, что m33 = 0. Тогда остальные коэффи¬
циенты выразятся через m33 следующим образом: 

m00 = p 3 m 3 3 ,  

— 3 p 3 m 3 3 , m0 = 

p 3 m 3 3 ,  

— 3 p 3 m 3 3 , 

m02 = 3 p 3 m 3 3 , 

m03 = — p 3 m 3 3 , 

m 0 = (2p2 + 2p + q)m33, 
m = ( 3 p 3 — 3 p ) m 3 3 , 

— (3p3 + 3p2 +3q)m33, m 2 = 

( 3 p 3 — 3 p ) m 3 3 , 

— (3p3 + 3p2 +3q)m33, 
m 3 = ( p 3 + p 2 + p + q)m33, 

m20 = m33, 

m 2 = 3pm33, 

m22 = 3 ( p 2 + q)m33, 

m23 = —(p2 + p + 2q + 1)m33, 
m3 = m32 = 0 , m30 = 
—(p2 + p + 2q + 1)m33, 
m3 = m32 = 0 , 

p = в1, 2q = в2. 

(5) 

Легко проверяются соотношения 

m00 + m 0 + m20 + m30 = 

= (p3+2p2 +2p+q+1)m33, 
m0 + m + m2 + m3 = 0, 
m02 + m 2 + m22 + m23 = 0, 
m03 + m 3 + m23 + m33 = 0 . 

(6) 

Добавим 
нормировки 

рассмотренной системе условие 

Y,ba(t) 1. (7) 

Геометрически это условие означает, что каждая 
элементарная кривая лежит в выпуклой оболочке 
точек своего опорного массива. В силу соотноше¬
ний (6), условие нормировки равносильно условию 

1 
m33 (8) p3 + 2p2 + 2p + q +1' 

Введем обозначение б = p3+2p2+2p+q+1. Очевид­
но, что б = 0.Тогда получаем, что коэффициенты 
найденной кривой имеют следующий вид (9): 
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b0(t) 

bl (t) 

b2(t) 

b3(t) 

p3 — 3p31 + 3p312 — p3t3 
— 

б 

(2p2 +2p + q) + (3p3 — 3p)t — (3p3 + 3p + 3q)t2 + (p3 + p2 + p + 2q)t3 

, 

1 + 3pt + 3(p + q)t2 — (p2 + p + 2q + 1)t3 
(9) 

Кривые, коэффициенты в векторном уравне¬
нии которых определяются по формулам (9), на¬
зываются в-сплайновыми кривыми [1]. В частном 
случае при в = 0, в2 = 0 мы получаем хорошо 
известные В-сплайновые кривые[1]. 

Заметим, что в рассмотренном случае опорные 
массивы двух смежных кривых имели три общих 
точки : Pi,Pi+1,PI+2. Случай одной общей точки 
хорошо изучен — мы получаем кривые Безье. Ка¬
кие кривые получаются, если смежные элементар¬
ные массивы имеют две общие точки? Какая кра­
евая задача соответствует такому случаю? 

Рассмотрим этот случай подробнее. Сохра¬
ним для удобства обозначения, использованные 
в предыдущем пункте. Будем считать, что две 
смежные элементарные кривые ri и ri+1 опреде¬
ляются соответственно векторными уравнениями: 

Ri(t) = bo(t)Pi-i + bl(t)Pi + b2(t)Pi+i + 
+b2(t)Pi+2; (10) 

Ri+i(t) = bo(t)Pi+i + bl(t)Pi+2 + b2(t)Pi+3 + 

+ b3(t)Pi+4. (11) 
Коэффициенты ba(t) имеют по-прежнему вид (2). 
Повторяя проведенные выше рассуждения, полу¬
чим, что в рассматриваемом случае краевая зада¬
ча (3) имеет лишь тривиальные нулевые решения 
(ba(t)=0). 

Изменим краевую задачу, оставив лишь усло¬
вие непрерывности кривой и условие непрерывно¬
сти касательного вектора, т. е. 

Ri+i(0) = Ri(l), 

Ri+i(0) = вRi(l). 
К а к и выше получаем систему уравнений : 

(12) 

m00 +  

m 0+  

m20 +  

m30 +  

m20 =  

m30 =  

m 0 + 

m + 
(5(m2l 
(5(m3l 
m 2 =  

m3 = 

в> 0. 

m0 + m02 + m03 = 0 , 

mn + ml2 + ml3 = 0, 
m2 + m22 + m23 = m00, 
m3 + m32 + m33 = m 0, 

0, 
0, 
2m02 + 3m03 = 0 , 

2m 2 + 3m 3 = 0, 
+ 2m22 + 3m23) = m0 , 
+ 2m32 + 3 m 3 3 ) = m , 

0, 
0, 

(13) 

Система содержит 12 уравнений на 16 неизвест¬
ных mj^ . Нетрудно заметить, что её можно раз¬
бить на четыре подсистемы, каждая из которых 
состоит из уравнений, содержащих m j M , где А 
— фиксировано. Пользуясь этим, выразим часть 
неизвестных через m00, m0 , m 0, m : 

m02 = — 3 m 0 0 — 2 m 0 , 

m03 = 2m00 + m0 , 

m 2 = — 3 m 0 — 2 m , 

m 3 = — 2 m 0 + m , 

m22 = 3m00 — r m 0 , 

m23 = r m 0 — 2 m 0 0 , 

m32 = 3 m 0 — r m , 

m33 = r m — 2 m 0, 

m20 = m 2 = m30 = m3 = 0 . 

(14) 

Здесь r = в - . 
Добавим к рассмотренной системе условие 

нормировки, которое дает еще четыре соотноше¬
ния : 

m00 + m 0 + m20 + m30 = 1 ,  

m0 + m + m2 + m3 = 0, 
m02 + m 2 + m22 + m32 = 0, 
m03 + m 3 + m23 + m33 = 0 . 

(15) 

Подставим в систему (15) найденные значения 
и получим соотношения : 

m00 + m 0 = 1 ,  

m 0 + m = 0 , 

— (2 + r)(mol + mn) = 0, 
(1 + r)(m0 + m ) = 0. 

(16) 

Нетрудно заметить, что система (16) содержит 
лишь два независимых соотношения : 

m00 + m 0 
m 0 + m 

1, 
0. (17) 

Введем обозначения m00 = a, m0 = b. Тогда 
m 0 = 1 — a, m = — b. Окончательно функцио¬
нальные коэффициенты bj(t) принимают вид : 

b0(t) = a + bt — (3a + 2b)t2 + (2a + b)t3, 
b (t)=(1—a)—bt—(3—3a—2b)t2+(2—2a—b)t3, 
b2(t) = (3a — rb)t2 + (rb — 2a)t3, 
b3(t) = (3 — 33a + rb)t2 — (rb — 2a + 2)t3. 

(18) 
Таким образом, решением краевой задачи (12) 

являются кривые Г , у которых функциональные 
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коэффициенты зависят от параметров a и b. Заме¬
тим, что при t = 0 получаем : 

bo(0) = a, bl(0) = 1 — a, b2(0) = ЬЗ(0) = 0. 

При t = 1 аналогично имеем : 

bo(1) = bl(1) = 0, b2(1) = a, ЬЗ(1) = 1 — a. 

Следовательно, каждая элементарная кривая 
ri начинается в точке 

Ri(0) = aPi-i + (1 — a)Pi, 
лежащей на ребре Pi- Pi опорного многоугольни¬
ка, а кончается в точке 

Ri(1) = aPi+i + (1 — a)Pi+2, 
лежащей на ребре Pi+ Pi+2 опорного многоуголь¬
ника. Нетрудно также проверить , что в своей на¬
чальной точке кривая ri касается ребра Pi-lPi , 

а в конечной — ребра Pi+ Pi+2 Однако в общем 
случае построенная кривая не проходит через вер¬
шины опорного массива. 

Можно сказать, что рассматриваемые состав¬
ные кривые являются более гладкими, чем кри¬
вые Безье, но не обладают свойством непрерывно¬
сти вектора кривизны. Наличие в функциональ¬
ных коэффициентах параметров a и b позво¬
ляет менять форму кривой Г, не меняя точек мас¬
сива. Это свойство сближает их с в-сплайновыми 
кривыми. Представляет интерес дальнейшее изу¬
чение геометрических свойств построенных кри¬
вых. 

Л и т е р а т у р а [1] Шикин , Е. В.Кривые и по¬
верхности на экране компьютера / Е. В. Шикин, 
А. И. Плис. - М.: Диалог-МИФИ, 1996. - 240 с 
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E. S. Kornev 

В работе вводится специальный класс почти комплексных структур, для которых существует 
разложение касательного пространства в прямую сумму подпространств, на которых эти струк¬
туры действуют инвариантно. Приводятся некоторые понятия и результаты для таких почти 
комплексных структур на однородных пространствах. 

This work introduces the special class of almost complex structures which provide the tangent space 
decomposition into direct sum of the vector subspaces, and invariant act on these subspaces. Some concepts 
and results are provided For such almost complex structures on the homogeneous spaces. 

Ключевые слова: почти комплексные структуры, однородные пространства, кэлеровы структу¬
ры. 

Keywords: almost complex structures, homogeneous spaces, kahler structures. 

1. Инвариантные почти комплексные 
структуры на однородных простран­
ствах 

Пусть M - однородное риманово пространство 
размерности 2 n, G - связная группа Ли, дей­
ствующая на M транзитивно, H - подгруппа изо¬
тропии фиксированного элемента o € M, и g -
Adn-инвариантная риманова метрика на G . То­
гда M = G/H и g раскладывается в прямую сум­
му векторных пространств h и p, где h - алгебра 
Ли подгруппы изотропии H, а p - ее ортогональ¬
ное дополнение относительно метрики g. Подпро¬
странство p раскладывается в прямую сумму Adn-
инвариантных неприводимых векторных подпро¬
странств. Касательное пространство ToM и под¬
пространство p изоморфны как векторные про-

странства. Если подгруппа H является нормаль¬
ной, а распределение p инволютивным, то M диф-
феоморфно группе K = G/H, а p является алгеб­
рой Ли группы K. 

Почти комплексной структурой на веществен¬
ном четномерном многообразии M называется 
непрерывное поле вещественных линейных опера¬
торов Jx : TxM — TxM : Jx о Jx = —Id для всех 
x € M. Пусть Rg - представление группы G в 
группе собственных дифференцируемых преобра¬
зований однородного пространства M, ядро кото¬
рого совпадает с H. Почти комплексная структура 
J на M называется G-инвариантной, если для лю­
бых g € G и x = Rg (o) € M, Jx = dRg о Jo о dRg-1. 

Любая G-инвариантная почти комплексная струк¬
тура на однородном пространстве полностью опре¬
деляется своим значением в начальной точке o. 
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Линейный изоморфизм пространств ToM и p ин¬
дуцирует взаимно-однозначное соответствие меж¬
ду множеством G-инвариантных почти комплекс¬
ных структур на M и множеством A(p), где A(p) 
- множество всех левоинвариантных полей линей¬
ных операторов на группе G, обладающих сле¬
дующими свойствами: Ф € A ( p ) , если для любо­
го X € p, ФХ € p, (Ф о Ф)Х = —X, а для лю­
бого Y € h, ФУ = Y. Такие линейные операто¬
ры называются аффинорами. Ограничение любо¬
го аффинора на подпространство p есть левоин-
вариантная почти комплексная структура на K, а 
ограничение на подалгебру h есть тождественный 
оператор. В дальнейшем будем отождествлять G-
инвариантную почти комплексную структуру на 
однородном пространстве M и соответствующий 
ей аффинор на группе G. 

Если подгруппа изотропии H имеет четную 
размерность, то любая левоинвариантная почти 
комплексная структура на группе G, инвариантно 
действующая на p , индуцирует G-инвариантную 
почти комплексную структуру на M. 

2. Приводимые почти комплексные 
структуры и их индекс 

О п р е д е л е н и е 1. Почти комплексная структу¬
ра J на многообразии M называется приводи¬
мой, если в каждой точке многообразия каса¬
тельное пространство содержит нетривиаль¬
ное собственное подпространство, инвариантное 
относительно действия J, распределение таких 
подпространств непрерывно зависит от точки и 
для любого нетривиального подпространства ин¬
вариантного относительно действия структуры 
J существует дополнительное подпространство, 
также инвариантное относительно действия J. 

Понятие приводимой почти комплексной 
структуры естественно возникает при рассмот¬
рении расслоений (см. [2]) и однородных четно-
мерных пространств с четномерной подгруппой 
изотропии. Д л я расслоений в качестве инвариант¬
ных относительно действия почти комплексной 
структуры подпространств можно рассматривать 
распределение касательное к слоям расслоения и 
горизонтальное распределение (связность), а для 
однородных пространств подпространства h и p . 

Т е о р е м а 1. Пусть J - G-инвариантная при¬
водимая почти комплексная структура на чет-
номерном вещественном однородном простран¬
стве M = G/H, тогда векторное простран¬
ство p раскладывается в прямую сумму непри¬
водимых подпространств инвариантных относи¬
тельно действия почти комплексной структу¬
ры J. А матрица структуры J в фиксирован¬
ном базисе пространства p принимает блочно-

диагональный вид: 

(Al 0 ... 0 \ 
0 A2 0 ... 

\0 ... 0 An) 

где Ak - квадратная матрица четного порядка. 

Доказательство. Пусть J - G-инвариантная 
приводимая почти комплексная структура на M и 
Vl - инвариантное относительно ее действия век¬
торное подпространство в p . По определению 1 в p 
существует дополнительное к V подпространство 
V2 также инвариантное относительно действия J. 
Ограничение структуры J на V есть почти ком¬
плексная структура J на V , а ограничение J 
на V2 есть почти комплексная структура J2 на 
V2 . Повторяя это разложение для подпространств 
V и V2 , на некотором конечном шаге получим 
разложение пространства p в прямую сумму век¬
торных подпространств Wl,..., Wk и набор по­
чти комплексных структур Jl,..., Jk, к аждая из 
которых действует неприводимо на соответствую¬
щем подпространстве Wi, 1 < l < к. Выбор ба¬
зиса в каждом из неприводимых векторных под¬
пространств Wi дает представление исходной при¬
водимой почти комплексной структуры J в виде 
блочно-диагональной матрицы. 

З А М Е Ч А Ы И Е . Из доказательства теоремы 1 
следует, что любую приводимую почти ком¬
плексную структуру можно задать набором пар 
{ V , J } , . . . , { Vk , Jk } , где Vi - четномерное вектор¬
ное подпространство, Ji - неприводимая почти 
комплексная структура на Vi. Это сразу дает це¬
лый класс примеров однородных пространств с 
приводимыми почти комплексными структурами. 
В качестве исходного пространства можно взять 
однородное пространство, которое раскладывает¬
ся в прямое произведение четномерных однород¬
ных пространств, на каждом из которых задана 
собственная почти комплексная структура. 

О п р е д е л е н и е 2. Индексом приводимой по¬
чти комплексной структуры J называется чис¬
ло ij инвариантных относительно действия J 
неприводимых векторных подпространств. 

Из теоремы 1 следует, что если dim(M) =2 n > 
4, то 2 < ij < n. Д л я приводимых почти ком¬
плексных структур индекса n размерность любо¬
го неприводимого инвариантного подпространства 
равна 2. Д л я вещественных четырехмерных мно¬
гообразий могут существовать только приводимые 
почти комплексные структуры индекса 2. Все ле-
воинвариантные приводимые почти комплексные 
структуры в размерности 4 классифицированы и 
изучены в [1]. 

Почти комплексная структура J на веществен¬
ном многообразии размерности 2 n называется ин¬
тегрируемой (комплексной), если для любой точки 
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x € M существует окрестность U и локальные ко­
ординаты (XI, ... ,xn,yl,... ,yn) в этой окрестно¬
сти, согласованные с действием этой структуры. 
Т. е. во всех точках из U,d/dyk = Jd/dxk, для 
к = 1 , 2, . . . , n. Тензором Нейенхейса почти ком¬
плексной структуры J называется тензор N, та­
кой, что для любых векторных полей X и Y 

N (X,Y )=2([JX,JY]—J [JX, Y] — J [X,JY] — [X, Y]). 

Почти комплексная структура интегрируема то¬
гда, и только тогда, когда ее тензор Нейенхейса 
тождественно равен 0. Подробнее см. [3], т. 2, гла¬
ва 9. 

Т е о р е м а 2. Если вещественное однородное 
пространство M, размерности 2 n, раскладыва¬
ется в прямое произведение двумерных однород¬
ных пространств, то на M всегда существует 
интегрируемая приводимая почти комплексная 
структура индекса n. 

Доказательство сразу следует из того, что тен¬
зор Нейенхейса на прямом произведении многооб¬
разий равен сумме тензоров Нейенхейса на каж¬
дом из сомножителей и простого факта, что тен¬
зор Нейенхейса на любом двумерном многообра¬
зии тождественно равен нулю. 

Т е о р е м а 3. Пусть J - G-инвариантная при¬
водимая почти комплексная структура индекса 
2 на однородном пространстве M = G/H, груп­
па G имеет нетривиальный центр, A и B - под¬
пространства в p инвариантные относительно 
действия структуры J. Причем A лежит в цен¬
тре алгебры Ли группы G, а тензор Нейенхейса 
структуры J равен 0 на B. Тогда структура J 
интегрируема. 

Доказательство. Пусть N - тензор Нейенхей-
са почти комплексной структуры J. Тогда, для 
любых X и Y € p, X = U + V , Y = U2 + V2, где U 
и U2 лежат в A, а V и V2 лежат в B. Поскольку 
U , U2 , JU , JU2 лежат в центре алгебры Ли груп¬
пы G, а на B N = 0, получаем: N(X, Y) = 
= N (Ul,U2)+N (UlV)+N (Vl,U2)+N (V1V2) = 0. 
Таким образом, тензор Нейенхейса N равен нулю 
на всем подпространстве p и структура J интегри¬
руема на M. 

3. Ортогональные и приводимые 
почти комплексные структуры 

Почти комплексная структура J называется орто¬
гональной относительно метрики g, если для лю¬
бых векторных полей X и Y, g( JX, JY) = g( X, Y) , 
т .е. J является ортогональным оператором. Ad^-
инвариантная метрика g на группе G индуцирует 
метрику на однородном пространстве M = G/H. 
Будем считать, что метрика g также являет¬
ся левоинвариантной. Тогда она индуцирует G-
инвариантную метрику на M. Из свойств аффи-

норов следует, что аффинор, соответствующий ор¬
тогональной почти комплексной структуре на M, 
является ортогональным относительно метрики g 
оператором на группе G. Поэтому множество ор¬
тогональных почти комплексных структур на M 
можно отождествлять со множеством ортогональ¬
ных аффиноров на группе G. 

Пересечение классов ортогональных и приво¬
димых почти комплексных структур на однород¬
ных римановых пространствах описывает следую¬
щая теорема: 

Т е о р е м а 4. G-инвариантная ортогональная 
почти комплексная структура J на римановом 
однородном пространстве M = G/h является 
приводимой тогда, и только тогда, когда ор¬
тогональное дополнение алгебры Ли подгруппы 
изотропии H содержит нетривиальное вектор¬
ное подпространство инвариантное относитель¬
но действия структуры J. 

Доказательство. Существование для ортого¬
нальной приводимой почти комплексной структу¬
ры нетривиального векторного подпространства, 
инвариантного относительно действия этой струк¬
туры, следует из определения 1. 

Пусть теперь J - G-инвариантная ортогональ¬
ная почти комплексная структура на M и V -
нетривиальное подпространство в p, на котором J 
действует инвариантно. Обозначим через V^ ор¬
тогональное дополнение подпространства V в p. 
Д л я любых X € V и Y € V^ имеем: 

g(X, JY) = g(JX, J о JY ) = —g(JX, Y) = 0. 

Т. е. JY € V^ и подпространство V^ инвариантно 
относительно действия J. Таким образом, опреде¬
ление 1 полностью выполнено и почти комплекс¬
ная структура J является приводимой. 

4. Правильные и неправильные 
однородные пространства 

Д л я описания связи между подпространства¬
ми, инвариантными относительно действия почти 
комплексной структуры и Ad^-инвариантными 
подпространствами, необходимо ввести два специ¬
альных класса однородных пространств. 

О п р е д е л е н и е 3. Однородное риманово про¬
странство M = G/H называется правильным, 
если для любого Adn-инвариантного неприводи¬
мого подпространства существует ортогональ¬
ное ему Adn-инвариантное неприводимое подпро¬
странство той же размерности. И называется 
неправильным, если пространство p = со­
держит хотя бы одно Adn-инвариантное непри¬
водимое подпространство, для которого не су¬
ществует ортогонального Adn-инвариантного 
неприводимого подпространства той же размер¬
ности. Неправильное однородное риманово про-
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странство называется строго неправильным, ес¬
ли все Adjj-инвариантные неприводимые подпро¬
странства имеют разную размерность. 

Из определения 3 следует, что не существует 
правильных однородных римановых пространств 
размерности < 3, и неправильных однородных ри-
мановых пространств размерности < 4. 

Левоинвариантное поле линейных операто¬
ров Ф на группе Ли G называется изотропно-
приводимым, если любое нетривиальное инвари¬
антное относительно действия Ф подпростран¬
ство также является инвариантным относитель¬
но действия подгруппы изотропии, т. е. Adu-
инвариантным. При этом не требуется обязатель¬
ного существования для любого инвариантного от¬
носительно действия Ф подпространства дополни¬
тельного подпространства также инвариантного 
относительно действия Ф. 

Т е о р е м а 5. Пусть M = G/H - неправильное 
однородное пространство с Adu-инвариантной 
римановой метрикой. Причем, любое Adu -
инвариантное подпространство в ортогональном 
дополнении p алгебры Ли подгруппы изотропии H 
имеет четную размерность. Тогда любой левоин-
вариантный аффинор на группе G, сохраняющий 
разложение подпространства p в ортогональ¬
ную сумму Adjj-инвариантных неприводимых 
подпространств, определяет G-инвариантную 
приводимую почти комплексную структуру на 
M. Причем, Adtf -инвариантные неприводимые 
подпространства являются инвариантными от¬
носительно действия этой почти комплексной 
структуры. Если, кроме того, M является стро¬
го неправильным однородным пространством, а 
аффинор является изотропно-приводимым, то 
инвариантные относительно действия почти 
комплексной структуры неприводимые подпро¬
странства совпадают с Adu-инвариантными 
неприводимыми подпространствами, и индекс 
приводимой почти комплексной структуры ра¬
вен числу Adu-неприводимых подпространств. 

Доказательство. Будем обозначать левоинва-
риантный ортогональный аффинор на группе G и 
соответствующую ему почти комплексную струк¬
туру на M одной буквой J. Пусть VI - Adu-
инвариантное неприводимое подпространство в p , 
для которого в p не существует ортогонального 
Adtf-неприводимого подпространства той же раз¬
мерности. Поскольку J сохраняет разложение p 
в ортогональную сумму Adn-неприводимых под¬
пространств, то подпространство JV либо лежит 
в ортогональном дополнении подпространства V , 
либо совпадает с V1. Из условия dim(JV1) = 
dim(Vl) получаем, что JVl может только совпа¬
дать с V , т. е. является инвариантным относи¬
тельно действия J. Обозначим через V2 ортого¬
нальное дополнение подпространства V в p . Ес-

ли V2 содержит Adn-неприводимое подпростран¬
ство, для которого в V2 не существует ортогональ¬
ного Adtf-неприводимого подпространства, то по¬
вторяем предыдущие рассуждения. Если же для 
любого Adnнеприводимого подпространства в у 2 
найдется ортогональное Adu-неприводимое под¬
пространство такой же размерности, то возможны 
два случая: 

(1) все Adu-неприводимые подпространства 
являются инвариантными относительно действия 
J, и мы получаем разложение V2 в ортогональную 
сумму инвариантных относительно действия J (не 
обязательно неприводимых) подпространств; 

(2) почти комплексная структура J попар¬
но переставляет Adu-неприводимые подпростран¬
ства одинаковой размерности, и V2 является 
неприводимым относительно действия J инвари¬
антным подпространством. 

В обоих случаях получаем, что подпростран¬
ство V2 является инвариантным относительно дей¬
ствия J подпространством и почти комплекс¬
ная структура J является приводимой индек¬
са не меньше 2. Однако в любом из рассмот¬
ренных случаев может оказаться, что какое-
либо из Adu-неприводимых подпространств рас¬
кладывается в прямую сумму инвариантных от¬
носительно действия J неприводимых подпро¬
странств. В случае, когда M является строго 
неправильным, а почти комплексная структура J 
изотропно-приводимой, случай (2) не возможен и 
любое Adu-неприводимое подпространство явля¬
ется инвариантным относительно действия J. А 
существование разложения какого-либо из Adu-
неприводимых подпространств в прямую сум¬
му неприводимых относительно действия J под¬
пространств противоречит Adu-неприводимости 
такого подпространства. Более того, из того, 
что структура J является изотропно-приводимой, 
следует, что любое неприводимое относитель¬
но действия J подпространство V, лежащее в 
Adu-неприводимом подпространстве W, может 
только совпадать с W. Таким образом, Adu-
неприводимые и неприводимые относительно дей¬
ствия J подпространства совпадают. 

З А М Е Ч А Н И Е . Из доказательства теоремы 5 
видно, что на правильном римановом одно¬
родном пространстве, для которого все Adu-
инвариантные подпространства имеют четную 
размерность, можно построить почти комплекс¬
ную структуру, которая не является приводимой. 

5. Построение ассоциированной 
метрики на симплектическом 
однородном пространстве 

Пусть О. - G-инвариантная симплектическая фор¬
ма на однородном многообразии M размерности 
2 n. По теореме Дарбу, на M можно выбрать G-
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инвариантный базис 1-форм OI, ..., 92n, в котором 
форма О принимает вид: 

О = OI Л О2 + ••• + 02n-1 Л 02n. 

Пусть el,...,e2n - базис расслоения TM дуаль¬
ный этому базису 1-форм. Из теоремы 1 следу¬
ет, что любая G-инвариантная приводимая по¬
чти комплексная структура максимального индек¬
са n на M с инвариантными подпространствами 
{el, 62},..., {en, e2n в таком базисе имеет вид: 

^2(ck (x2k-l — — x2k f — 

A 0 
0 A2 0 

0 

0 

где Ak - блок вида: 

0 An 

ak bk 

Из условия A2

k = — Id находим, что dk = — ak , a2

k + 
+bk ck = —1. Из условия bk ck = —af, — 1 следует, 
что параметры bk и Ck не обращаются в 0 и имеют 
разные знаки при любых к. Будем считать, что 
для всех к, bk < 0,Ck > 0. Таким образом, мно­
жество всех G-инвариантных приводимых почти 
комплексных структур максимального индекса па¬
раметризуется областью в пространстве C n обра¬
зованной элементами вида: 

z = (al + ibl, ...,an + ibn), bk < 0 

для всех к = 1 , 2, . . . , n. Это является обобщением 
параметризации П. Годушона для четырехмерного 
расслоения Хопфа из [2]. 

Пусть Jz - G-инвариантная приводимая почти 
комплексная структура индекса n. Тогда, из ду¬
альности базисов и формул Jze2k-l = ak e2k-l + 
+Ck e2k, Jze2k = bk &2k-l — ak &2k, к = 1, 2, .. . ,n, 
получаем: Jz02k-l = ak 02k-l + bk 02k, Jz02k = 
= Ck 02k-l — ak 02k, к = 1, 2,.. . ,n. Используя эти 
равенства и условие ak + bk Ck = —1, получаем: 

О о Jz = О. 

Таким образом, любая приводимая почти ком¬
плексная структура Jz сохраняет симплектиче-
скую форму О. 

Обозначим через gz однопараметрическое се¬
мейство G-инвариантных невырожденных сим¬
метричных 2-форм на M, таких, что для любых 
X,Y € p,gz (X, Y) = 0(X,Jz Y). Пользуясь фор­
мулой 02k-1 Л 02k (X,Y) = X2k-ly2k — x2ky2k-1, 
к = 1 , 2 , . . . , n, и условием a2

k + = — bk ck — 1 для 
всех к, получаем: 

gz(X, X = (ckx22k 1 — 2akx2k-1x2k — bkx 

k=1 
ck ck 2k 

bkx 

(ck (x2k-1 
k=1 

aakk x2k)2 + — ) > 0. 
ck ck 

k=1 
2k 

Таким образом, получаем однопараметрическое 
семейство G-инвариантных римановых метрик ас¬
социированных с симплектической формой О и од-
нопараметрическим семейством приводимых по¬
чти комплексных структур Jz. Если множество до¬
пустимых значений параметра z содержит непу¬
стое подмножество Е, такое, что для любого z € Е 
приводимая почти комплексная структура Jz ин¬
тегрируема, то множество пар (gz, Jz)\z € Е обра­
зует семейство G-инвариантных кэлеровых струк¬
тур на M. Множество Е может быть дискрет¬
ным или состоять из нескольких связных компо¬
нент. Левоинвариантные ассоциированные метри¬
ки и кэлеровы структуры на группах Ли размер¬
ности 4 полностью описаны в [1]. 

Пусть V z - связность Леви-Чивитты ассоци¬
ированной gz. Известно, что интегрируемость по¬
чти комплексной структуры J, сохраняющей за¬
мкнутую внешнюю 2-форму, эквивалентна усло¬
вию VJ = 0. Последнее Условие можно так¬
же записать в виде \\V.J\\ = 0. Д л я приводи¬
мых почти комплексных структур Jz получаем, 
что множество Е есть множество нулей функции 
f (z) = \\Vz Jz \\ на C n в пересечении с обла¬
стью допустимых значений параметра z. Таким 
образом, задача поиска кэлеровых структур, ас¬
социированных с G-инвариантными приводимыми 
комплексными структурами максимального ин¬
декса на симплектическом однородном простран¬
стве, сводится к поиску нулей функции f. 
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Мы приводим уравнение потока для Spin(7)-структуры на конусе над 7-мерным 3-сасакиевым 
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1. Введение 

Одной из задач современной дифференциальной 
геометрии является поиск метрик со специаль¬
ными геометрическими свойствами. К а к правило, 
под этим подразумевается существование некото¬
рых геометрических структур или различного ро¬
да ограничения на тензор кривизны. Метрики со 
специальными группами голономии дают ответ на 
оба вопроса: метрики с исключительными груп¬
пами голономии имеют нулевой тензор Риччи, и 
на данный момент неизвестно ни одной риччи-
плоской метрики на компактном многообразии, 
группа голономии которой была бы общего вида. 

В последнее время получил распространение 
метод геометрических потоков. Геометрический 
поток представляет из себя эволюционное урав¬
нение на метрику, под действием которого мет¬
рика должна деформироваться к некоторому тре¬
буемому виду. Условно потоки можно разделить 
на внешние и внутренние. Внешние потоки дефор¬
мируют геометрию подмногообразий и их вложе¬
ние в многообразия большей размерности. Напри¬
мер, поток Уилмора должен приводить произволь¬
ную поверхность в R 3 к минимальной поверхно¬
сти. Обобщением потока Уилмора является поток 
средней кривизны, действующий на гиперповерх¬
ностях в произвольном многообразии. Из внутрен¬
них потоков наиболее известным является поток 
Риччи: 

dgij = R 

dt R i j , 

с помощью которого была доказана гипотеза гео¬
метризации Тёрстона, и как следствие, гипотеза 
Пуанкаре. В 2007 году Бренделом и Шэйном с по¬
мощью потока Риччи была доказана дифференци¬
альная теорема о сфере, утверждающая, что ес¬
ли секционная кривизна многообразия принимает 
значения в полуинтервале (1 , 4], то оно диффео-
морфно сфере. 

Менее известны другие внутренние потоки: по¬
ток Калаби и поток Ямабе. Поток Ямабе, рассмот¬
ренный Гамильтоном некоторое время спустя по-

сле введения потока Риччи, должен деформиро¬
вать метрику в ее конформном классе так, что¬
бы скалярная кривизна стремилась к постоянной 
величине. Поток Калаби возникает как градиент¬
ный поток на кэлеровых многообразиях для реше¬
ния задачи минимизации функционала скалярной 
кривизны. Основную проблему при изучении гео¬
метрических потоков представляет теорема суще¬
ствования решения. Трудность вызвана тем, что 
геометрический поток представляет из себя нели¬
нейное уравнение параболического типа. Никаких 
общих методов для решения подобных задач не су¬
ществует, и на настоящий момент все результаты 
касаются тех или иных частных случаев. 

Грубо говоря, если можно корректно опре¬
делить оператор Лапласа от некоторого объекта 
Ф, то можно исследовать уравнение вида ^>t = 
ДФ. Параллельная Spin(7)-структура однозначно 
определяет метрику. В свою очередь, существова¬
ние параллельной Spin(7)-структуры — это суще¬
ствование параллельной 4-формы, а на формах 
определен оператор Лапласа-Бельтрами. В дан¬
ной статье мы приводим эволюционное уравнение 
на Spin(7)-структуру специального вида, опреде¬
ленную на конусе над 3-сасакиевым многообрази¬
ем, чей кватернионно-кэлеров орбифолд обладает 
кэлеровой структурой. В разделе 2 содержатся в 
достаточной полноте необходимые определения и 
примеры. В разделе 3 мы приводим необходимые 
обозначения и формулируем основное утвержде¬
ние. 

2.Предварительные сведения 

Группа голономии — это инвариант n-мерного 
многообразия (риманова или псевдориманова), яв¬
ляющийся подгруппой Ли группы O(n) и тесно 
связанный с геометрией данного многообразия. 
Дадим строгое определение: пусть 7 : [0,1] — M 
— кусочно гладкая кривая, такая, что 7(0) = x 
и 7(1) = y для некоторых x, y € M. Тогда 
для любого касательного вектора e € TxM суще­
ствует единственное гладкое сечение s, такое, что 
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Vj(t)s(t) = 0 и s(0) = e для некоторой связности 
V . Определим PY(e) := s(1). Тогда PY : TxM — 
Ty M корректно определенное линейное отображе¬
ние, называемое параллельным переносом. Петлей 
называют кривую, у которой начало и конец сов¬
падают: 7(0) = 7(1) = x. Тогда группой голономии 
называют 

Holx(V) = {P7 : 7(0)= 7(1)= x}. 

В дальнейшем мы будем рассматривать только 
связность Леви-Чивита, которая сохраняет длины 
векторов при параллельном переносе, то есть вы¬
полнено Holx(V) С O(n). Кроме того, если мно¬
гообразие связно, то можно показать, что класс 
сопряженности Holx не зависит от выбора отме¬
ченной точки x. В дальнейшем будет рассмотрен 
только односвязный случай, поэтому будем счи¬
тать, что группа голономии Hol является связной 
подгруппой Ли в SO(n). 

Теорема Берже утверждает, что если римано-
во многообразие неприводимо и не является сим¬
метрическим пространством, то существует ровно 
7 случаев подгрупп в O( n) , которые могут быть 
группами голономии некоторого риманова много¬
образия. Среди этого списка выделяются груп¬
пы G2 и Spin(7), определенных соответственно 
на 7-мерных и 8-мерных многообразиях. Метри¬
ки с соответствующими группами называются ис¬
ключительными. Достаточно долго стоял вопрос 
о конкретных примерах метрик с данными груп¬
пами голономии. Основной интерес представля¬
ют компактные примеры. Например, в теорети¬
ческой физике, в теории струн, данные многооб¬
разия должны моделировать "пространство скры­
тых размерностей". Однако один из первых ком­
пактных примеров — К3-поверхность с голономи-
ей SU(2) — был построен с помощью склейки из 
некомпактных частей. В дальнейшем пример К 3 -
поверхности был использован Джойсом для по¬
строения метрик с голономиями G2 и Spin(7). По¬
этому поиск некомпактных примеров также пред¬
ставляет определенный интерес, в особенности ес¬
ли удается отследить поведение метрики на беско¬
нечности. 

Далее мы рассмотрим класс 7-мерных 
3-сасакиевых многообразий. Они наделены мно¬
гими вспомогательными структурами, которые 
можно использовать для поиска интересующих 
нас метрик. Пусть M — гладкое замкнутое рима-
ново многообразие размерности m с метрикой g. 
Конусом Ml над M будем называть многообразие 
R+ х M с метрикой g = dt2 + t 2g. Многообразие M 
называется 3-сасакиевым, если метрика g на MM 
гиперкэлерова, т. е. ее группа голономии содер¬
жится в Sp(m+1) (в частности, m = 4n — 1,n > 1). 
Данное определение эквивалентно классическому: 
M — 3-сасакиево, если на нем существует три ор-
тонормированных киллинговых векторных поля 
£i, таких что [£a,£b] = 2eabc£c и удовлетворяю-

щих условию сасакиевости [3]. Условие сасакие-
вости на векторное поле £ говорит, что тензорное 
(1,1) поле Ф = V£ должно удовлетворять усло­
вию (VXФ)^) = g(Y,£)X — g(X,Y)£ для любых 
векторных полей X и Y на M. Нас интересует по¬
иск метрик со специальными голономиями, и мы 
будем пользоваться первым определением. Мы бу¬
дем деформировать конусную метрику на Mg так, 
чтобы группа голономии стала исключительной. 

В качестве классического примера 3-сасакиева 
многообразия можно привести 7-мерную сфе¬
ру. Она естественным образом вкладывается в 
R 8 ~ H 2 как единичная сфера. Векторные по­
ля £i порождаются умножением на мнимые едини­
цы к. К а к известно, 3-мерная сфера действует 
на 7-мерной, и возникает обобщенное расслоение 
Хопфа S3 : S7 — S4. Аналогичный факт верен и 
для произвольного 3-сасакиева многообразия M, 
оно расслаивается над ^ - м е р н ы м кватернионно-
кэлеровым орбифолдом O, слоем данного рассло­
ения является либо S 3 , либо R P 3 = S 3 / Z 2 . Нас бу­
дет интересовать случай, когда орбифолд O может 
быть наделен кэлеровой формой и. Это ограниче¬
ние устраняет из наших рассмотрений 7-мерную 
сферу, так как вторые когомологии 4-мерной сфе¬
ры нулевые и на ней нет нетривиальных за¬
мкнутых 2-форм. Пространство Алоффа-Уоллаха 
M = SU(3)/U(1) 1,1,-2 — единственное однородное 
7-мерное 3-сасакиево многообразие, которое рас¬
слаивается над кэлеровым многообразием, в дан¬
ном случае над C P 2 . Дальнейшие наши построе¬
ния могут быть описаны явно для пространства 
Алоффа-Уоллаха, но они остаются справедливы¬
ми и для произвольного 3-сасакиева многообразия 
с кэлеровым орбифолдом O. 

3. Поток для 5рт(7)-структуры 
Будем считать, что образующая R+ конуса MM за­
дается переменной 0 < t < oo. Тогда на MM опреде­
лено векторное поле d t. Так как Hol(M) С Sp(2), 
то на конусе Mg есть три комплексных структу¬
ры Ji, i = 1, 2, 3. Рассмотрим поля £i := Ji(dt), 
несложно проверить, что они будут ортогональны 
исходному dt, то есть будут касательными к M = 
= M х {t = 1} С MM. Сопоставим векторным 
полям £i 1-формы по правилу ni(X) = g(X,£i) 
для векторных полей X на M. Данные три фор¬
мы называются характеристическими формами 
3-сасакиева многообразия. Далее определим 2-
формы: 

Ui = drji + ^ £ijkVj Л щ, i = 1, 2, 3. 
j,k 

Можно проверить [1], что данные формы коррект¬
но определены на горизонтальном подрасслоении 
H 3-сасакиева расслоения. В пространстве 1-форм 
на H можно выбрать подходящий ортонормиро-
ванный базис {VA, V5, V,V7}, так что формы ui при-
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мут вид: 

UI = 2(щ Л V5 — Ге Л г/7), 
U2 = 2(ГА Л ге — Г7 Л щ), 
из = 2(ГА Л /7 — Г5 Л ге). 

Эта форма записи довольно естественна, потому 
что эти формы получаются опусканием индекса 
операторов кватернионного умножения Ji при их 
ограничении на H : ui(X, Y) = g(Ji(X), Y) для лю¬
бых горизонтальных векторных полей , Y [1]. 
Так как пространство 2-форм на 4-мерном рас¬
слоении горизонтальных векторов H имеет раз¬
мерность 6, то «оставшаяся часть» пространства 
2-форм A2H* будет порождена 2-формами вида 

(l = 2(ГА Л /5 + Ге Л /7), 
(2 = 2(ГА Л ге + Г7 Л /5), 
Сз = 2(ГА Л /7 + Г5 Л ге). 

Мы предполагаем существование дополнительной 
кэлеровой структуры на орбифолде O, поэтому, 
использовав оставшуюся свободу на выбор базиса 
{щ,Г5,Г,Г7}, будем считать что форма и := (1 и 
есть наша кэлерова форма. 

Определим самосопряженную 4-форму на R8  

следующим образом: 

Ф0 = e0123 + вА5е7 + e01A5 — e23A5 — в 0 1 е 7 + e2^7+ 

+ в 0 2 А е + в 1 3 А е — e0275 + e1357 + e03A7 — 
e12A7 — (,035е + еу25е 

B(t)2(rl + г5)+ C (t)2(r2 + г22) (2) 

где eijkl := ei Л ej Л ek Л el. Группа линейных пре¬
образований R8, сохраняющих данную форму, изо¬
морфна Spin(7). Чтобы перенести данную форму 
на произвольное риманово многообразие N, необ¬
ходимо потребовать существование в каждой точ¬
ке p € N подходящей изометрии ф, такой, что 
ф*Ф0 = Ф\р, где Ф — уже форма на N. Так¬
же необходимо потребовать параллельность фор¬
мы Ф. При выполнении данных условий говорят, 
что Ф задает параллельную Spin(7)-структуру на 
N, и Hol(N) = Spin(7). Кроме того, группа 
Spin(7) также сохраняет ориентацию и метрику 
g0 = i

7

=0(ei)2. Таким образом, Ф автоматически 
определяет метрику на N. 

Рассмотрим следующую форму на Mg : 

Ф = e0123 + C2B2VA Л /5 Л ге Л /7+ 

+ B
2 + C2

 I 

(1) 
где 

e0 = dt, 
ei = A i г i , i = 1, 2, 3, 
ej = B r / j , j = 4, 5, 
ek = C/k, к = 6, 7, 

A1(t), A2(t), A3(t), B(t), C(t) — некоторые гладкие 
функции. Форма Ф соответствует римановой мет¬
рике на Mg : 

dt2 + Al(t)2rl + A2(t)2r\ + A3(t)2rl + 

Условие параллельности данной формы иссле¬
довалось в статье [2]. Данное условие эквивалент¬
но системе нелинейных дифференциальных урав¬
нений на функции Ai(t),B(t),C(t). Чтобы данный 
набор функций определял метрику на гладком ри-
мановом многообразии, необходимо правильным 
образом задать начальные данные — разрешить 
особенность. Ранее было исследовано поведение 
функций на бесконечности и найдено непрерывное 
однопараметрическое семейство метрик g a , «со­
единяющее» метрики Калаби: 

Т е о р е м а [2]. Пусть M — 7-мерное компакт­
ное 3-сасакиево многообразие, и положим p = 2 
или p = 4, в зависимости от того, равен об­
щий слой 3-сасакиева слоения M либо SO(3), либо 
SU(2). Тогда на орбифолде M.2/Zp существуют 
следующие полные регулярные римановы метри­
ки g вида (2) с группой голономии H С Spin(7): 

1) если A1(0) = 0, —A2(0) = A3(0) > 0 и 
2A2(0) = B2(0)+C2(0), то метрика g имеет груп­
пу голономии SU(4) С Spin(7) и гомотетична од¬
ной из метрик семейства 

+ 

rA(r2 — a2)(r2 + ( 

1) 

r8 

r8 
2aA(rA -

2aA(rA 

r2 ( r2 2)(r2 + , 

dr2 

~Г\ + r 2 ( r l + rfo 

+ (r2 + a2)(n\ + г2) + (r2 — a2)(rl + г7)\ 

2) если A1(0)=0, —A2(0)=A3(0)<B(0)=C(0), 
то существует регулярная асимптотически ло¬
кально коническая метрика gg вида (2) с группой 
голономии Spin(7) . 

Более того, любая полная регулярная метри­
ка на пространстве M.2/Zp вида (2) рассмотрен­
ной Spin(7)-структурой и с группой голономии 
H С Spin(7) изометрична одной из указанных вы­
ше. 

В формулировке данной теоремы простран¬
ство M.2 — одно из двух возможных разрешений 
конусной особенности. За подробностями отсыла¬
ем к оригинальной статье. 

Если оператор Лапласа-Бельтрами действует 
на 4-формах 8-мерного пространства, он имеет вид 
Д = * d * d — d * d * , где * — оператор Ходжа. По¬
этому для вычисления ДФ необходимо знать фор¬
му объема и действие дифференциала на базисных 
формах. Следующие соотношения были получены 
в[1] : 

de0 

dei 

0, 
A e 0 Л ei + AiUi 

' 2Ui+l Л ei+2 -2 
- r 2 ^ ei+1 Л ei+2, 

2 -ei+1Ac • Ui+2, 
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где i = 1, 2 , 3 mod 3. 
Напомним, что и — кэлерова форма, то есть 

замкнута. Форма объема имеет вид 
Vol = e0123A5е7

 = e0123 Л -B2C2U2 Л Ш2. Теперь мы 
будем предполагать, что функции Ai, B, C зависят 
не только от переменной t, определенной на обра¬
зующей конуса R+, но и от дополнительного па­
раметра т, играющего роль времени. Рассмотрим 
уравнение 

Ф Т = Д Ф . (3) 

После довольно продолжительных, но не пред¬
ставляющих сложности вычислений, получим, что 
и левая и правая части уравнения (3) являют-

ся линейными комбинациями следующих десяти 
4-форм: и Л e01, и Л e23, и1 Л e01, и1 Л e23, и2 Л 
e13, и2 Л e02, и3 Л e12, и3 Л e03, и1 Л и1, e0123. 
Коэффициенты линейных комбинаций левой ча¬
сти уравнения зависят от функций Ai,B,C и их 
производных первого порядка по т. Коэффициен¬
ты правой части зависят от функций Ai, B, C, их 
производных первого и второго порядков по t, при¬
чем зависимость от производных первого порядка 
нелинейная. Это согласуется с общей теорией па¬
раболических уравнений и, в частности, с потоком 
Риччи. Левая часть задается с помощью матрицы 
M и вектора f: 

M 

-с2 

AAi 
0 

B2 + C2 

AAi 
0 

BC 
2Ai 

0 

BC  
' 2Ai 

0 

V 
0 

1 
Ai 

0 

C2-1 
AA2 

0 

C2+B2 

AA2 
0 

BC 
2A2 

ID Г < BC 
2A2 

0 

0 

1 
A2 

0 

C2 B 

M b. 

AA3 
0 

C2 +B2 

AA3 

Мы получаем систему уравнений 

df 

BC 
2A3 

0 

0 

BC 
2A3 

0 

1 
A3 

B C 
2 2 
B C 
2 2 

B C 
2 2 
B C 
2 2 

C B 
2 2 
C B 
2 2 
C B 
2 2 

C B 
2 2 

BC2 B2C 
1е 1е 

0 0 

f = ( Al,A2,A3,B,C ) 

/ 
Основную сложность в этом уравнении представ¬
ляет правая часть b. Приведем лишь первую коор-

( 4 ) динату этого 10-мерного вектора: 

b1 BC r(2B3C5Af — 2B5C3A\ + 32BC2 A2^C'A2A3 + +8B3A'3C'A2

2A3Al + 4A'1B3CA,

2A2A2

3-128AiA2A2 

—4A[BC3 A2A2AI — 24BCCl2A2

2Al Al — 16BC2A'3C'А2

2АзАх — 8BC2Cn A2

2A2

3AX+ 
+8B2CB11A2 A A + 24BCBl2A2A3Al + 16B2B lClA2

2A2

3Al — 16C2Cl B'l A22A2

3Al + 
+16B2CA3 B'A2 A3A1 + 4B3CAl

2

lA2A\Al — 4BC3 AlJLA2A3Al + 4B3CAlA2

2A3Al — 
—4BC 3 А'з.А^АзАу —4B3C (A2)2 A2

3Al + 4BC 3(A2)2AlAl — 4B3C (A'3)2 A^Al + 
+4BC3(A'3)2A2A1 — 32B2CA2

1BlA2A3 — 16B3A2

1ClA2A3 + 8B3CA2A2A3+ 
+8B3CA2A'3 A2 — 16B3CA[A2A3Al + 16C3A2B'l A2A3 — 8BC3A2A2A3 — 

—8BC3A2

lA'3A2 + 16BC3 A1A2A3A1 + 16B2CA2Bl A2A22 Al + 8B'3A2Cl A2A3 Al — 
—8C3 A2Bl A2A3A1 — 16BC2A2 CA2 A2

3Al — 8CC3 A2A3A1 + 8A[B2 CBAA — 
—8A1 BC2ClA2A2 + 4A'lB3CA'3A2

2A3 — 4A[BC33 А3А2

2Аз + 2BA C 3A\ В 1 A2 A3 — 
—2B 3C AAXCl A2A3 + B5C3A2A2A3 — B3Cъ АхА2Аз + B5C3A\A'3 A2 — B3C5A2AA2) 

где, как и ранее, Fl = 8F^t

,T^. Необозримость 
правой части делает практически невозможным 
анализ общей ситуации без помощи математиче¬
ских пакетов. Было установлено, что матрица M 
имеет ранг 5, в то время как ранг расширенной 
матрицы равен 6. Таким образом, найти решение 
общего вида не представляется возможным. Мы 
получаем следующее утверждение: 

переопре-

Т е о р е м а 1. Пусть M — 7-мерное 3-сасакиево 
многообразие, чей кватернионно-кэлеров орби-
фолд может быть наделен кэлеровой струк­
турой. Эволюционное уравнение (3) на Spin(7)-

структуру определенную на конусе Mg , задавае-

мую формой Ф вида ( 1 ) , эквивалентно 
деленной системе уравнений ( 4 ) . 
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В О П Р О С О В С У Щ Е С Т В О В А Н И Я П С Е В Д О Р И М А Н О В Ы Х К - К О Н Т А К Т Н Ы Х 

Э Й Н Ш Т Е Й Н О В Ы Х С Т Р У К Т У Р С А С А К И Н А Г Р У П П А Х Л И 
Я. В. Славолюбова 

A P P L I C A T I O N O F S Y S T E M S O F C O M P U T E R M A T H E M A T I C S T O T H E D E C I S I O N 
Q U E S T I O N S O F E X I S T E N C E S E M I - R I E M A N N I A N K - K O N T A C T - S A S A K I - E I N S T E I N 

S T R U C T U R E S O N LIE G R O U P S 
Ya. V. Slavolyubova 

С использованием процедур символьных вычислений на Maple найдены пятимерные алгебры Ли, 
допускающие левоинвариантные псевдоримановы K-контактные эйнштейновы структуры Сасаки. 
В качестве примера на одной из пятимерных алгебр Ли найдено в явной форме семейство структур 
Сасаки и получены геометрические свойства метрик семейства. 

With use of procedures of symbolic computations on Maple the Lie algebras of dimension 5 supposing 
left invariant semi-Riemannian K-contact-Sasaki-Einstein structures are found. On one of Lie algebras of 
dimension 5 as an example the family of Sasaki structures is found in the obvious form and geometrical 
properties of metrics of family are received. 

Ключевые слова: системы компьютерной математики, Maple, контактные структуры, пятимер­
ные алгебры Ли, структуры Сасаки. 

Keywords: systems of computer mathematics, Maple, contact structures, Lie algebras of dimension 5, 
Sasaki structures. 

Системы компьютерной математики совмеща¬
ют в одной оболочке обширный набор инстру¬
ментов, позволяющий решать научные задачи как 
прикладного, так и теоретического характера. Од¬
нако они нацелены не на приближенные вычисле¬
ния, а на решения задач, требующих проведения 
очень сложных символьных вычислений для по¬
лучения точных решений или доказательств тео¬
рем. С использованием систем компьютерной ма¬
тематики получено множество новых математи¬
ческих результатов в областях, ранее далеких от 
использования компьютерных вычислений. Есте¬
ственно, что для решения теоретических задач 
необходим этап математического моделирования, 
т. е. постановки задачи в том виде, в котором она 
возможна для компьютерного решения. Maple -
одна из наиболее используемых систем компью¬
терной математики наряду с другими, такими, как 
Mathematica, M A T L A B , M a t h C A D , Mupad, Derive 
[1]. Пакет Maple идеален для формулировки, ре¬
шения и исследования различных математических 
моделей. При изучении геометрических структур 
на группах Ли возникает необходимость прове¬
дения чрезвычайно сложных вычислений. Мно¬
гие задачи допускают возможность применения 
компьютерных символьных вычислений. В дан¬
ной работе рассматривается применение системы 
компьютерной математики Maple к решению за-

дач теории левоинвариантных контактных метри¬
ческих структур на пятимерных группах Ли. Ис­
следуемыми объектами являются группы и алгеб¬
ры Ли размерности 5. 

1. Предварительные сведения 

Приведем сначала математические понятия, необ¬
ходимые для постановки и моделирования задачи, 
решение которой осуществляется с использовани¬
ем математического пакета Maple. 

О п р е д е л е н и е 1. Дифференцируемое (2n +1)-
мерное многообразие M класса C°° называется 
контактным, если на нем задана 1-форма г, та¬
кая, что г Л (dr)n = 0 всюду на M2п+1 . 

Контактная форма г определяет на многооб¬
разии M2n+l распределение D = {X € TM : 
r(X) = 0} размерности 2n, которое называется 
контактным. Кроме того, контактное многообра¬
зие M2п+1 имеет всюду ненулевое векторное по­
ле £, которое определяется свойствами: г(£) = 1 
и d/(£, X) = 0 для всех векторных полей X на 
M2n+1. Векторное поле £ называется полем Ри-
ба или характеристическим векторным полем кон¬
тактной структуры. 

О п р е д е л е н и е 2. Если (M2п+1,г) - контакт¬
ное многообразие, то контактной метрической 
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структурой называется четверка (г,£, p, g), где 
Г - контактная форма, £ - поле Риба, p - аф­
финор на M2п+1, g - риманова метрика со свой­
ствами: 

1. p2 = -1 + г ® £, 

2. dr(X,Y)= g(pX,Y), 

3. g(pX, pY) = g(X, Y) - r(X)r(Y), 

где I - тождественный эндоморфизм TM2n+1. 

Риманова метрика g контактной метрической 
структуры называется ассоциированной. Из тре­
тьего свойства сразу следует, что ассоциированная 
метрика для контактной структуры г полностью 
определяется аффинором: g(X, Y) = d/(X, pY) + 
+r(X)r(Y). Поэтому мы ассоциированные метри­
ки будем задавать аффинором p. Отметим так­
же, что аффинор p действует как почти комплекс¬
ная структура на контактном распределении D. 
На контактном метрическом многообразии опре¬
делены два тензора следующими вы­
ражениями [2]: 

N (1)(X,Y) = [p,p](X,Y)+ dr(X,Y )£, 

N (3)(X) = (L{ p)X. 

О п р е д е л е н и е 3. Контактная метрическая 
структура называется структурой Сасаки, если 
на многообразии M2п+1 х R интегрируема почти 
комплексная структура J, определенная форму¬
лой 

J ( X , f J t ^ = ( p X - f £ , r ( X ) Jt ^ 

где X € TM2n+l, t € R, f - функция класса C00. 

О п р е д е л е н и е 4. Контактная метрическая 
структура называется K-контактной структу­
рой, если поле Риба £ порождает группу изомет-
рий метрики g, т.е. поле Риба £ является кил-
линговым относительно метрики g. 

О п р е д е л е н и е 5. [3] Контактная мет­
рическая структура (г, £, p, g) называется г-
эйнштейновой структурой, если существуют 
гладкие функции a и b на M2п+2, такие, что 
V X,Y € TM2n+l 

Егсд (X,Y) = ag(X,Y)+ b/(X )r(Y). 

Если в качестве многообразия рассматривает­
ся группа Ли G, то естественно рассматривать ле-
воинвариантные контактные структуры. В этом 
случае контактная форма г, векторное поле Риба 
£, аффинор p и ассоциированная метрика g зада¬
ются своими значениями в единице, т. е. на алгебре 
Ли g группы Ли G. 

2. Применение пакета Maple к 
исследованию контактных метриче­
ских структур на алгебре Л и 

Известно [4], не существует К-контактных-
эйнштейновых и, тем более, сасаки-эйнштейновых, 
левоинвариантных римановых структур на груп¬
пах Ли размерности > 5. Однако в псевдоримано-
вом случае такие структуры существуют и могут 
быть получены в явном виде. В размерности 5 
следующие разрешимые алгебры Ли допускают 
левоинвариантные псевдоримановы эйнштейновы 
K-контактные структуры Сасаки: разложимые 
r 2 r 2 х R, r2 х R, Ь4<\ х R, А = 1, d'4S,6 = 0; неразло­
ж и м а я g5_22. Напомним, что Г2Г2 - прямое произ¬
ведение алгебр Ли aff(R) х aff(R), где aff(R) -
алгебра Ли группы Ли аффинных преобразований 
R; r2 - алгебра Ли aff (C), рассматриваемая как 
вещественная алгебра Ли [5]; а Q5t22 - 22-я алгебра 
Ли классификационного списка А. Диатты разре¬
шимых и неразложимих алгебр Ли [4]. Подробно 
рассмотрим одну из них. 

А л г е б р а Л и r2 х R. Алгебра Ли r2 есть 
овеществление комплексной аффинной алгебры 
affОна имеет базис el,e2,e3,e4, в котором 
скобки Ли задаются следующим образом: [el, e3] = 
= e3, [el,eA] = eA, [e2,e3] = eA, [e2,eA = -e3. Ал¬
гебра является разрешимой, но не нильпотентной. 
Первый производный идеал D l r 2 двумерен, центр 
- нулевой. Алгебра Ли r2 изоморфна алгебре Ли 
Й 4 Д 2 из [5]. Она является прямой суммой двух неа-
белевых алгебр r2 1 х r2 2 , алгебра Ли r2 1 имеет ба­
зис -el -ie2, e3 + ie4, а алгебра Ли r2 2 имеет базис 
-el + ie2, e3 - ie4. Группу Ли, соответствующую 
данной алгебре Ли r 2 , будем обозначать символом 
R2. Алгебра Ли r2 является точной симплектиче-
ской, и симплектические формы и имеют вид: 

ojl = e1 Л e3 - e2 Л e4, и = da, а = -e3, 

из2 = e1 Л e4 + e2 Л e3, и = da, a = -e4. 

Рассмотрим контактное расширение g = 
= г'2 х Re5 алгебры Ли r2 с симплектической фор­
мой uil = e1 Л e3 - e2 Л e4, тогда контактная фор­
ма имеет вид г = -e3 + e5. Легко видеть, что 
dr = e1 Л e3 - e2 Л e4. Поле Риба £ имеет вид 
£ = e5. Контактное распределение D - это левоин-
вариантное распределение, заданное следующим 
подпространством в алгебре Ли. Если (XI, ..., Х5) 
- координаты на g , соответствующие выбранно¬
му базису ej, то D С g задается уравнением: 
-Х3 + Х5 =0. 

Д л я построения и компьютерного исследо¬
вания ассоциированной контактной метрической 
структуры (г, £, p, g) мы находим вычислительные 
формулы основных тензоров контактной метриче¬
ской структуры и проводим следующие начальные 
этапы: 

• oпределяем контактную форму г, поле Риба 
£ и форму dr в символьном виде; 
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• загружаем массивы структурных констант 
алгебр Ли r 2 и g = r 2 х R e 5 ; 

• задаем массив аффинора p в общем виде, 
как символьную матрицу и находим условия 
на его элементы для выполнения свойств 1 и 
3 контактной метрической структуры. 

Далее для решения вопроса о существова­
нии ассоциированных K-контактных структур и 
структур Сасаки мы выполняем следующие эта­
пы: 

• составляем программу пересчета структур¬
ных констант с учетом выбора нового базиса; 

• находим вид аффинора p из условия: 
dn(pX, pY) = dr)(X, Y), решая в Maple систе¬
му алгебраических уравнений, вытекающую 
из условия: p 2 = —I + ц ® £; 

• вычисляем ассоциированную метрику д, 
определенную при фиксированных ц и £ аф­
финором p по следующей формуле: дц = 

• составляем программы и вычисляем основ¬
ные геометрические характеристики постро¬
енной метрики: компоненты связности, тен¬
зор кривизны и его норму, секционные кри¬
визны, тензор Риччи и его норму, оператор 
Риччи, главные кривизны Риччи, скалярную 
кривизну; 

• составляем программу для решения вопроса 
об эйнштейновости и ц-эйнштейновости; 

• используя символьные вычисления, находим 
основные тензоры контактной метрической 
структуры; 

• составляем программу для решения вопроса 
о K-контактности структуры; 

• составляем программу для проверки различ¬
ными критериями выполнения свойств K -
контактности, сасакиевости. 

Продемонстрируем эти этапы на примере ре¬
шения данной задачи на прямом произведении 
r 2 х R. Контактная метрическая структура 
(ц, £, p, д) задается контактной формой ц = —e3+ 
+e 5; полем Риба £ = es; аффинором 

p 

V 

Ф11 
Ф21 
Ф31 

— Ф32 
0 

Ф12 
Ф 2 2 
Ф 3 2 

Ф42 
0 

Ф 1 3 
— Ф 1 4 
— Ф 1 1 

Ф 1 2 

0 

Ф 1 4 0 
Ф 2 4 0 
Ф 2 1 0 

— Ф 2 2 0 
0 0 

где параметры Фц удовлетворяют системе уравне­
ний: 

Ф 21 + Ф12Ф21 + Ф13Ф31 — Ф14Ф32 = 
Ф12Ф11 + Ф22) + Ф13Ф32 + Ф14Ф42 
Ф12Ф24 + Ф13Ф21 + Фы(Фп — Ф22) 

Ф14Ф31 — Ф21(Ф11 + Ф22) + Ф24Ф32 
Ф12Ф31 + Ф21Ф42 — Ф32(Ф11 — Ф22) 

Ф2 2 + Ф12Ф21 — Ф14Ф32 + Ф24Ф42 = 

ассоциированной метрикой g, относительно кото¬
рой базис E1 = &1, E2 = e2, E3 = &3 + e5, E4 = e4, 
E 5 = £ = es является ортонормированным. 

Составляем программы на m-языке Maple для 
выполнения поставленных выше этапов (см. при¬
мер листинга ниже). В результате компьютерно¬
го исследования структуры (ц, £, p, д) получается 
следующий теоретический результат. 

Т е о р е м а 1. Контактная метрическая 
структура (ц, £, p, д) на группе R2 х R является 
K-контактной при всех значениях параметров. 
Контактная метрическая структура на группе 
R2 х R является структурой Сасаки при сле­
дующих аффинорах p1, p2 и соответствующих 
метриках д1, д2: 

p 1 

Ф 1 1 
— Ф 1 2 

Ф13 (^12 — 1)-2-ф\гф\4'ф\1 

ф14(Ф11—ф12 + 1) — 2фцф1зф12  
Ф 2 3 + Ф 2 4 

0 

Ф 1 2 

2 2

 Ф 1 1 

Ф 1 4 ( Ф 2
1 — Ф 2

2 + 1 )—2 Ф 11 Ф 13 Ф 12  

2

 Ф 2 3 + Ф 2 4 

Ф 1 З ( Ф 1 2 — Ф11 — 1) — 2 Ф 1 1 Ф 1 4 Ф 1 2 
Ф 2 3 + Ф 2 4 

0 

Ф 1 3 
— Ф 1 4 

— Ф 1 1 

Ф 1 2 

0 

Ф 1 4 
Ф 1 3 

— Ф 1 2 

— Ф 1 1 

0 

Ф 1 2 3 + Ф 2 4 = 0, 

д 1 

Ф 1 З ( Ф 2

2 — Ф 2
1 — 1 )—2 Ф 11 Ф 14 Ф 12 

2

 Ф 2 3 + Ф 2 4 
ф 1 4 ( Ф 2

1 — Ф 2

2 + 1 ) — 2 ф ц ф 1 з ф ц 
ф 2 3 + ф 2 4 

— Ф 1 1 
— Ф 1 2 

фl4(Ф1

1—ф1

2 + 1) — 2фllфlзфl2 

p 2 

Ф 
ф 1 3 ( ф 2 2 — ф 

-Ф1 
1)— - 2 ф ц ф 1 4 ф ц 

0 ± 1 0 0 0 
Т 1 0 0 0 0 

Ф 3 1 Ф 3 2 0 Т 1 0 
— Ф 3 2 Ф 3 1 ± 1 0 0 

0 0 0 0 0 

ф 2 3 + ф 2 

— Ф 1 2 
Ф 1 1 

— Ф 1 1 

— Ф 1 2 
— Ф 1 3 
— Ф 1 4 

— Ф 1 2 

Ф 1 1 
— Ф 1 4 

Ф 1 3 

, Ф 1 2 3 + Ф 2 4 = 0, 

0 0 0 1 / 

/ Ф 3 1 Ф 3 2 0 Т 1 0 
Ф 3 2 — Ф 3 1 Т 1 0 0 

, д 2 = 0 Т 1 0 0 0 
Т 1 0 0 0 0 

V 0 0 0 0 1 

0 
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Для метрики gi квадраты норм тензора Ри-
мана и Риччи имеют выражения: \\Riemi\\2 = 
= — 16ф2

3 — 16фi4—8ф i3+2, \\RiaW2 = 2. Скалярная 
кривизна выражается формулой: S = 8фi3 — 1. 
Матрица RICi оператора Риччи имеет следую­
щий вид: 

— 2 ф 4 0 0 0 
2фх 4 2ф 13 — \ 0 0 0 

0 0 2ф 13 — 2 —2ф 4 0 
0 0 2ф 4 2ф i з — 2 0 

V 0 
0 0 0 1 

Метрика Сасаки является псевдоримановой эйн­
штейновой при фi3 = 3/4, фi4 = 0. Секцион¬
ные кривизны принимают следующие значения: 
К = К 2 , 4 = — 4((ф12ф13-ф11ф14)2-ф2

13) > К i , 2 = 0 

Ко л = 0 К л = К о = ф 1 3 ( ф 1 3 + ф 1 4 ) 

Ki,5 = 4 , К25 = 4, Кз,5 = 4, К4,5 = 4. 
Для метрики g2 квадраты норм тензора Ри-

мана и Риччи имеют выражения: \\Riem2W2 = 4 г , 
\\Ric2W2 = 2. Скалярная кривизна выражается 
формулой: S = — 1. 

Матрица оператора Риччи имеет следу¬
ющий вид: RIC2 = diag( — 2, — 2, — 2, — 2, 1). 
Метрика Сасаки является псевдоримановой п-
эйнштейновой при любых параметрах. Секцион­
ные кривизны в направлениях базисных площа­
док (Ei, Ej) принимают следующие значения: 
Кi,2 = 0, KiА = 0, К23 = 0, Ki5 = 4, К25 = 4. 

Аналогичным образом рассматривается кон­
тактное расширение g = r2 х с симплектиче-
ской формой и)2 = ei A e4 + e2 A e 3. 

Опишем Maple-процедуру для определения 
свойства К-контактности одним из способов. Ком¬
поненты тензора вычисляются по формуле: 

N (3)i = ¥>iC2n+ i,s — C2n+ i,i¥>s-

Введем обозначения: C - массив структурных кон­
стант на алгебре Ли g , f - аффинор на алгебре Ли 
g, N3 - тензор N(3), YY - количество ненулевых 
компонент тензора N(3) . Входными параметрами 
данной процедуры являются массивы структур¬
ных констант C и массив элементов аффинора у, 
m = 2n + 1 — размерность алгебры Ли g . Выход¬
ным параметром является количество ненулевых 
компонент тензора N(3) и вывод их на печать. 

Kkont:=proc(C,f,m) 
Описываем локальные переменные: 
local i ,k,s,N3,YY; 
Тело процедуры: 
Определяем массив компонент тензора N(3) и вы¬
водим на печать его нетривиальные компоненты с 
указанием их количества: 
N3:=array(1..m,1..m): 

YY:=0: 

for i to m do 

for k to m do 

N3[k,i]:=sum(f[s,i]*C[m,s,k]-
C[m,i,s]*f[k,s],'s'=1..m); 

if N3[k,i] <> 0 then Y Y := 
Y Y + 1 

fi 

od od; 

print('Kolichestvo<>0'=YY); 

for i to m do 

for k to m do 

if N3[k,i] <> 0 then print((k,i) = 

simplify(evalm(N3[k,i]))) 

ii 

od od; 

end: 
Вызов процедуры производится следующей 

командой: 
Kkont(C,f,m). 
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УДК 514.76.2 

К А Н О Н И Ч Е С К И Е П С Е В Д О К Э Л Е Р О В Ы М Е Т Р И К И Н А 
Ш Е С Т И М Е Р Н Ы Х Н И Л Ь П О Т Е Н Т Н Ы Х Г Р У П П А Х Л И 

Н. К. Смоленцев 

C A N O N I C A L P S E U D O - K A H L E R M E T R I C S O N 
S I X - D I M E N S I O N A L N I L P O T E N T L I E G R O U P S 

N. K. Smolentsev 

Найдены левоинвариантные псевдокэлеровы структуры на шестимерных нильпотентных груп­
пах Ли, зависящие только от тех параметров, которые оказывают влияние на кривизну. Все такие 
структуры имеют нулевой тензор Риччи, нулевую псевдориманову норму и большинство из них не 
являются плоскими. Полученные псевдокэлеровы структуры дают простые модели псевдокэлеровых 
шестимерных нильмногообразий. 

Left-invariant pseudo-Kahler structures on the six-dimensional nilpotent Lie groups, depending only from 
those parametres which influence curvature are discovered. All such structures have a zero Ricci tensor, zero 
Pseudo-Riemannian norm and the majority of them are not flat. The received pseudo-Kahler structures give 
simple models pseudo-Kaahler six-dimensional nilmanifolds. 

Ключевые слова: шестимерные группы Ли, нильмногообразия, псевдокэлеровы группы Ли, сим-
плектические группы Ли. 

Keywords: six-dimensional Lie groups, nilmanifolds, pseudo-Kahler Lie groups, symplectic Lie groups. 

1. Кэлеровы и псевдокэлеровы 
структуры на группах Л и 
Левоинвариантная кэлерова структура на группе 
Ли G - это тройка (g, J, и), состоящая из левоин-
вариантной римановой метрики g, ортогональной 
левоинвариантной комплексной структуры J и ле-
воинвариантной симплектической формы U(X, Y), 
причем 

g(X,Y ) = U(X,JY) X,Y е g . (1) 

Поэтому такую структуру на группе Ли G можно 
задать парой (J,U), где J - комплексная струк­
тура, а и - симплектическая форма, согласован­
ная с J , т .е . такая, что u(JX,JY) = u(X,Y). 
Если u(X, JX) > 0, yX = 0, получается кэле-
рова метрика, а если условие положительности 
не выполняется, то g(X, Y) = u(X, JY) являет­
ся псевдоримановой метрикой и тогда (g, J, и) на¬
зывается псевдокэлеровой структурой на группе 
Ли G . Из левоинвариантности следует, что (псев-
до)кэлерова структура (g, J, и) может быть зада¬
на значениями J, и и g на алгебре Ли g группы 
Ли G. Тогда ( g , J, и, g) называется псевдокэлеровой 
алгеброй Ли. Обратно, если ( g , J, g) есть алгебра 
Ли, наделенная комплексной структурой J, орто¬
гональной относительно псевдоримановой метри¬
ки g, то равенство (1) определяет (фундаменталь¬
ную) 2-форму и, которая замкнута тогда и только 
тогда, когда J параллельна [9]. 

Поскольку (псевдо)кэлерова группа Ли G яв¬
ляется симплектической, то следует также иметь 
ввиду ряд общих фактов о симплектических 
структурах. В частности: полупростые группы Ли 
не допускают симплектической формы, компакт¬
ные группы Ли (за исключением тора) также не 
допускают симплектической формы, четырехмер-

ные симплектические и унимодулярные симплек-
тические группы Ли являются разрешимыми [4]. 

Условие существования положительно опреде¬
ленной кэлеровой метрики накладывает серьез¬
ные ограничения на структуру алгебры Ли. На¬
пример, в работе Benson C. и Gordon C. показано 
[3], что такая алгебра Ли не может быть нильпо-
тентной за исключением абелевого случая. Зада¬
ча нахождения эрмитовых или симплектических 
многообразий, которые не являются кэлеровыми, 
имеет достаточно длинную историю. Первым мож¬
но считать пример, приведенный Терстоном [14], 
четырехмерного многообразия, которое является 
симплектическим, но не допускает кэлеровой мет¬
рики. Идеи работы Терстона были развиты в се¬
рии работ Cordero L . A . , Fernandez M . и Gray A . и 
были получены другие примеры симплектических 
многообразий, не допускающих кэлеровой метри¬
ки. Все эти примеры являются нильмногообрази-
ями, т. е. компактными факторами нильпотентной 
группы Ли по дискретной подгруппе. Итоги иссле¬
дований представлены в книге Tralle A . , Oprea J . 

[15]. 

Хотя нильмногообразия (за исключением то¬
ра) не допускают кэлеровой метрики [3], но на 
таких многообразиях могут существовать псевдо-
кэлеровы структуры. В данной работе мы рас¬
смотрим псевдокэлеровы структуры на шестимер¬
ных нильпотентных группах Ли. Приведем неко¬
торые общие ф а к т ы о псевдокэлеровых структу¬
рах на группах Ли. 

Особыми объектами на симплектической ал¬
гебре Ли ( g , и) являются изотропные и лагран-
жевы подпространства. Напомним, что подпро¬
странство W С g называется и-изотропным, ес­
ли и только если U(W,W) = 0 и называет-
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ся и-лагранжевым, если оно и-изотропно и из 
U(W,U) = 0 следует и е W. Подпространства 
U,V С W симплектического пространства (W,U) 
будем называть и-дуальными, если для любого 
вектора u е U существует вектор v е V такой, что 
и(и, v) = 0 и, наоборот, yv е V, Зи е U, и(и, v) = 0. 

Если g - (псевдо)риманова метрика, то для 
данного подпространства W из g , ортогональное 
подпространство W^ определяется обычным об­
разом, W^ = {X е g | g(X,Y) = 0, У Y е W}. 
Подпространство W называется изотропным, ес¬
ли W С W^ и называется вполне изотропным, ес­
ли W = WL. 

Пусть V - связность Леви-Чивита, соответ¬
ствующая псевдоримановой метрике g. Она опре¬
деляется из шестичленной формулы [9], которая 
для левоинвариантных векторных полей X, Y, Z 
на группе Ли принимает вид: 2g(VxY, Z) = 
= g([X,Y},Z)+ g([Z, X},Y) + g(X, [Z, Y]). Напом¬
ним, что тензор кривизны R(X, Y) и тензор Риччи 
Ric(X, Y) определяются формулами: 

R(X,Y ) = [Vx, VY } —Vx,Y], 
Ric(X, Y) = £ i eig(R(ei, X)Y, eH), 

где {ei} - ортонормированный репер на g и ei = 
= g(ei, ei). Риманова метрика g называется плос¬
кой, если R = 0, и Риччи-плоской, если Ric = 0. 

Л е м м а 1.1. ([12]) Пусть (Q,J,U) - (псевдо)кэ-
лерова алгебра Ли. Тогда если h есть и-
изотропный идеал, то: 

• h является абелевым 

• J(h) есть и-изотропная подалгебра в g . 

Таким образом, h + Jh есть подалгебра g и сум­
ма не обязательно прямая. При этом h П Jh есть 
идеал в h + Jh инвариантный относительно J. 

Доказательство. Поскольку h есть и-
изотропный идеал, первое утверждение следует из 
условия замкнутости и невырожденности и. Усло¬
вие интегрируемости J, ограниченное на абелев 
идеал h, влечет [JX,JY} = J ([JX, Y} + [X, JY}). 
Это показывает, что Jh есть подалгебра в g . Со¬
гласованность J и и показывает, что U( JX, JY) = 
U(X,Y) = 0 для X,Y е h, и тогда J h - и-
изотропна. Кроме того, если h есть и-лагранжев, 
то Jh также и-лагранжева и второе утверждение 
доказано. 

Подмногообразие N является вполне геодези¬
ческим, если VxY е TN для X,Y е TN. На 
уровне алгебр Ли мы имеем вполне геодезические 
подпространства и подалгебры, которые соответ¬
ствуют вполне геодезическим подмногообразиям 
и подгруппам группы Ли G с левоинвариантной 
псевдометрикой g. 

Следующие свойства сразу вытекают из фор¬
мулы для определения ковариантной производной 
и из свойств (псевдо)кэлеровой структуры ( J, и) 
алгебры Ли g . 

П р е д л о ж е н и е 1.2. ([12]) Пусть (g,J,g) -
(псевдо)кэлерова алгебра Ли и предположим, что 
h есть идеал, удовлетворяющий Jh = и 
h П Jh = 0 (т. е. h есть и-лагранжев), тогда для 
X, Y е h имеет место следующее: 

• VxY е Jh; 

• VJX JY е J h; 

• Vx JY е h; и VJX Y е h. 

Таким образом, подгруппа соответствующая Jh 
в группе Ли G является вполне геодезической. 

П р е д л о ж е н и е 1.3. ([12]) Пусть (g, J, g) -
(псевдо)кэлерова алгебра Ли и предположим, что 
h есть абелев идеал, удовлетворяющий условиям 
Jh = h = . Тогда имеет место: 

• VZY е h для всех Y е h, и Z е g ; в частно¬
сти: xY = 0 для всех X, Y е h 

Таким образом, нормальная подгруппа H, соот¬
ветствующая идеалу h , является вполне геодези¬
ческой в группе Ли G. 

Д л я s-ступенной нильпотентной алгебры Ли 
g размерности m определена возрастающая цен¬
тральная последовательность идеалов: 

g o = {0} С g i С g 2 С ••• С gs-i С gs = g, 

gk = {X е g | [X, g} С gk-i}, k > 1. 
Если J - комплексная структура на алгебре 

Ли g, то можно по аналогии определить возрас¬
тающую последовательность идеалов Ok (J) сле­
дующим образом: O0(J) = {0}, ok(J) = {X е 
g I [X, g} С Ok-i(J) и [JX, g} С Ok-i(J)}, k > 1. 
К а ж д ы й идеал Ok (J) инвариантен относительно J 
и Ok (J) С gk для k > 1. 

Напомним, что левоинвариантная комплекс¬
ная структура J на G называется нильпотентной, 
если для ряда Ok( J) существует номер p такой, что 
Op( J) = g . 

Очевидно, что идеал O ( J) лежит в центре 
Z алгебры Ли g . Если нильпотентная алгеб­
ра Ли имеет двумерный центр Z, то для лю¬
бой левоинвариантной комплексной нильпотент-
ной структуры J идеал Z инвариантен относи¬
тельно J. Если нильпотентная алгебра Ли имеет 
возрастающую центральную последовательность 
идеалов gk, k = 0,1,..., s, для которой раз¬
мерности возрастают каждый раз на две едини¬
цы, то для любой левоинвариантной комплекс¬
ной нильпотентной структуры J выполняются 
равенства gk = Ok(J), k = 0, 1, . . . , s. Ес¬
ли базис g выбран так, что g i = {e2n-i, e2n}, 
g2 = {e2n-3, e2n-2, e2n-i, e2n}, . т о комплекс¬
ная структура J имеет следующий блочный вид 
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(например, для шестимерного случая): 

Jo 

ф ф 2 0 0 0 0 
ф2 ф22 0 0 0 0 
ф3 ф32 ф33 ф34 0 0 

ф42 ф43 ф44 0 0 
ф52 ф53 ф54 ф55 ф56 

\ ф61 фб2 фб3 фб4 фб5 фбб / 

(2) 

Оставшиеся параметры в (2) не являются сво¬
бодными, они связаны условиями интегрируемо¬
сти NJ = 0 и J2 = —1. 

Л е м м а 1.4. Если Ci(g) - первый производный 
идеал и Z - центр алгебры Ли, то для любой сим-
плектической формы и на g, и(Сi(g), Z) = 0. 

Сразу следует из формулы IU(X,Y, Z) = 
= U([X,Y],Z ) — U([X,Z},Y )+ U([Y,Z],X ) = 0, 
yX,Y,Z е g . 

Л е м м а 1.5. Если Cig - первый производный 
идеал, то и(Сig ф J(C 1g), oi(J)) = 0. 

С л е д с т в и е 1.6. Для любой (псевдо)кэлеровой 
структуры (g, и, g, J) идеал O (J) С Z ортогона¬
лен подпространству C g ф J( C g): 

g(Cig ф J(Cig), o i ( J ) ) = 0 . 

Из формулы 
2g(VxY, Z)=g([X, Y},Z)+g([Z, X], Y)+g(X, [Z, Y}) 
для ковариантной производной на группе Ли 
сразу вытекают следующие наблюдения: 

• если векторы X и Y лежат в центре алгебры 
Ли, то xY = 0 для любой левоинвариант-
ной (псевдо)римановой структуры g на ал¬
гебре Ли; 

• если вектор X лежит в центре алгебры Ли, 
то xY = YX. 

Л е м м а 1.7. Если вектор X лежит в идеа¬
ле O ( J) С Z алгебры Ли, то xY = YX = 0, 
yY е g . 

Доказательство. Пусть X е O (J) С Z и 
Z, Y е g. Тогда из следствия 1.6 выше вытекает, 
что 2g(VxY,Z)= g(X, [Z,Y})=0. 

С л е д с т в и е 1.8 Если вектор X лежит в иде¬
але O (J) С Z алгебры Ли, то R(X, Y)Z = 
= R( Z, Y) X = 0, yY, Z е g. Если согласованная с 
и комплексная структура J имеет вид (2), то 
кривизна R(X, Y) ассоциированной метрики не 
зависит от свободных параметров ф5 , ф52, ф53, 
ф54, фы, фб2, фб3, фб4. 

З А М Е Ч А Н И Е 1. Отметим, что параметры 
комплексной структуры J связаны тремя услови¬
ями: согласованность, интегрируемость и J2 = —1. 

Поэтому некоторые из указанных выше парамет¬
ров могут выражаться через другие, например че¬
рез ф и ф 2 . В следствии 1.8 речь идет о сво¬
бодных параметрах, т. е. таких, которые остались 
независимыми. От них кривизна не зависит. 

К а к уже отмечалось, (псевдо)кэлерова метри¬
ка g может быть неопределенной. В знакоопреде-
ленном случае Риччи-плоские метрики являются 
плоскими [1]. В неопределенном случае это вооб¬
ще неверно. Однако в размерности четыре, если g 
- унимодулярная и псевдокэлерова метрика явля¬
ется Риччи-плоской, то она плоская. 

2. Кэлеровы и псевдокэлеровы струк­
туры на четырехмерных группах Л и 
Кэлеровы и псевдокэлеровы структуры (J, и) на 
четырехмерных группах Ли изучались в послед¬
нее время во многих работах. Отметим серию ста¬
тей Г. Овандо [11], [12] и работы Е. С. Корнева [8]. 
В работе [4] показано, что четырехмерные псев-
докэлеровы группы Ли могут быть только разре¬
шимыми. В работе Г. Овандо [12] подробно изу¬
чены псевдокэлеровы левоинвариантные метрики 
на четырехмерных группах Ли. Совместимые па¬
ры ( J, и) параметризованы с точностью до ком¬
плексного изоморфизма. Показано, что многие из 
таких групп Ли допускают псевдокэлеровы эйн¬
штейновы метрики. Рассмотрены Риччи-плоские 
и плоские метрики. В частности, показано, что в 
размерности четыре Риччи-плоские унимодуляр-
ные псевдокэлеровы алгебры Ли являются плос¬
кими. Показано, что в восьми из 11 семейств (псев-
до)кэлеровых алгебр Ли существуют эйнштейно¬
вы представители. В работе [12] показано, что сим-
плектическая алгебра Ли, допускающая абелеву 
комплексную структуру, является псевдокэлеро-
вой. В этом случае ( g, J) является псевдокэле-
ровой, если и только если, J является абелевой. 
Например, алгебра Ли o f f ( C ) имеет и абелевы и 
неабелевы комплексные структуры; однако толь¬
ко абелевы допускают согласованную симплекти-
ческую форму. Напомним, что комплексная струк¬
тура J называется абелевой, если она удовлетворя¬
ет условию [JX, JY} = [X, Y}, yX, Y е g. 

Ч е т ы р е х м е р н ы е ( п с е в д о ) к э л е р о в ы 
а л г е б р ы Л и . Классификацию четырехмерных 
разрешимых вещественных алгебр Ли можно най¬
ти, например, в работе [2]. Обозначим {ei} базис 
на g* дуальный к базису {ei} алгебры Ли g и пусть 
eij = ei A ej. 

Т е о р е м а 2.1. ([12]) Пусть g - (псев-
до)кэлерова алгебра Ли, тогда g изоморфна одной 
из следующих алгебр Ли, наделенных комплексной 
и согласованной симплектической структурами 
из следующего списка: 
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t()3 : [ei,e2] = e3, Jei = e2, Je3 = eA, и = a(e13 + e 2 4 ) + b(e14 - e 2 3 ) + ce12, a2 + b2 = 0 
t t 3 , 0 : [ei,e2] = e2, J e i = e2, Je3 = e4, UJ = ae12 + be34,ab = 0 
tt'3 0 : [ei,e2] = - e 3 , [ei,e3] = e2, J e i = e4, Je2 = e3, и = ae14 + be23,ab = 0 
Г2Г2 : [ei,e2] = e2, [e3, e4] = e4, J e i = e2, Je3 = e4, и = ae12 + be34,ab = 0 
r 2 : [ei, e3] = e3, [ei, e4] = e4, [e2, e3] = e4, [e2, e4] = - e 3 , 

J1 ei = e3, Jie2 = e4, u1 = a ( e i 3 - e24) + b ( e i 4 + e 2 3 ) , a2 + b2 = 0 
J 2 e i = - e 2 , J2e3 = e4, u = a (e13 - e 2 4 ) + b (e14 + e 2 3 ) + ce12, a2 + b2 = 0 

4 - 1 , - 1 : [e4, e i ] = e i , [e4, = - e 2 , [e4, = - e 3 , 

Je4 = e i , Je2 = e3, и = a (e 1 2 + e 3 4 ) + b (e 1 3 - e 2 4 ) + c e 1 4 , a 2 + b2 = 0 
г 4 д 5 : [e4, e i] = e i , [e4, e2] = -Se3, [e4, e3] = 5e2, S > 0, 

Jie4 = e i , J i e 2 = e3, J2e4 = e i , J2e2 = -e3, и = a e 1 4 + b e23, ab = 0 
d 4 , i : [ei,e2] = e3, [e4, e3] = e3, [e4, e i ] = e i , 

J e i = e4, Je2 = e3, и = a (e 1 2 - e 3 4 ) + be 1 4, a = 0 
d 4 , 2 : [ei,e2] = e3, [e4, e3] = e3, [e4, e i ] = 2e i , [e4, e2] = - e 2 , 

J i e 4 = -e2, Jiei = e3, u>i = a (e 1 4 + e 2 3 ) + be 2 4, a = 0 
J2e4 = -2ei, J2e2 = e3, U2 = a e 1 4 + be 2 3 , ab = 0 

^ 4 , 1 / 2 : [ei,e2] = e3, [e4, = e3, [e4, e i] = 2 e i , [e4,e2] = 2e2 , 
J i e 4 = e3, J i e i = e2, J2e4 = e3, J 2 e i = - e 2 , и = a(e 1 2 - e 3 4 ) , a = 0 

d'4ts : [ei,e2] = e3, [e4, e i ] = f e i - e2, [e4, e3] = Se3, [e4,e2] = e i + | e 2 , S > 0, 

Jie4 = e3, J i e i = e2, J2e4 = - e 3 , J 2 e i = e2, J3e4 = - e 3 , J3ei = - e 2 , 
и = a (e 1 2 - Se34), a = 0 . 

Отметим, что tf)3 есть тривиальное расшире­
ние трехмерной алгебры Ли Гейзенберга, обозна­
чаемой h 3 ; r 2 r 2 есть алгебра Ли off(R) х off(R), где 
off(R) - алгебра Ли группы Ли аффинных дви­
жений R, r 2 есть вещественная алгебра Ли, ле­
жащей в основе комплексной алгебры Ли off(C), 
r 3 о есть тривиальное расширение e(2), алгебры Ли 
группы Ли движений R 2 ; Г 3 — 1 - алгебра Ли e(1,1) 
группы Ли движений 2-пространства Минковско-
го. Унимодулярные четырехмерные разрешимые 
алгебры Ли - это следующие: R 4 , r f ) 3 , r r 3 j - 1 , r r 3 о , 

H - i ^ t4,fJ,,-1-fJ, ( - 1 < М < - 1 / 2 ) , r'4,|_t,-|_t/2

, ^ 

d 4 , o . 

Из списка теоремы 2.1 получаем ряд следствий 
[12]: 

1. Пусть g - нильпотентная (неабелева) че­
тырехмерная псевдокэлерова алгебра Ли, 
тогда она изоморфна R х [)3 и любая ком­
плексная структура является абелевой. 

2. Пусть g - четырехмерная алгебра Ли для 
которой любая комплексная структура до¬
пускает (псевдо)кэлерову структуру на g. 
Тогда g изоморфна одной из алгебр R х h)3, 
R 2 х off(R), R х e(2), 4 - 1 , - 1 , г 4 д й , 4 i Ч 2 

3. Пусть g - четырехмерная алгебра Ли, до¬
пускающая абелеву комплексную структу¬
ру. Тогда (g , J) является (псевдо)кэлеровой 
тогда и только тогда, когда g - симплек-
тическая и J - абелева. 

4. Пусть (g , J) - неабелева четырехмерная 

алгебра Ли с комплексной структурой 
J, допускающая только знакоопределенные 
кэлеровы метрики, тогда (g , J) изоморф­
на либо алгебре Ли ( $ 4 1 / 2 , J i ) , или алгебре 
(d4,s, J 1 , J 3 ) . 

Псевдокэлеровы алгебры Ли (R х h)3,J), 
(off(C), J i J 2 ) , (14,-1,-1, J) и ( d 4 , i , J ) и 
допускают только нейтральные псевдори-
мановы метрики. 

Здесь комплексные структуры J, J i , J 2 и J 3 опре­
делены в таблице теоремы 2.1. 

Т е о р е м а 2.2. ([12]) Пусть g - унимодулярная 
четырехмерная псевдокэлерова алгебра Ли, то¬
гда метрика g является плоской и ее связность 
Леви-Чивита является полной. 

Т е о р е м а 2.3. ([12]) Пусть (g , J) - не уни-
модулярная четырехмерная кэлерова алгебра Ли 
с псевдокэлеровой Риччи-плоской метрикой g. 
Тогда (g , J) изоморфна одной из (x-4,-i,-i, J ) , 
(d>4,2, J2), (off(C), J2 ) . Кроме того, эти алгебры Ли 
имеют плоские метрики и также Риччи-плоские 
но не плоские метрики. 

В работе [12] определены все эйнштейновы 
кэлеровы метрики в четырехмерном случае. На­
помним, что el • ej - это симметричное произведе­
ние 1-форм el и ej. 

П р е д л о ж е н и е 2.4. ([12]) Пусть (g,J,g) -
кэлерова алгебра Ли с эйнштейновой метрикой 
g. Тогда, если g - не Риччи-плоская, то g есть 
(псевдо)кэлерова метрика, соответствующая од¬
ной из следующих алгебр Ли: 
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off(R) х off(R) J g = a(e 1 • e 1 + e 2 • e 2 + e 3 • e 3 + e 4 • e 4 ) , 
off(C) J i g = a(e 1 • e 1 - e2 • e2 + e 3 • e3 - e4 • e 4 ) , 

d Ji, g = a(e 1 • e1 + e 2 • e 2 + e 3 • e3 + e 4 • e 4 ) , 
4 ' 1 / 2 J 2 g = a(e 1 • e 1 + e 2 • e 2 - e3 • e3 - e4 • e 4 ) , 

, g = a(e 1 • e1 + e 2 • e 2 + S(e3 • e3 + e 4 • e 4 )) , 
d 4 , s J i , J 3 , J 2 g = a ( e 1 • e 1 + e 2 • e2 - S(e3 • e3 + e 4 • e 4)) . 

Т е о р е м а 2.5. ([12]) Пусть (g,J,g) - кэлерова потентных группах Ли. Псевдокэлерова структура 
алгебра Ли. Если g не допускает эйнштейновой на группе Ли задается симплектической формой ии 
кэлеровой метрики, то g изоморфна одной из ал- и согласованной с ней комплексной структурой J, 
гебр R 2 х off(R), r4 о s, $ 4 , 1 . т .е. такой, что u(JX, JY) = u(X,Y). Классифика¬

ция левоинвариантных комплексных структур на 
шестимерных нильпотентных группах Ли получе-

3. Псевдокэлеровы структуры на ше- на в работе Саламона [13]. Полный список сим-
стимерных нильпотентных группах п л е к т и ч е с к и х с т р у к т у р н а ш е с т и м е р н ы х ш м м о -

Л и тентных группах Ли, установлен в работе M . Goze, 
Y . Khakimdjanov, A . Medina [7]: 

К а к известно [3], не существует нильпотентных Каждая нильпотентная симплектическая 
групп Ли, допускающих левоинвариантную кэле- алгебра Ли размерности 6 симплекто-изоморфна 
рову структуру, кроме абелевых. Однако псевдо- одной и только одной из следующих симплекти-
кэлеровы структуры существуют на многих ниль- ческих алгебр Ли: 

1. [ e i , e 2 ] = e3, [ei,e3] = e4, [ei,e4] = e5, [ei,e5}= ee, [e2,e3] = e5, [e2,e4] = ee, 

и = e 1 A ee + (1 - A)e 2 A e 5 + Ae 3 A e4, X e R \ {0, 1} . 

2. [ e i , e 2 ] = e3, [ei,e3] = e4, [ei,e4] = e5, [ e i , e 5 ] = ee, [e2,e3] = ee, 

u(A) = A(e 1 A ee + e 2 A e4 + e 3 A e4 - e2 A e5), A = 0 . 

3. [ e i , e 2 ] = e3, [ei,e3] = e4, [ei,e4] = e5, [ e i , e 5 ] = ee, и = e 1 A e e - e 2 A e 5 + e 3 A e 4 . 

4. [ e i , e 2 ] = e3, [ei,e3] = e4, [ei,e4] = ee, [ e 2 , e 3 ] = e5, [e2,e5] = ee, 

u ( A 1 , A 2 ) = A 1 e 1 A e4 + A 2 ( e 1 A e5 + e 1 A ee + e 2 A e4 + e 3 A e5), A1, A2 e R, A2 = 0 . 

5. [ e i , e 2 ] = e3, [ei,e3] = e4, [ei,e4] = - e e , [e2,e3] = e5, [e2,e5] = ee, 

u 1 ( A 1 , A 2 ) = A 1 e 1 A e4 + A 2 ( e 1 A e5 + e 1 A ee + e 2 A e4 + e 3 A e5), A1, A2 e R, A2 = 0 , 
U 2 ( A ) = A(e 1 A ee - 2e 1 A e5 - 2e2 A e4 + e 2 A ee + e 3 A e4 + e 3 A e5), A = 0 , 
U 3 ( A ) = A(e 1 A e4 - e1 A e5 + e 1 A ee - e2 A e4 + e 2 A e5 + e 2 A ee + e 3 A e4 + e 3 A e5), A = 0 , 
U 4 ( A ) = A(2e 1 A e4 + e 1 A ee + 2e2 A e5 + e 2 A ee + e 3 A e4 + e 3 A e5), A = 0 . 

6. [ e i , e 2 ] = e3, [ei,e3] = e4, [ei,e4] = e5, [ e 2 , e 3 ] = ee, 

u 1 = e 1 A ee + e 2 A e4 + e 2 A e5 - e3 A e4, u2 = - e 1 A ee - e2 A e4 - e2 A e5 + e 3 A e4 . 

7. [ e i , e 2 ] = e4, [ei,e4] = e5, [ei,e5] = ee, [ e 2 , e 3 ] = ee, [e2,e4] = ee, 

u 1 (A) = A(e 1 A e3 + e 2 A ee - e4 A e5), u 2 (A) = A(e 1 A ee + e 2 A e5 - e3 A e4), A = 0 . 

8. [ e i , e 2 ] = e4, [ei,e4] = e5, [ei,e5] = ee, [ e 2 , e 3 ] = e5, [e2,e4] = ee, 

и = e 1 A ee + e 2 A e5 - e3 A e4 . 

9. [ e i , e 2 ] = e4, [ e i , e 4 ] = e5, [ei,e5] = ee, [e2,e3] = ee, u(A)=A(e 1 A e 3 +e 2 A e e - e 4 A e 5), A = 0. 

10. [ e i , e 2 ] = e4, [ei,e4] = e5, [ei,e3] = ee, [ e 2 , e 4 ] = ee, 

u 1 = e 1 A ee + e 2 A e5 - e2 A ee - e3 A e4, u2 = - e 1 A ee - e2 A e5 + e 2 A ee + e 3 A e4 . 

11. [ e i , e 2 ] = e4, [ei,e4] = e5, [e2,e3] = ee, [ e 2 , e 4 ] = ee, 

u 1 (A) = e 1 A e e +e 2 A e5+Ae2 A ee-e3 A e4, u2(A) = - e 1 A ee-e2 A e5+Ae2 A ee+e3 A e4, A e R . 
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12. [ei,e2] = eA, [e1,eA] = в5, [в1,в3] = в6, [в2,е3] = -e5, [e2,e4] = в6, 

U(X) = Xe1 A e5 + e2 А e6 + (X + 1)e3 A e4, X = 0, - 1 . 

13. [ei,e2] = e4, [ei,e3] = e5, [ei,e4] = e6, [e2,e3] = e6, 

U1(X) = e1 A e6 + Xe2 A e5 + (X - 1) e3 A e4, X = 0, 1, 
U2(X) = e1 A e6 + Xe2 A e4 + e2 A e5 + e3 A e5, X = 0 , 
UJ3 = e1 A e6 + e2 A e4 + 1 e2 A e5 - 1 e3 A e4 . 

14. [e1,e2] = e4, [e1,eA = ee, [e1,e3] = e5, и = e 1 A e6 + e 2 A e4 + e 3 A e 5 , 

и2 = e1 A e6 - e2 A e4 + e3 A e5, и3 = e1 A e6 + e2 A e5 + e3 A e4 . 

15. [e1,e2] = e4, [e1,e4] = e6, [e2,e3] = e5, 1V1 = -e1 A e5 + e1 A e6 + e2 A e5 + e3 A e4, 

LV2 = e1 A e5 - e1 A e6 - e2 A e5 - e3 A e4, LO3 = e1 A e6 + e2 A e4 + e3 A e5 . 

16. [e1,e2] = e5, [e1,e3] = e6, [e2,eA = e6, [e3,e4] = -e5, 

LV1 = e1 A e6 + e2 A e3 - e4 A e5, LV2 = e1 A e6 - e2 A e3 + e4 A e5 . 

e1 A e6 + e2 A e5 + e3 A e4 . 17. [e1,e3] = e5, [e1,eA = e6, [e2,e3] = e6, 

18. [e1,e2] = e4, [e1,e3] = e5, [e2,e3] = e6, 

u1(X) = e1 A e6 + Xe2 A e5 + (X - 1) e3 A e4, X = 0, 1, 
tu2(X) = e1 A e5 + Xe1 A e6 - Xe2 A e5 + e2 A e6 - 2Xe3 A e4, X = 0, 
UJ3 = e3 A e5 - e1 A e6 + e2 A e/J + 2e3 A e4 . 

19. [e1,e2] = e4, [e1,eA = e5, [e1,e5} = e6, и = e1 A e3 + e2 A e6 - e4 A e5 . 

20. [e1,e2] = e3, [e1,e3] = e4, [e1,e4] = e5, [e2,e3] = e5, и = e1 A e6 + e2 A e5 - e3 A e4 . 

21. [e1,e2] = e4, [e1,e4] = e6, [e2,e3] = e6, U1 = e1 A e6 + e2 A e4 - e3 A e4 - e3 A e5, 

и2 = e1 A e6 + e2 A e5 - e3 A e4, и3 = -e1 A e6 - e2 A e5 + e3 A e4 . 

22. [e1,e2] 

23. [e1,e2] 

= e5,  

= e5, 

[e1,e5] = e6, и = e1 A e6 + e2 A e5 + e3 A e4 . 

[e1,e3] = e6, и1 = e1 A e6 + e2 A e5 + e3 A e4, 

и2 = e1 A e4 + e2 A e6 + e3 A e5, и3 = e1 A e4 + e2 A e6 - e3 A e5 . 

24. [e1,e4] = e6, [e2,e3] = e5, 

и1 = e1 A e6 + e2 A e5 + e3 A e4, и1 = -e1 A e6 - e2 A e5 - e3 A e4 . 

25. [e1,e2] = e6, и = e1 A e6 + e2 A e5 + e3 A e4 . 

26. R 6 , и = e1 A e6 + e2 A e5 + e3 A e4 . 

Укажем также нильпотентные алгебры Ли, не 
допускающие ни комплексной, ни симплектиче­
ской структур [13]: 

1. [e1,e2] = e3, [e1,e3} = e4, [e1,e4] = e5, 
[e2, e3] = e5, [e3, e4] = e6, [e2, e5] = - e 6 . 

2. [e1,e2] = e3, [e1,e3] = e4, [e1,e4] = e5, 
[e3, e4] = e6, [e2, e5] = - e 6 . 

3 . [ e 1 , e 2 ] = e 4 , [ e 1 , e 3 ] = e 5 , [ e 1 , e 4 ] = e 6 ,  

[e3, e5] = e6. 

4 . [ e 1 , e 2 ] = e 4 , [ e 2 , e 3 ] = e 5 , [ e 1 , e 4 ] = e 6 , 

[e3, e5] = e6. 

5 . [ e 1 , e 2 ] = e 5 , [ e 1 , e 5 ] = e 6 , [ e 3 , e 4 ] = e 6 . 

Следующие нильпотентные алгебры Ли не допус¬
кают только симплектической структуры: 

1. [e1,e2] = e4, [e2,e3 ]= e5, [e1,e4] = e6, 
[e3, e5] = - e 6 . 

2 . [ e 1 , e 2 ] = e 4 , [ e 1 , e 4 ] = e 5 , [ e 2 , e 4 ] = e 6 . 

3 . [e1, e2] = e6, [e3, e4] = e6. 
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Алгебра Ли с коммутационными соотношения­
ми [e1, e2] = e3, [e1,e3] = e4, [e2,e3] = e5, [eu e4] = 
e6, [e2, e5] = e6 допускает комплексные структу¬
ры и отдельно симплектические, но не допускает 
согласованных, т .е . псевдокэлеровых структур. 

К а к уже упоминалось, на нильпотентных 
группах Ли нет кэлеровых метрик, но могут су¬
ществовать псевдокэлеровы структуры. Достаточ­
но подробное изучение псевдокэлеровых структур 
в шестимерном нильпотентном случае проведено 
недавно L . A . Cordero, M . Fernandez и L . Ugarte 
[5]. Показано, что для псевдокэлеровой структу­
ры (J,U) на шестимерной нильпотентной группе 
Ли комплексная структура J должна быть ниль­
потентной, а на некоторых группах Ли - абеле-
вой. В работе [6] показано, что левоинвариантные 
псевдокэлеровы метрики на нильпотентной группе 
Ли являются Риччи-плоскими, но многие из них 
неплоские. 

В следующей теореме алгебру Ли g будем за­
писывать в виде m-ки (0, 0, d93,. .., d9m), в кото­
рой используется сокращение записи в13 = в1 A в3 

как ij. Например, запись (0, 0, 0,12) обозначает ал­
гебру Ли со структурными уравнениями: de1 = 0, 
de2 = 0, de3 = 0 и de4 = в1 A в2. Кроме того, 
у каждой алгебры указан также ее номер в спис¬
ке симплектических алгебр Ли работы M . Goze, 
Y . Khakimdjanov, A . Medina [7]. 

Т е о р е м а 3.1. ([5]) Шестимерная нильпо-
тентная неабелева алгебра Ли g допускает согла­
сованную пару (J,U) тогда и только тогда, когда 
она изоморфна одной из алгебр следующего спис­
ка: 

h21 = (0,0, 0, 0,12,14 + 25), 
h14 = (0,0, 0,12,13,14), 
h13 = (0,0, 0,12,13,14 + 23), 
h15 = (0,0, 0,12,13, 24), 

hn = (0,0, 0,12,13 + 14, 24), 
hw = (0,0, 0,12,14,13 + 42), 
h12 = (0,0, 0,12,13 + 42,14 + 23), 
h24 = (0,0, 0, 0,12, 34), 
hn = (0,0, 0, 0,12,14 + 23), 
h16 = (0,0, 0, 0,13 + 42,14 + 23), 
h23 = (0,0, 0, 0,12,13), 
h18 = (0,0, 0,12,13, 23), 
h25 = (0,0, 0, 0,0,12). 

Д л я каждой алгебры Ли этого списка в ра¬
боте [5] выбран пример нильпотентной комплекс¬
ной структуры и для нее найдены согласован¬
ные симплектические формы. Естественнее опи­
раться на классификационный список M . Goze, 
Y . Khakimdjanov, A . Medina [7], в котором приве¬
дены все симплектические 6-мерные алгебры Ли и 
показано, что каждая нильпотентная алгебра Ли 
симплектоизоморфна одной их алгебр этого спис¬
ка. Таким образом, мы будем рассматривать ал¬
гебры Ли теоремы 3.1 с симплектической струк¬
турой из списка [7] и для них искать все согла-

сованные комплексные структуры. Мы получим 
явные выражения комплексных структур и ис¬
следуем свойства кривизны. Оказывается, что су¬
ществуют многопараметрические семейства таких 
комплексных структур. Однако все они имеют ряд 
общих свойств. А именно: ассоциированная псев-
докэлерова метрика является Риччи-плоской, тен¬
зор Римана имеет нулевую псевдориманову норму, 
тензор Римана имеет несколько ненулевых компо¬
нент, зависящих, только от двух или, самое боль¬
шее, трех параметров. 

Д л я шестимерной нильпотентная алгебры Ли 
g, допускающей комплексную структуру, размер¬
ности ее возрастающей центральной последова¬
тельности g k могут быть: (2, 4, 6), (2, 6), (33, 6), (4, 6) 
и 6. Последовательность этих размерностей будем 
называть типом алгебры Ли. В списке алгебр Ли 
теоремы 3.1 алгебры Ли типа (2, 4, 6) стоят в на¬
чале - семь первых алгебр Ли. 

3.1 А л г е б р ы Л и типа (2, 4, 6) 

Рассмотрим нильпотентные алгебры Ли, у кото¬
рых последовательность идеалов g 1 С g 2 С g 3 = g 
имеет размерности (2, 4, 6). Легко видеть, что та¬
кая алгебра Ли типа (2, 4, 6) раскладывается в 
прямую сумму двумерных подпространств: 

g = a 0 b 0 Z, 

обладающих свойствами: 

• Z = g1 - центр алгебры Ли g , 

• b 0 Z = g 2 , 

• [a, a] С b 0 Z, [a, b] С Z. 

Будем далее считать, что в g выбран базис 
e1,...,e6 так, что {e1,e2}, {e3, и {e5, - это 
базисы подпространств a, b и Z соответственно. 

Д л я любой нильпотентной комплексной струк¬
туры J на алгебре типа (2, 4, 6) последователь¬
ность идеалов ak (J) совпадает с g k , к = 1, 2, 3 и 
матрица J имеет вид (2). Кроме того, для такой 
комплексной структуры J имеем C^g 0 J(C 1 g ) = 
= b 0Z = g 2 . 

Т е о р е м а 3.2. Пусть шестимерная симплек-
тическая алгебра Ли ($,и) имеет тип (2, 4, 6) и 

g = a 0 b 0 Z, 

где b 0 Z = C 1 g 0 J(C 1 g ) - абелева подалгеб­
ра. Предположим, что подпространства a и Z 
- и-изотропны и и-дуальны, а на b форма и 
невырождена. Тогда для любой согласованной с 
и комплексной структуры J и связности Леви-
Чивита V соответствующей псевдоримановой 
метрики gj имеют место свойства: 

• VXY e b 0Z, VX,Y e a, 

• VXY eZ, УХ e a,Y e b, 

• VXY = 0, yX,Y e b 0Z. 
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Доказательство. Пусть X,Y e a. Если VхY 
имеет ненулевую компоненту из a, тогда существу¬
ет вектор JZ e Z, такой, что U(VXY, JZ) = 0. С 
другой стороны, 2U(VXY, JZ) = 2(V XY,Z) = 
= ([X,Y],Z) + ([Z,X ],Y) + ([Z,Y],X) = 
= U([X,Y],JZ ) = 0, поскольку и(С 1g, a1(J)) = 0. 

Пусть теперь X e a и Y e b. Совершенно анало¬
гично показывается, что VхY имеет нулевую ком­
поненту из a. Предположим, что VхY имеет нену¬
левую компоненту из b. Тогда существует вектор 
Z e b, что JZ e b и такой, что U(VXY, JZ) = 0. В 
то же время, 2U(VхY, JZ) = 2(V хY, Z) = 
= ([X,Y],Z) + ([Z, X ],Y) = U([X,Y ],JZ) + 

+ U([Z,X], JY) = 0. Последнее равенство следует 
из того, что Y, JY, Z, JZ e b С C1 g 0 J(C1g), то¬
гда [X,Y ], [Z,X ] e Z и и(С 1g 0 J (C1g), Z) = 0. 
Рассмотрим третье утверждение. Пусть X, Y e 
b 0 Z. Тогда для любого Z e g , 2(VXY, Z) = 
= ([X,Y],Z) + ([Z, X ],Y) + ([Z,Y],X) = 
= U([Z,X],JY) + U([Z,Y],JX) =0 по тем же ар¬

гументам, что и в предыдущем пункте. 

С л е д с т в и е 3.3. В предположениях теоремы 
3.2, если вектор X лежит в идеале a2(J) алгебры 
Ли, то R(X, Y)Z = R(Z, Y)X = 0, VY, Z e g. Ес¬
ли согласованная комплексная структура J име¬
ет вид (2), то кривизна R(X,Y) ассоциирован¬
ной метрики не зависит от свободных парамет¬
ров Ф31, ф>32, ф>41, ф>42. 

Отметим, что параметры комплексной 
структуры J связаны тремя условиями: согласо¬
ванность, интегрируемость и J2 = -1. Поэтому 
некоторые из указанных выше параметров могут 
выражаться через другие. Если в результате среди 
Ф31, Ф32, Ф41, Ф42 остались независимые парамет¬
ры, то их можно считать нулевыми, поскольку от 
них кривизна не зависит. Напомним, что, согласно 
следствию 1.8, кривизна R(X, Y) ассоциированной 
метрики не зависит также от свободных парамет¬
р о в Ф51, Ф52, Ф53, Ф54, Ф61, Ф62, Ф63, Ф64. 

С л е д с т в и е 3.4. В предположениях теоре¬
мы 3.2 для любых X, Y, Z e g, R(X, Y)Z e Z. 
Поэтому псевдориманова норма тензора Рима-
на равна нулю. В соответствии с разложением 
g = a 0 b 0 Z выберем базисе {e1,e2}, {e3,e4} и 
{ e5 , e6 } . Тогда тензор кривизны может иметь с 
точностью до симметрий только четыре нену¬
левые компоненты R5 2 1, R\ 2 1, R5 2 2, R-1 2 2. 

Аналогичные утверждения имеют место для 
алгебр Ли типа (2,6). Алгебра Ли типа (4,6) яв¬
ляется прямым произведением четырехмерной ал¬
гебры Ли и R 2 . Случай (3,6) является наиболее 
сложным. 

Теперь рассмотрим все шестимерные нильпо-
тентные алгебры Ли типа (2, 4, 6). В соответствии 
с теоремой 3.1 имеется 7 таких алгебр Ли, которые 
допускают псевдокэлерову структуру. Напомним, 
что номер у каждой алгебры соответствует ее но¬
меру в списке работы [7]. 

1. А л г е б р а Л и h 4. Рассмотрим шестимер¬
ную группу Ли С?14, которая имеет алгебру Ли 
h 4, определенную следующими коммутационны¬
ми соотношениями: [e1, e2] = e4, [e2, e3] = e6, 
[e2, e4] = e5. Легко видеть, что она имеет тип 
( 2 , 4 , 6 ) , Z = g1 = { e 5 , e 6 } , g2 = { e 3 , e4, e5, e 6 } , 

g3 = g. Согласно результатам [7], данная алгебра 
имеет три симплектических структуры: 

и1 = -e1 A e4 + e2 A e5 + e3 A e6, 
и2 = e1 A e4 + e2 A e5 + e3 A e6, 
и3 = e1 A e6 + e2 A e5 + e3 A e4. 
Левоинвариантные комплексные структуры 

на этой группе найдены в явном виде в работе 
Магнина [10] (алгебра M1). Показано, что группа 
Ли G14 имеет 10 параметрическое семейство ле-
воинвариантных комплексных структур. Прямая 
проверка согласованности семейства комплексных 
структур на G14 показывает, что для первых двух 
симплектических форм не существует согласован¬
ных комплексных структур. Д л я формы и3 согла¬
сованная комплексная структура зависит от 6 па¬
раметров и имеет вид: 

Ф11 

Ф212 
Ф41 
Ф51 
Ф61 

г д е J52 

-Ф12 
-Ф11 

Ф41 
Ф42 
J52 
Ф51 

-Ф11 
Ф12 
Ф42 
Ф41 

0 

0 

Ф11 
2

 -Ф41 

Ф22 

0 

0 

0 

0 
Ф11 
•Ф?1 + -

Ф12 

2 ф 1 1 ф 4 з ф 4 2 ф 4 1 - 2 ф 1 1 Ф 2 з Ф 5 1 + Ф 2 2 ф 2 1 + ф 2 2 + ф 2 3 ф 2 1 - ф 2 3 ф 2 1 
(ф 21 + 1)ф43 ' 

0 

0 

0 

0 

Ф12 
-Ф11 

(3) 

Тензор кривизны метрики g(X, Y) = U3(XX, JY) R5 2 2 
имеет, с точностью до симметрий, четыре 6 

R6 

Ф121 

ненулевых компоненты: R5

1 2 1 

(•ф21 + 1)Фи 
Ф>12 

(ф21 + 1)ф11 
Ф12 , 

( Ф 2 ! + 1 ) 2 

ны зависит только от двух параметров Ф11 и Ф12, 

+ 1 , R 16 2 2 

Мы видим, что тензор кривиз-

J 
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что вполне соответствует теореме 3 2 и следстви¬
ям 3 3 и 1 8 После опускания индекса, получаем 
одну компоненту кривизны R1 _ 2 д , 2 = 1 + ф

2

1 1 . Пара­
метры метрического тензора g и комплексной 
структуры J, которые на кривизну не влияют, 
естественно считать нулевыми. 

О п р е д е л е н и е . Пусть (д(ф)Д(ф)) - мно¬
гопараметрическое семейство псевдокэлеровых 
структур. Пседокэлерову структуру (g, J) на 
группе Ли G будем называть полуканонической, 
если метрический тензор зависит только от 
тех параметров ф, которые влияют на кривизну 
R\jk. Канонической будем называть такую псев-
докэлерову структуру (g, J) на группе Ли G, у ко¬
торой метрический тензор зависит только 
от тех параметров, которые влияют на кривиз¬
ну Rijki. 

Тогда получаем следующую полуканониче¬
скую комплексную структуру J и псевдокэлерову 
метрику g(X,Y) = U(X, JY) на группе G 1 4 : 

J ( e 2 ) = -ф12 e1 - ф11 e2,  

J ( e 3 ) = -ф11 e3 + ф12 e4,  

J ( e 6 ) = ф12 e5 - ф11 e6. 

Каноническая псевдокэлерова метрика: 

g= 

0 0 0 0 
ф 2 1 + 1 

Ф12 
ф11 

ф12 0 0 0 0 ф11 

ф11 
ф12 

0 0 ф12 ф11 0 0 

0 0 ф11 ф 2 1+1 
Ф12 

0 0 
ф21+1 

Ф12 
ф11 0 0 0 0 

- ф 1 1 ф12 0 0 0 0 
(4) 

2. А л г е б р а Л и h21. Коммутационные соотно¬
шения: [e1,e2] = e4, [e1,eA = e6, [e2,e3] = e6. Ал¬
гебра Ли h 21 имеет две симплектических структу¬
ры [7]. Прямая проверка показывает, что для пер¬
вой структуры и1 = e1 A e6 + e2 A e4 e3 A e4 e3 A e5  

нет согласованных комплексных структур. Рас¬
смотрим вторую симплектическую структуру 

и = e1 A e6 + e2 A e5 - e3 A e4. 

Имеется многопараметрическое семейство со¬
гласованных комплексных структур. С уче¬
том результатов теоремы 3.2 и следствий 3.3 
и 1.8, прямыми вычислениями получаем, что 
тензор кривизны ассоциированной метрики 
g( X, Y) = и( X, JY) зависит от двух парамет¬
ров ф11 и ф12 = 0 и имеет следующие ненулевые 
компоненты: R6

1 2 1 = 1 + ф1

2

1, R1

6

 2 2 = ф12ф11, 
R1

5

 2 1 = ф12ф11, R1

5

 2 2 = ф1

2

2. Поэтому полукано¬
ническая комплексная структуру задается следу¬
ющим образом: 

J ( e 2 ) = ф12 e1 - ф11 e2,  

J ( e 4 ) = -ф12 e3 - ф11 e4,  

J ( e 6 ) = -ф12 e5 - ф11 e6. 

При опускании индекса получается всего одна 
(с точностью до симметрий) ненулевая компонен-

та тензора кривизны R1 2 1 2 = - ф12. Тогда, пола¬
гая фу2 = -a = 0 и фц = 0, получаем следующую 
каноническую комплексную структуру и псевдо-
кэлерову метрику кривизны R1 2 1 2 = a на алгебре 
Ли h21: 

J ы -ae1 
, J ( e 4 ) = a e3, J(e6) = 

0 0 0 0 - a-1 0 
0 0 0 0 0 a 
0 0 a - 1 0 0 0 
0 0 0 a 0 0 
a - 1 0 0 0 0 0 
0 a 0 0 0 0 

ae5, 

3. А л г е б р а Л и h 13. Коммутационные соот¬
ношения: [e1,e2] = e4, [e1,e3] = e5, [e1,eA = e6, 
[e2, e3] = e6. Алгебра Ли h13 имеет [7] три сим-
плектических структуры. Левоинвариантные ком¬
плексные структуры на этой группе найдены в 
явном виде в работе Магнина [10] (алгебра M6). 
Д л я использования результатов Магнина переобо¬
значим векторы базиса e3 := -e3, e5j := -e5j и 
получаем коммутационные соотношения в списке 
Магнина: [e1,e2] = e4, [e1,e3] = e5, [e1,eA = e6, 
[e2, e3] = -e6. Симплектические структуры: 

и1 = e1 A e6 - Xe2 A e5 - (X - 1)e3 A e4, 
и2 = e1 A e6 + Xe2 A e4 - e2 A e5 + e3 A e5, 
и3 = e1 A e6 + e2 A e4 - 2 e2 A e5 + 1 e3 A e4. 
П е р в ы й с л у ч а й . Рассмотрим форму 

и1 = e1 A e6 - Xe2 A e5 - (X - 1)e3 A e4. Име¬
ется многопараметрическое семейство согласован¬
ных комплексных структур. С учетом результатов 
теоремы 3.2 и следствий 3.3 и 1.8, прямыми вычис¬
лениями получаем, что тензор кривизны ассоции¬
рованной метрики g1(X,Y) = и1 (X,J{Y) зависит 
от двух параметров ф11 и ф12 = 0 и имеет следую-

Д 6 (3Х—1)ф12ф11 

• -J
 6 2 2 = , 

' ' (3\-1)(1+ф1{) 
\ 2 -1 ' 

R15 2 2 
5 

R 1 2 1 = 

ская комплексная 

(1 + \)(3\-1)ф>22 R6 = 
Х(Х-1) , R1, 2,1 -

(3Х—(:\1-1-1)Ф'11. Поэтому полуканониче-
структура задается следую¬

щим образом: J1(e2) = (1 + X^12 e1 - фц e2, 
J1(e4) = ф12 e3-фи e4, = (-1+х

)

)ф12 e5-фц e6. 
Соответствующая псевдокэлерова метрика нахо¬
дится по формуле g1 = и1 О J1. 

После опускания индекса получается одна 
ненулевая компонента R112 д , 2 = - ( З Х - 1 ) ф 1 2 . То¬
гда, полагая ф12 = a = 0 и ф11 = 0, по¬
лучаем следующую каноническую комплексную 
структуру и псевдокэлерову метрику кривизны 
R1,2,1,2 = - (3X-_1)a на алгебре Ли h 13: 

J1(e2) = (1 + X)ae1, J(e4) = ae3, 
J(e6) = ^ e5, 
g1(X,Y ) = U1(X,J1Y ). 

В т о р о й с л у ч а й . Д л я симплектической фор¬
мы и2 = e1 A e6 + Xe2 A e4 - e2 A e5 + e3 A e5 нет 
согласованных комплексных структур. 

Т р е т и й с л у ч а й . Симплектическая структу¬
ра: и3 = e1 A e6 + e2 A e4 - 2e2 A e5 + 2e3 A e4. Тензор 
кривизны зависит от двух параметров ф11 и ф12: 

g 
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5 
R1,2,2 

4 ф 2 2 Е>5 _ 4 ф ц ф и Т>6 _ 2 ф ц ф и 
3 , R1,2,1 = 3 , R1,2,2 = - 3 , 

R6 2 1 = - 2(1+3'11). Поэтому полуканоническая 
комплексная структуру задается следующим об¬
разом: 

2 12 4 12 5 

J3(e2) = ф12 e1 - ф11 e2,  

J3(e3) = ф11 e 

J3(e4) =
 2фг2 e3 - фц e4 

J3(e6) =2 ф12 e5 - фц e6. 
Соответствующий метрический тензор полу¬

чается по формуле g3(X,Y) = U3(X,J3Y). При 
опускании индекса получается всего одна (с точ¬
ностью до симметрий) ненулевая компонента тен¬
зора кривизны R1,2,1,2 = 2 ф г 2 ~ . Тогда, полагая 
ф12 = - a = 0 и ф11 = 0, получаем следующую ка¬
ноническую комплексную структуру и псевдокэле-
рову метрику кривизны R\,2,i,2 = - н а алгебре 
Ли h 13 с Jз-инвариантными площадками {e1, e2 } и 
{ e 5 , e6}: 

a e1 , J3(e2) 
J3(e3)  

J3(e4)  

J3(e6 ) 

g3 

0 

0 

0 

2 a 4 ' a 5' 2a „ 1 
- т e3 - a 
-2 ae5, 

0 

0 
3_ 
4a 

e6, 

0 

0 

a 
0 
0 
0 
0 

4. А л г е б р а Л и h 15. Коммутационные соот¬
ношения: [e1,e2] = e4, [e1,e3] = e6, [e2,e4] = e5. 
Группа Ли имеет [7] три симплектические струк¬
туры: 

и1 = e1 A e6 - e1 A e5 + e2 A e5 + e3 A e4, 
и2 = e1 A e6 + e2 A e4 + e3 A e5, 
и3 = e1 A e6 + e2 A e5 - e3 A e4. 

Это алгебра Ли M7, рассмотренная в работе Маг-
нина [10]. Чтобы увидеть это, сделаем замену: 
e1 := E2, e2 := -E1, e5 := -E6, e6 := E5. Тогда 
[E1,E2] = E4, [E1E3] = E6, [E2,E4] = E5. Сим-
плектические структуры принимают вид: 

и1 = E1 A E6 + E2 A E6 + E2 A E5 + E3 A E4, 
и2 = -E1 A E4 + E2 A E5 - E3 A E6, 
и3 = E1 A E6 + E2 A E5 - E3 A E4. 
П е р в ы й с л у ч а й . Симплектическая структу¬

ра: и1 = E2 A E6 + E2 A E5 + E1 A E6 + E3 A E4 

Тензор кривизны зависит от двух па¬
раметров ф11 и ф12. После опускания ин¬
декса остается одна ненулевая компонента 

R = ф 41+ф 31 ф12 + 2 Ф 2 1-2 Ф21+ф11 Ф12 + 1 
R 1 , 2 , 1 , 2 ф12 (-2 фцфц + 1+ф^1) • 
Поэтому каноническая комплексная структура J1 
задается следующим образом: 

J1 ( E 2 ) = ф12 E1 ф11 E2, 

Т ( TP \ _ 1 + 2 Ф11 +Ф11 771 , 
J 1 ( E 4 ) = Ф12 (-2 фц Ф12 + 1+Ф112) E 3 + 

J1(E5) 

+ 

-Ф11 Ф12-

E4, 

12 

Ф11 -Ф11 Ф12+Ф11+Ф12 
-2 фц Ф12 + 1+Ф112 

- 1 + ф ц 2 E + 1 + ф и 2 E 

Метрический тензор псевдокэлеровой струк¬
туры находится по формуле g1 = и1 О J1. 

В т о р о й с л у ч а й . Нет комплексных структур, 
согласованных с формой и2. 

Т р е т и й с л у ч а й . Симплектическая структура 
и3 = E1 A E6 + E2 A E5 E3 A E4 

Тензор кривизны зависит от двух пара¬
метров ф11 и ф12. После опускания верх¬
него индекса остается одна компонента 

R 1 , 2 , 1 , 2 = 8 ф Т 7 ф ? 2 . 

Тогда получаем следующую каноническую ком¬
плексную структуру и псевдокэлерову метрику на 
алгебре Ли h 15: 

J3(E2) = ф12 E

21 ф11 E2,

2 

J3(E3) = ^ E3 + E 4 , 

J3(E6) = ф12 E5 ф11 E6. 

Ненулевые компоненты метрического тензора: 
1 + ф

ф 2 1 , g16 = -ф11, g25 = g26 = -ф12, 

ф12 2

 g „ . = 1-ф112 = _ 1+2 фц2+фц4 

g15 
g33 2ф11 

g34 g44 2 ф122ф11 

5. А л г е б р а Л и h n . Коммутационные соот­
ношения: [e1,e2] = e4, [e1,e4] = e5, [e2,e3] = e6, 
[e2, e^] = e6, Это алгебра Ли M8, рассмотренная в 
работе Магнина [10]. Симплектическая структура: 

и = e1 A e6 + e2 A e5 - e3 A e4 + Xe2 A e6  

Тензор кривизны зависит от параметра X и еще 
двух параметров ф11 и ф12 = 0. Согласованная 
комплексная структура имеет J-инвариантные 
площадки {e1, e2}, {e3, e4} и {e5, e6}, однако ее вид 
является достаточно сложным: 

J ( e 2 ) = ф12 e1 - ф11 e2, 

J(e3) 2ф1 -3 ф ц Лф12+Л 2 (1+фц 2 ) e 3 + 

X ф12 
+ ф122-2 ф ц Лфц+Л 2 ( 1+ф 2 1 ) e 4 

J(e5) = ф 1 1 ф 1 2 ф 1

Л 2 ( 1 + ф 2 1 ) e5 + ^ e6. 
Псевдокэлерова метрика находится по формуле 
g = и О J. 

При опускании индекса тензора кривиз¬
ны получается одна ненулевая компонента 

R 1 , 2 , 1 , 2 = хф12 . 

6. А л г е б р а Л и h 10. Коммутационные соот¬
ношения: [e1, e2] = e4, [e1, e4] = e5, [e1, e3] = e6, 
[e2, e4] = e6, Симплектическая структура: и = 
e1 A e6 + e2 A e5 - e3 A e4 - e2 A e6. 

Тензор кривизны зависит от двух параметров 
ф11 и ф12 = 0. Тогда получаем следующую кано¬
ническую комплексную структуру J и псевдокэле-
рову метрику g = и О J: 

J ( e 2 ) = ф12 e1 - ф11 e2, 

J (e ) = _ ф12+3 ф ц 2 ф ц + 2 ф122ф11+ф11+фи'3

 e _ 
J e 3 > 2 фц2 + 2 ф ц фи+1+фи2 e 3 

(ф122 + 2 ф ц ф11 + 1 + ф112)ф12 
2 фц2 + 2 ф ц ф и + 1 + ф и 2 e 4 , 

ф12 ф11 + 1 + ф112 + 1 + ф 2 1 

При опускании индекса получается одна ненуле¬
вая компонента тензора Римана R1,2,1,2 = 
= фи4+4 ф ц ф и 3 + 3 ф ц 2 ф ц 2 + 2 ф112+4 ф ц ф ц + 

ф12 (2 ф122 + 2 ф ц ф12 + 1 + ф112) ^ 

J(e5) 

1 
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+ -2 фц ф ц 3 + 3 ф ц 2 + 1-2 ф ц 4 

^фи (2 ф122+2 ф11 ф12 + 1+ф112) . 

7. А л г е б р а Л и h 12. Коммутационные соот­
ношения [e1,e2] = e4, [e1,e4] = e5, [e1,e3] = e6, 
[e2, e3] = -e5, [e2, e4] = e6. Симплектическая 
структура и = Xe1 A e5 + e2 A e6 + (X + 1)e3 A e4  

Это алгебра Ли M10, рассмотренная в работе Маг-
нина [10]. Сделаем замену e1 = -E1, e2 = E2, 
e3 = - E 4 , e4 = - E 3 , e5 = E 5 , e6 = E 6 , д л я 

приведения коммутационных соотношений к виду 
M10: [E1E2] = E3, [E1,E3] = E5, [E1 ,E4] = E6, 
[ E2 , E4 ] = E5 , [ E2 , E3 ] = - E6 . Тогда симплектиче-
ская структура принимает вид 

и = -XE1 A E5 + E2 A E6 + (X + 1)E3 A E4. 
В этом случае получаем следующую канониче¬
скую комплексную структуру и псевдокэлерову 
метрику g = и О J, зависящую от X и от одного 
параметра ф12 = 0: 

J ( e 1 ) = -фЬ J ( e 2 ) = ф12 e1, 

J ( e 3 ) = - ^ J ( e 4 ) = L X ^ e 3 , 

J(e5) = Xil)12 e6, J(e6) 1 ф12 
e5. 

Тензор кривизны имеет следующие ненуле-
6 1 (ф122(31 +1)-1 -3) вые компоненты: Щ 2 2 = 12_ { , ,2,2 — х2-1 

- 3 ф 1 2 Л Л 2 - - Л 1^ф+ 2

ф 1 2 . П о с л е о п у с ¬

кания индекса остается одна компонента 
5 

R 1 2 1 

R = (3\ф22-\-3+ф22)\ 
R 1 , 2 , 1 , 2 = C A 2 - 1)ф,2 (Х2-1)ф12 " 

3.1 А л г е б р ы Л и типа (2, 6) 

Имеется три алгебры данного типа. 

8. А л г е б р а Л и h24. Коммутационные со¬
отношения [e1, e4] = e6, [e2, e3] = e5. Двухсту-
пенно нильпотентная алгебра Ли. Прямое про¬
изведение двух трехмерных алгебр Гейзенберга 
g = h3 х 1)3 Центр и первый производный иде¬
ал: Z = {e5, e6} = C1(g). Симплектическая 
структура: и = e1 A e6 + e2 A e5 + e3 A e4. 

Тензор кривизны зависит от двух параметров 
ф11 = 0 и ф12 = 0. Поэтому получаем следую¬
щую полуканоническую комплексную структуру 
J и псевдокэлерову метрику g = и О J: 

J ( e 2 ) = ф122 e1 - ф112

 e2, 

J(e4) = 2^1 e3 - ф4ф± e4, 
J ( e 6 ) = -ф12 e5 - ф11 e6. 

Ненулевые компоненты тензора кривиз-
6 = _J,2 R6 н ы : R16,2,2 = -ф121 R16,2,1 

(1+ф21)ф11 
ф12 

R5

1,2,2 = -ф12ф11 R1

5

,2,1 = -ф1

2

1. При опускании 
индекса получается всего одна (с точностью до 
симметрий) ненулевая компонента тензора кри¬
визны R1,2,1,2 = ф11. Тогда полагая ф12 = 1 
и фц = b, получаем следующую каноническую 
псевдокэлерову структуру кривизны R1t2,1,2 = b 
на алгебре Ли h 24: 

J(e2) = e1 - be2, 
J ( e 4 ) = it, e3 - ^ e4, 

J ( e 6 ) = - e5 - b e 6 . 

g(X,Y )= U(X,JY . 

9. А л г е б р а Л и h 17. Коммутационные соот­
ношения: [e 1,e 3] = e5, [e1,e4] = e6, [e2,e3] = e6, 
Двустепенно нильпотентная, Z = {e5, e6} = C1(g). 
Симплектическая структура: 

и = e1 A e6 + e2 A e5 + e3 A e4 

Тензор кривизны зависит от двух параметров 
ф12 = 0 и ф11 . Поэтому получаем следующую по¬
луканоническую комплексную структуру J и псев-
докэлерову метрику g = и О J: 

J ( e 2 ) = ф12 e1 - ф11 e2, 

J(e4) = -ф22 e3 - фц e4, 
J ( e 6 ) = -ф12 e5 - ф11 e6. 

Ненулевые компоненты тензора Римана: 
ф11ф12, R6_i2i1 = 1 + фц, R522 = ф 2 2 , 

ф ф 2 . При опускании индекса получает¬
ся всего одна (с точностью до симметрий) ненуле¬
вая компонента тензора кривизны R ,2, ,2 = -ф 2. 
Тогда полагая ф 2 = a и ф = 0, получаем сле¬
дующую каноническую псевдокэлерову структуру 
кривизны = -a на алгебре Ли h24: 

R5 
R16 

2,1 
2,2 

0 0 0 0 1/a 0 
0 0 0 0 0 -a 
0 0 2/a 0 0 0 

0 0 0 a/2 0 0 

1/a 0 0 0 0 0 

0 a 0 0 0 0 

10. А л г е б р а Л и h 16 . Комплексная алгеб¬
ра Гейзенберга. Коммутационные соотношения: 
[e1,e2] = e5, [e1,e3] = e6, [e2,e4] = e6, [e3, e4] = -e5. 
Имеет [7] две симплектические структуры: 

и1 = e1 A e6 + e2 A e3 - e4 A e5, 
и2 = e1 A e6 - e2 A e3 + e4 A e5. 

Это алгебра M5, рассмотренная в работе Магни-
на [10], поэтому сделаем замену: e1 = E1, e2 = 
E 3 , e3 = E 4 , e4 = E 2 , e5 = E 5 , e6 = E 6 . Н о ¬

вые коммутационные соотношения: [E1 , E3] = E5, 
[E 1,E4] = E6, [E2,E3] = -E6, [E2,E4] = E5. 
Симплектические структуры принимают вид: 

и1 = E1 A E6 + E3 A E4 - E2 A E5, 
и2 = E1 A E6 - E3 A E4 + E2 A E5. 
Пу1сть Z1 = 2(E1 + 1E2), Z2 = 1 (E3 - 1E4), 

Z3 = 11 (E5 - iE6), тогда коммутационные соотно¬
шения выражаются одной формулой [Z1 , Z2] = Z3. 
Оператор комплексной структуры J0 комплексной 
алгебры Ли M5 действует следующим образом: 
J0(E1) = -E2, J0(E3) = E4, J0(E5) = E6. Ком¬
плексная структура J0 не согласована с формой 
и1 = E1 A E6 - E2 A E5 + E3 A E4, но согласована 
с формой и2 = E1 A E6 + E2 A E5 - E3 A E4. При 
этом, псевдокэлерова метрика имеет матрицу: 

g0 

0 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 - 1 

0 0 - 1 0 0 0 

0 0 0 - 1 0 0 

1 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 

и ненулевые 
6 5 

R1,2,1 = 1 , R1,2,2 

компоненты тензора 
1 , R1,2,1,2 = - 1 . 

кривизны: 

g 
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R5 = ф 1 1 ( 1 + ф 2 1 + ф 2 2 )

 R5 
R1,2,1 = фц , R 1 
R6 = (1+ф21)(1+ф21+ф22) R6 

R1,2,1 = -

 ф 2 „ , R1,2,2 

2(1 + фц2)ф12 e  

ф122 + 1+ф112 

П е р в ы й с л у ч а й . Симплектическая структу¬
ра: и1 = E1 A E6 - E2 A E5 + E3 A E4. Тензор 
кривизны зависит от двух параметров: ф12 = 0 и 
ф11 . Поэтому получаем следующую каноническую 
комплексную структуру J1 и псевдокэлерову мет¬
рику g1 = и О J1: 

J1 ( e 2 ) = ф12 e1 - ф11 e2, 

J1(e3) = - ф 1 ф ( 1 ^ + 1 + 2 - ф 2 2 2 ) e3 1 3 1 2 2 + 1 + 112 3 

J1 (e6) = ф12 e5 - ф11 e6. 

Ненулевые компоненты тензора Римана: 

2,2 = 1 + ф21 + ф 2 2 , 
ф11(1+ф21+ф22) 

После опускания индекса остается одна нену-
1+ 1

2

1 + 1

2

2 

левая компонента R1t2,1,2 = — ф 1 2

 1 2 . 
В т о р о й с л у ч а й . Симплектическая структу¬

ра: и2 = E1 A E6 + E2 A E5 E3 A E4. Одно из 
условий согласованности выражается равенством 
ф1

2

2 = 1. Далее пусть ф12 = 1. Тогда полуканони¬
ческая комплексная структура действует следую¬
щим образом: 

J2(e2) = e1, 

J2 ( e4) = ф34 e3 ф33 e4,  

J2 ( e6) = e5. 

Ненулевые компоненты тензора Римана: 
R1_2A = -Sign(фl2)фз4, RRia = -$Щп(ф12)ф34. 
После опускания индекса остается одна ненулевая 
компонента R1t2,1,2 = ^п(ф12)ф34. Полагая ф33 и 
ф34 = a, получаем (при ф12 = 1 ) следующую ка¬
ноническую псевдокэлерову структуру кривизны 
R1,2,1>2 = a на алгебре Ли (h16,u2) 

g2 

Полученная комплексная структура является би-
инвариантной (комплексная группа Ли) только в 
том случае, когда ф33 = 0 и ф34 = - 1, т. е. когда 
J2 = J0. 

3.1. А л г е б р ы Л и типа (4, 6) 

В этом классе всего одна алгебра. 

11. А л г е б р а Л и h 2 5 . Алгебра Ли с одним 
коммутационным соотношением [e1, e2] = e3. Ал¬
гебра Ли такого типа является прямым произ¬
ведением трехмерной нильпотентной алгебры Ли 
Гейзенберга h 3 и R 3 . Симплектическая структура: 
и = e1 A e3 + e2 A e4 + e5 A e6. 

В этом случае имеется 8-параметрическое се¬
мейство согласованных комплексных структур и 
псевдокэлеровых метрик. Все метрики являются 
плоскими. Поэтому укажем только наиболее про¬
стые выражения без параметров: 

J ( e 1 ) = e2, J ( e 3 ) = e4, J ( e 5 ) = e6. 

0 0 0 -1 0 0 
0 0 1 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 

-1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 -1 
0 0 1 

a 
0 0 0 

0 0 0 a 0 0 
1 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 

3.1 А л г е б р ы Л и типа (3, 6) 

Имеется две алгебры Ли типа (3,6), допускающие 
псевдокэлерову структуру. 

12. А л г е б р а Л и h 18. Коммутационные соот¬
ношения: [e1,e2] = e4, [e1,e3] = e5, [e2,e3] = e6. 
Тогда Z = g1 = {e4, e5, e6}, g2 = g. Согласно ре¬
зультатам [7], данная алгебра имеет три симплек-
тических структуры: 
U1(X) = e1 A e6 + Xe2 A e5 + (X - 1) e3 A e4, 

X = 0, 1, 

u2(X)=e1 A e5+Xe1 A e6-Xe2 A e5+e2 A e6-2Xe3 A e4, 
X = 0, 

U3 = -e1 A e6 + e2 A e5 + 2e3 A e4 + e3 A e5. 
Это алгебра Ли M3 в классификации Магнина 
[10]. Поэтому для нахождения комплексных струк¬
тур, согласованных с симплектическими форма¬
ми воспользуемся результатами работы [10], где 
найдены в явном виде комплексные структуры на 
данной группе Ли. Укажем только такие псевдок-
элеровы структуры, от параметров которых зави¬
сит тензор кривизны. 

1. П е р в ы й с л у ч а й . Симплектическая струк¬
тура: и1 = e1 A e6 + Xe2 A e5 + (X - 1)e3 A e4. 
В этом случае согласованные комплексные струк¬
туры существуют только при X = - 1 , т. е. для 
и1 = e1 A e6 - e2 A e5 - 2 e3 A e4. Получаем следу¬
ющую полуканоническую комплексную структуру 
J и псевдокэлерову метрику g = и О J: 

J1 (e2) = ф12 e1 - ф11 e2, 

J1(e4) = ф34 e3 - ф33 e4, 
J1 (e6) = ф12 e5 - ф11 e6. 

Ненулевые компоненты тензора Римана: 

Rl2,1 = - 2ф34ф1++ф21), Rl2,2 = -2ф11ф34, 
R5,2,2 = 2 ф 2ф34, R5,2, = 2 ф ф34. П о с л е о п у с ¬

кания верхнего индекса получаем одну ненулевую 
компоненту, R ,2, ,2 = 2ф34. Полагая ф34 = a, 
ф 2 = 1 , ф = 0 и ф33 = 0, получаем кано¬
ническую псевдокэлерову структуру кривизны 
R ,2, ,2 = 2 a на алгебре Ли (h 8, и ): 

б5. 

g 

2. В т о р о й с л у ч а й . Симплектическая струк¬
тура: и2 = e A e5 + e2 A e6 + Xe A e6 - Xe2 A e5 -
- 2Xe3Ae4. Из условий интегрируемости и согласо¬
ванности следует, в частности, что ф 2

2 = 1. Берем 

=e , J1(e4) = a e3, J1 (e6) = 

0 0 0 0 - 1 0 

0 0 0 0 0 - 1 

0 0 2 a - 1 0 0 0 

0 0 0 2a 0 0 
- 1 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 

g 
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случай ф 2 = 1 . Тогда семейство согласованных 
комплексных структур принимает вид: 

J2(e2) = e , 

J2(e4) = ф34 e3 - ф33 e4, 
J2 ( e6) = e5. 

Ненулевые 
R6 2,2 
R 5 , 

2Аф 34  
A 2 + 1 ' 

2 А 2 ф 3 

компоненты тензора 
? 6 _ 2 А 2 ф 34 j)5 

Римана: 
2Аф 34  
A 2 + 1 , Т>6 2A ф34 7->5 

R1,2,1 = A2 + 1 , R1,2,1 
22 = х 2 + 1 . После опускания индекса получа­

ем одну ненулевую компоненту, R1t2,1,2 = 2Xil!34. 
Полагая ф34 = a и ф33 = 0, получаем кано¬
ническую псевдокэлерову структуру кривизны 
R1,2,1,2 = 2aX на алгебре Ли (h18, и2): 

J2 (e2~) = e1, J2(e4) = ae3, J2(e6) e5. 

g2 

0 0 0 0 X 
0 0 0 0 1 
0 0 2 A 

a 0 0 
0 0 0 2Xa 0 
X 1 0 0 0 

1 X 0 0 0 

1 
X 

0 
0 
0 
0 

e A e6 + e2 A e5 + 2e3 A e4 + e3 A e5. 
3. Т р е т и й с л у ч а й . 
и3 = e 1 

В этом случае согласованная комплексная струк¬
тура принимает вид: 

J3 (e1) = ф-61eз, 

J3(e2) = -33 ф46 e1 - ф-

5

1e4 + ф-

5

1e5, 
J3(e3) = -ф46 e1, 

J3(e4) = 3 ф25 e2 - 9 ф25 e3 + 2 ф-61e6, 
J3(e5) = ф25 e2 - 3 ф25 e3 + ф-6e6, 
J3(e6) = ф46 e4 - 3 ф46 e5. 
Первый J-инвариантный идеал a1(J) порож­

ден векторами e6j и 4[!46e4 - 3i[!46e5. 
Ненулевые компоненты тензора Римана: 

R61 2,1 
R15

6 

R16,3, 

6ф25 
ф46 

R15 2,2 
2,3 

54ф46ф25 
4 18ф46ф25, R4,2,3 = -6ф46ф25, 

R14 

R15, 

1 
2,2 

2 ф 4 б 5 , R1A2 = 18ф46ф25, 
18ф46ф25, R14,3,2 = -6ф46ф25, 

ф ф . ,3,3 6ф46ф25, R14,3,3 = -2ф46ф25. 

После опускания индекса получаем три нену¬
левых компоненты кривизны: R 1 , 2 , 1 , 3 = 6ф25, 
R1,3,1,3 = 2ф25, R1,2,1,2 = 18ф25. 

Полагая ф25 = a и ф46 = 1, получаем кано¬
ническую псевдокэлерову метрику на алгебре Ли 
(h18,u3): 

Г 0 0 0 -2 -1 0 
0 2a-1 0 0 0 -3 
0 0 0 0 0 -1 

-2 0 0 18a 6a 0 
-1 0 0 6a 2a 0 
0 3 1 0 0 0 

g3 

13. А л г е б р а Л и h 23. Коммутационные соот¬
ношения: [e1, e2] = e5, [e1, e3] = e6. Имеется [7] три 
различных симплектических структуры: 

и1 = e1 A e6 + e2 A e5 + e3 A e4, 
и2 = e1 A e4 + e2 A e6 + e3 A e5 и 
и3 = e1 A e4 + e2 A e6 - e3 A e5. 
Д л я первых двух симплектических структур 

не существует согласованных комплексных струк¬
тур. Д л я третьей симплектической структуры и3 

существует семейство согласованных комплекс¬
ных структур, зависящих от нескольких парамет¬
ров. Будет удобно перенумеровать базисные век¬
торы следующим образом: e2 := e1 , e3 := -e2, 
e1 := e3, тогда [e1, e3] = -e5, [e2,e3] = e6 и 

и3 = e1 A e6 + e2 A e5 + e3 A e4. 
Легко видеть, что данная алгебра Ли получа¬

ется из R 4 = R{e1,e2,e5,e6} полупрямым произ­
ведением с Re3 и затем прямым произведением с 
R e 4 , g 2 3 = R4 х Re3 х Re4. 

Семейство комплексных структур, параметры 
которого влияют на кривизну, действует на ин¬
вариантных площадках {e1, e2}, {e3, e4} и {e5, e6} 
следующим образом: 

J ( e 2 ) = ф12 e1 - ф11 e2, 

J(e4) = ф34 e3 - ф33 e4, 
J ( e 6 ) = -ф12 e5 - ф11 e6. 

Тензор кривизны зависит от четырех пара-
метров 

ненты: 
5 

и имеет 
6 

следующие ненулевые 

R1,2,1 = ф 3 4 ф + 2 ф 1 1 ) , R1,2,1 = ф11ф34, 
R1

5

 2 2 = ф12ф34. После опускания индекса оста¬
ется одна компонента R1 2 1 2 = -ф34. 

Полагая ф34 = -a, ф12 = 1, ф11 = 0 и ф33 = 0, 
получаем каноническую псевдокэлерову структу¬
ру кривизны R1 2 1 2 = a: 

J (e6) = -e5. J(e2 ) e1 , J(e4) = - a e3, 

0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 -1 
0 0 a-1 0 0 0 

g= 0 0 0 a 0 0 
1 0 0 0 0 0 
0 -1 0 0 0 0 

Строение однород-
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УДК 514.76.2 

Г Е О М Е Т Р И Я М Н О Г О О Б Р А З И Й Р И М А Н А - К А Р Т А Н А 
С. Е. Степанов, И. А. Гордеева 

G E O M E T R Y O F R I E M A N N - C A R T A N M A N I F O L D S 
S. E. Stepanov, I. A. Gordeeva 

Пространство Римана-Картана - это триплет (M, g, V), где (M, g) - риманово n-мерное (n > 2) 
многообразие с линейной связностью V с ненулевым тензором кручения S, такой, что Vg = 0. 
Рассматриваются свойства псевдокиллинговых и псевдогармонических векторных полей на многооб¬
разиях ( M, g, V) различных классов, а также теоремы исчезновения данных векторных полей. 

A Riemann-Cartan manifold is a triple (M,g, V), where (M,g) is a Riemannian n-dimensional (n > 2) 
manifold with linear connection V having nonzero torsion S such that Vg = 0. We consider properties of 
pseudo-Killing and pseudo-garmonic vector fields on some classes of these manifolds and vanishes theorems 
as corollaries of these properties 

Ключевые слова: многообразие Римана-Картана, связность с кручением, многообразие Вейтцен-
бока, псевдокиллинговы и псевдогармонические векторные поля. 

Keywords: Riemann-Cartan manifold, linear connection, torsion, Weitzenbock manifold, pseudo-Killing 
and pseudo-garmonic vector fields. 

1. Введение 

Пространства Римана-Картана относятся к 
метрически-аффинным пространствам. Начало 
теории метрически-аффинных пространств было 
положено Э. Картаном в 1922 году (см. [8]), кото¬
рый предложил вместо связности Леви-Чивита V 
в G R T (сокращенное от General Relativity Theory) 
рассматривать несимметричную линейную связ¬
ность V, обладающую свойством метричности 
Vg = 0. В результате пространство-время полу¬
чало в дополнение к кривизне еще и ненулевое 
кручение S. Впоследствии в 1924 и 1925 годах 
им было опубликовано еще две работы (см. [9] 
и [10]) в развитие своей теории, которая получи¬
ла в дальнейшем название Einstein-Cartan Theory 

of Gravity или сокращенно E C T (см., напр., [4]; 
[41]). Идея Э. Картана о несимметрической мет¬
рической связности почти сразу нашла отражение 
в известных монографиях по дифференциальной 
геометрии первой половины прошлого века (см. 
[12]; [13]; [61]; [62] и др.) . 

Вплоть до начала 60-х годов предложение 
Э. Картана о применении несимметрической мет¬
рической связности в G R T не находила поддержки 
у физиков-теоретиков. Толчком к изучению Е С Т 
послужили работы T. Кибла (см. [23]) и Д. Сци-
ямы (см. [36]), которые независимо друг от друга 
установили связь между кручением S связности V 
и спин тензором материи s (spin tensor of matter). 
Впоследствии были найдены и другие физические 
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приложения E C T (см., напр., [30] и [35] и др.) . Так, 
например, установлено (см., [27]), что кручение S 
зависит от квантовых свойств материи, и посколь¬
ку кручение является частью метрической связно¬
сти V, то и сама связность V, следовательно, за¬
висит от квантовых свойств материи. 

Впоследствии теория Эйнштейна-Картана бы¬
ла обобщена (см. [19]) за счет снятия требова¬
ния метричности для линейной связности V . Но­
вая теория получила название Metric-Affine Gauge 
Theory of Gravity, или сокращенно M A G (см. [21]; 
[41]). 

Число работ, опубликованных в рамках Е С Т 
и M A G исчисляется уже сотнями, причем опуб¬
ликованные результаты имеют в большей степе¬
ни прикладной физический характер (см. обзоры 
[18]; [21]; [22]; [32]). Все исходные формулы новой 
теории были позаимствованы физиками из работ 
Э. Картана вместе с его методом, который сей¬
час так и называется "метод внешних форм Кар-
тана"(см. [65]). Также нетрудно проследить заим¬
ствования и из монографий по дифференциаль¬
ной геометрии, например, из классических моно¬
графий И. Схоутена и Д. Стройка (см. [61]; [62]; 
[63]), изложение в которых ведется на тензорном 
языке. В итоге современные теории Е С Т и M A G 
излагаются на довольно причудливом языке, ко¬
торый соединяет в себе методы внешних форм и 
тензорного анализа одновременно. 

В этом контексте характерна работа Мак 
Креа (см. [26]), где были выведены неприводи¬
мые относительно действия псевдоортогональной 
группы O(q) разложения тензоров неметричности 
Q = -V g, кручения S и кривизны R связности V , 
основные соотношения на которые были приведе¬
ны еще в монографии И. Схоутена и Д . Стройка 
(см. [61]). Более того, идею своей статьи Мак Креа 
также позаимствовал из дифференциальной гео¬
метрии, где уже давно и хорошо известны непри¬
водимые разложения тензоров кривизны R рима-
нова и келерова многообразий, что нашло отраже¬
ние уже и в монографиях (см. [20]; [24]; [49]и др.) . 

Другой результат Мак Креа о неприводимом 
разложении тензора кручения S является про¬
стым следствием более общего результата (см. 
[49], доклад X V I ) о поточечно 0^) -неприводимом 
разложении соответствующего тензорного рассло¬
ения T*M (g> K2M, гладким сечением которого и 
является S. 

Воспользовавшись результатом Мак Креа, це¬
лый коллектив авторов (см. [7]), так же, как это 
делалось не раз в римановой геометрии, но по дру¬
гим поводам (см. [48] стр. 585-620; [16]; [17]; [42] 
и др.) , за счет последовательного попарного об¬
ращения в нуль неприводимых компонент разло¬
жения тензора кручения S выделил 4 класса про¬
странств (M, g, V) и провел систематизацию ре¬
зультатов, полученных в рамках Е С Т для четы¬
рехмерного пространства (M,g, V). При этом ав-

торами был учтен тот факт, что при задании ло¬
кальной ориентации многообразия оператор Ход­
ж а * : ApM — An-pM, который на многообразии 
в размерности n переводит внешние р-формы во 
внешние (n - р)-формы, действует в размерности 
4 на внешних 2-формах, определяя естественное 
разложение A2M = А2_ M © Л+M для представле­
ния группы SO(q), где А\M - пространства соб¬
ственных 2-форм оператора Ходжа, соответству¬
ющие собственным значениям +1 или - 1 . В ито¬
ге вместо трех неприводимых компонент разложе¬
ния, которые имеются у тензора S в размерностях 
n не равных 4, в размерности n = 4 их уже четыре. 

Заметим здесь, что если последовательно при¬
менять отработанную в геометрии методику клас¬
сификации (см. [48] стр. 585-620; [16]; [17]; [42]; 
и др.) , то вместо выделенных трех классов, в 
реальности получается 14 классов пространств 
(M,g, V). 

На контрасте со все увеличивающимся пото¬
ком работ физиков, геометры к настоящему вре¬
мени почти потеряли интерес к теории, основы 
которой заложил еще в двадцатых годах про¬
шлого века известный геометр Э. Картан. Наи¬
более яркими и, к сожалению, последними ре¬
зультатами геометрии пространств (M, g, V) яв¬
ляются результаты Л. Ванхекке и Ф. Тричерри 
по геометрии многообразий с однородной струк¬
турой (см. [42]). В принятой современной фи¬
зикой терминологии (см. [14]; [20]) эта теория 
относится к Riemann-Cartan Theory, сокращенно 
R C T . Геометрия Римана-Картана - это геометрия 
метрически-аффинного пространства (M, g, V) с 
(псевдо)римановой метрикой g и линейной связ¬
ностью V с ненулевым кручением S, такой, что 
Q = 0. Но, в отличие от общей теории метрически-
аффинных пространств, Л. Ванхекке и Ф. Тричер-
ри (см. [42]) накладывали на (M,g, V) дополни­
тельные условия в виде VR = 0 и VT = 0, кото¬
рые, согласно теореме Амброуза-Зингера (см. [2]), 
вместе с условием Vg = 0 дают критерий однород¬
ности риманова многообразия ( M, g). Доказав тео¬
рему о неприводимом относительно действия ор¬
тогональной группы разложении тензора дефор¬
мации T = V - V, они, так же, как и в рабо¬
тах [16]; [17]; [42] и др.) , перешли к классифика¬
ции многообразий (M, g, V) с однородной структу¬
рой (см. [43]). В этой и последующих работах ими 
была изучена геометрия пространств из выделен¬
ных классов. Итоги исследований авторы подвели 
в монографии [42]. Отметим, что Л. Ванхекке и Ф. 
Тричерри как особый случай рассмотрели класси¬
фикацию в размерности n = 4 (см. [44]). 

Следует заметить, что результат Л. Ванхекке 
и Ф. Тричерри о неприводимом разложении тен¬
зора деформации T = V - V является простым 
следствием более общего результата (см. [49], до¬
клад X V I ) о поточечно 0^) -неприводимом разло¬
жении соответствующего тензорного расслоения 
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Л2 M ® T* M, гладким сечением которого и явля¬
ется тензор T. 

К а к это показано автором (см. [54]), класси¬
фикация Л. Ванхекке и Ф. Тричерри равносиль¬
на классификации, полученной на основе неприво¬
димого разложения тензора кручения S, притом, 
что последняя не предполагает обращения в нуль 

тензора неметричности Q, а потому является бо¬
лее общей и, следовательно, включает классифи¬
кацию Л. Ванхекке и Ф. Тричерри. 

Классификация различных типов изучаемых 
сейчас метрически-аффинных пространств в рам¬
ках M A G представлена составленной нами следу¬
ющей диаграммой: 

С большой степенью допущения к R C T мож¬
но отнести и теорию статистических многообразий 
(см. [3], с. 163 - 216), которые принято обозначать 
так же, как и метрически-аффинные пространства 
триплетами (M, g, V), где g - положительно опре­
деленная метрика, S = 0 и Sym Q = Q. Теория 
статистических многообразий нашла свое отраже¬
ние в десятках статей и серии монографий (см. об 
этом в [11]). 

Из всех видов аффинно-метрических про¬
странств (M, g, V) в геометрии последовательно 
в течение длительного времени изучались только 
четверть-симметрические метрические простран¬
ства и их частный вид полусимметрические мет¬
рические пространства (см. [5]; [28]; [29]; [37]; 
[39]; [46] и др.) . Четверть-симметрические метри¬
ческие пространства существуют в рамках R C T 
и E C T и выделяются дополнительным условием 
T(X, Y) := U(X)p(Y) - V(Y)p(X) - g(U(X), Y)Z, 
где g(U(X),Y) = (Sym F)(X,Y), g(V(X),Y) = 
= (Alt F)(X,Y) для некоторого ковариантного 
2-тензора F и p(X) := g(Z,X). Полусимметриче¬
ские метрические пространства определяются, в 
свою очередь, условием T(X, Y) = U(Y)X -
- U( X)Y для любых векторных полей X, Y и Z 
на M. Они были введены в рассмотрение К. Яно 
(см. [46]) и продолжают вызывать интерес иссле-

дователей вплоть до последнего времени (см., на¬
пример, [45]; [47]). 

Геометрия "в целом"метрически-аффинных 
пространств застыла на результатах K . Яно, 
C. Бохнера и C. Гольдберга (см. [6]; [15]; 
[66]) середины прошлого века. В их работах в 
рамках R C T доказывались "теоремы исчезно-
вения"(vanishing theorems) для псевдокиллинго-
вых и псевдогармонических векторных полей и 
тензоров на компактных многообразиях Римана-
Картана (M, g, V) c положительно определенным 
метрическим тензором g, выделяемых следующим 
условием trace S = 0 на тензор кручения S связ­
ности V . Д а ж е несмотря на последующие попыт¬
ки обобщения их результатов за счет введения в 
рассмотрение компактных метрически-аффинных 
пространств с границей (см. [25]; [33]), это по-
прежнему было доказательство тех же теорем ис¬
чезновения для тех же векторных полей и тензо¬
ров. 

При этом сформулированные в "теоремах ис¬
чезновения" (vanishing theorems) условия препят¬
ствия существованию псевдокиллинговых и псев¬
догармонических векторных полей и тензоров по¬
ражают своей громоздкостью, в отличие от анало¬
гичных теорем для киллинговых и гармонических 
векторных полей и тензоров на римановых мно-
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гообразиях (см. [66]). Упрощения условий препят¬
ствия удавалось достичь только для случая много¬
образий Римана-Картана (M, g, V) с антисиммет­
ричным тензором кручения S связности V . 

Нам удалось наметить пути модернизации 
этой техники, при этом первые полученные ре¬
зультаты, анонсированные на Международной 
конференции "Геометрия в Одессе - 2008"и на 
Международной конференции по дифференциаль¬
ным уравнениям и динамическим системам в Суз¬
дале в 2008 году, имеют геометрически содержа¬
тельный и компактный вид (см. [50] и [51]). В 
дальнейшем нами была продолжена работа по изу¬
чению свойств псевдокиллинговых и псевдогар¬
монических векторных полей на многообразиях 
Римана-Картана различных классов. Полученные 
нами результаты изложены в работах [52] и [53]. 

2. Многообразия Римана-Картана 

2.1. О п р е д е л е н и е . Под многообразием Римана-
Картана будем понимать триплет (M,g, V), где 
пара (M, g) - (псевдо)риманово n-мерное (n > 2) 
многообразие и V - линейная связность, обладаю­
щая ненулевым кручением S, такая, что Vg = 0. 

Поскольку на многообразии Римана-Картана 
(M, g, V) помимо связности V существует связ­
ность Леви-Чивита V , однозначно присоединяе­
мая к метрике g, то на (M, g, V) однозначно опре­
деляется тензорное поле T = V - V, которое, со¬
гласно предположению 

(VX g)(Y,Z ) = 

= -g(T(X, Y), Z) - g(T(X, Z), Y) = 0, (2.1) 

является гладким сечением тензорного расслоения 
TM (E) A2M. Из формулы непосредственно выво¬
дим: 

g(T(Y,Z),X)= 

= g(S(X, Y), Z) + g(S(X, Z), Y) + g(S(Y, Z), X) 
(2.2) 

для тензора кручения 

S(X,Y ) = \(T (X, Y) - T (Y, X)). (2.3) 

Здесь и в дальнейшем X, Y, Z - произвольные 
гладкие векторные поля на M. При этом из (2.2) 
следует: 

2 trace S = trace T, (2.4) 

где (trace S)X := g(S(ei,X),ei) и (trace T)X := 
= T(ei,X,ei) для ортонормированного базиса 
{e1,..., en} касательного пространства TxM в про­
извольной точке x € M. 

В локальных координатах x1,...,xn произ­
вольной карты (U, <р) многообразия M тензор кри¬
визны R связности V имеет следующие компонен¬
ты (см. [60], стр. 130): 

Rijk = 

R l + V T T l Y 7 T l + T lT m T m 

Rijk ~r V iT jk Vj Tik ^ Tim Tjk T jm T ik , 

(2.5) 
где Rijk и Tjk - локальные компоненты тензоров 
кривизны связности Леви-Чивита V и деформа¬
ции T = V - V и i,j,k,l,m = 1,... ,n. 

Условие метричности Vg = 0 связности V при¬
водит (см. [66], стр. 79 русского перевода) к следу¬
ющим свойствам симметрии: 

Rijkl Rijlk; Rijkl Rjikl (2.6) 

для компонент Rijkl = glmRij^1 тензора R b , ас­
социированного с тензором кривизны R связности 
V . При этом тождествам Бианки, коим подчиняет¬
ся тензор римановой кривизны, тензор R не удо¬
влетворяет. Таким образом, справедлива 

Л е м м а 2.1. Тензор Rb связности V много¬
образия Римана-Картана является гладким сече¬
нием тензорного расслоения Л2 M <g) Л2 M. 

Тензор Риччи Ric связности V имеет следую­
щие компоненты (см. [60], стр. 151): 

Ricij := 

= R i c i j + V k Tij k - V i T k j k + Tklk Tijl - TikTlj k , 

(2.7) 
где Ricij - локальные компоненты тензора Риччи 
связности Леви-Чивита V. Очевидно, что тензор 
Риччи Ric не является симметричным. 

Приведем две различные классификации мно¬
гообразий Римана-Картана. 

2.2. П е р в ы й способ к л а с с и ф и к а ц и и мно­
г о о б р а з и й Р и м а н а - К а р т а н а . Тензор кручения 
S связности V является гладким сечением тензор­
ного расслоения Л2M (g> TM. В свою очередь, для 
тензорного расслоения A2M (g> T*M, согласно тео­
реме Ж . - П . Бургиньена, имеет место поточечно 
0(n, И.)-неприводимое разложение 

Л2M ® T*M = р1 (M) © P2(M) © P3(M), 

где p1(M) = Л3M и р2 (M) = (C°°M • g) A T* M. 
При этом ортогональные проекции на компоненты 
этого разложения определяются равенствами (см., 
напр., [38]): 

( 1 ) Sb(X,Y,Z) := (PTMM)S)(X,Y,Z) = 

= 3-1(Sb(X, Y, Z) + Sb(Y, Z, X) + Sb(Z, X, Y)); 

( 2 ) Sb(X,Y,Z) := (PrP2(M)S)(X,Y,Z) = 

= g(X,Z)6(Y) - g(Y,Z)6(X); 

( 3 ) Sb(X,Y,Z) := (Prm(M)S)(X,Y,Z) = 

= Sb (X, Y, Z) S(X,Y,Z) - ( 2 ) S (X, Y, Z), 

где Sb(X,Y,Z) := g(S(X,Y),Z) и в := (n 
1)-1trace S. 
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Будем говорить, что многообразие Римана-
Картана (M, g, V), равно как и его присоединенная 
связность V , принадлежат классу ра или ра © рр 
для а, в = 1, 2, 3 и а < в, если в каждой точке x € 

M тензор Sъ является сечением соответствующего 
тензорного расслоения pa(M) или pa(M)©рр(M). 
Составим классификационную диаграмму вклю¬
чений: 

Будем полагать V € р1, если Sx € Л3(TxM) 
для всех x € M. Такие связности рассматривал 
К. Яно (см. [66], стр. 78-92) с целью расширения 
области применения "техники Бохнера"и им же 
было доказано, что связности V € р1 естествен¬
ным образом возникают в пространстве полупро¬
стой группы Ли (см. там же) . 

Будем полагать V € р2, если Sx € (Rgx) AT*M 
для всех x € M, или подробнее (2)Sb (X,Y,Z) = 
= g(X, Z)e(Y) - g(Y, Z)e(X), где Sb(X, Y, Z) := 
= g(S(X, Y), Z) и в := (n - trace S для любых 
X,Y, Z € TM. Этот класс состоит из полусиммет­
рических метрических связностей (см. [46]). 

Следующие классы несимметрических метри¬
ческих связностей не были исследованы: 

1) V € р3, что означает (1)S = 0 и (2)S = 0 или 

S b(Z, X, Y) + S b(X, Y, Z) + S b(Y, Z, X )=0 и 

(trace S)X := g(S(ei, X), ei) = 0; 

2) V € р2 © р3, что означает (1)S = 0 или 

Sb(Z, X, Y) + Sb(X, Y,Z) + Sb(Y, Z, X)=0; 

3) V € р1 © р2, что означает (3)S = 0 
или Sb(X,Y,Z) = (AltS b)(X,Y,Z) + 
+ n-l((trace S)(Y)g(X,Z) - (trace S)(X)g(Y,Z)), 
что равносильно следующим соотношениям 

Sb(X,Y,Z)+ Sb(X, Z,Y) = 

= (n - 1)-1(g(X, Z)(trace S)(Y)-

-2g(Y, Z)(trace S)(X) - g(X,Y)(trace S)(Z)); 

4) V € р1 © р3, что означает (2)S = 0 или 

(trace S)X := g(Sb(ei, X), ei) = 0. 

2.3. В т о р о й способ к л а с с и ф и к а ц и и мно¬
г о о б р а з и й Р и м а н а - К а р т а н а . Тензор дефор¬
мации Тъ является гладким сечением тензор¬
ного расслоения T* M < Л2 M согласно теореме 

Ж . П. Бургиньена. Д л я тензорного расслоения 
T* M < Л2 M, согласно теореме Ж . П. Бургинье-
на, имеет место поточечно 0(n, И.)-неприводимое 
разложение 

T*M ® Л2M ^ ^1(M) © ^2(M) © ^3(M), 

где Z^M) = Л3M и Z2(M) = T*M A (C°°M • g). 
При этом ортогональные проекции на компоненты 
этого разложения определяются равенствами (см., 
напр., [38]): 

( 1 ) Tb(X,Y,Z) := (PT^M)T)(X,Y,Z) = 

= 33-1(Tb(X,Y,Z)+ Tъ (Y, Z, X) + Tb(Z, X, Y)); 

( 2 ) Tb(X,Y,Z) := (PT^2(M)T)(X,Y,Z) = 

= g(X,Y )U(Z ) - g(X,Z )U(Y ); 

( 3 ) Tb(X,Y,Z) := (PT^M)T)(X,Y,Z) = 

= Tb(X, Y, Z) T(X, Y, Z) - ( 2 ) T(X, Y, Z), 

где T b(X,Y,Z) := g(T (X, Y), Z) и 
и := (n - 1)-1trace T. 

Будем говорить, что многообразие Римана-
Картана (M, g, V), равно как и его присоединенная 
связность V , принадлежат классу Za или Za © 
для а, в = 1,2,3 и а < в, если в каждой точ­
ке x € M тензор Тъ является сечением соот­
ветствующего тензорного расслоения Qa(M) или 
Qa(M ) ©Qp (M ). 

Пространства ^2M ® Т*M и Т*M ® ̂ 2M, как 
и их неприводимые компоненты, изоморфны. Бо¬
лее того, связности V классов pa(M) и Qa(M), 
ра(M) © рр(M) и Qa(M) © Qp(M) для а, в = 1, 2, 3 
и а < в совпадают (см. [54]), а потому две эти 
классификации равносильны. 
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3. Примеры многообразий Римана-
Картана 

3.1. О д н о р о д н ы е р и м а н о в ы м н о г о о б р а з и я . 
Рассмотрим однородное риманово многообразие 
(M, g) , т. е. связное риманово многообразие (M, g), 
чья группа изометрий, т. е. преобразований, сохра¬
няющих метрический тензор g, транзитивна. 

Известно (см. [58], стр. 170), что каждое одно¬
родное риманово многообразие является полным. 
С другой стороны, согласно теореме Амброуза-
Зингера (см. [2]), связное полное риманово много¬
образие ( M, g) будет однородным тогда и только 
тогда, когда на нем можно задать тензорное по¬
ле T, как гладкое сечение тензорного расслоения 
TM (Е) Л2M, такое, что VR = 0 и VT = 0 для 
связности V = V + Т. Из равенства (2.1) следует, 
что в этом случае Vg = 0, а потому однородное 
риманово многообразие является примером мно¬
гообразия Римана-Картана (M,g, V). Общую тео¬
рию однородных римановых многообразий и мно¬
гочисленные примеры можно найти, например, в 
монографиях [48]; [59] и др. 

3.2. П о ч т и э р м и т о в ы м н о г о о б р а з и я . В ка¬
честве второго примера рассмотрим почти эрми-
товое многообразие ([59], стр. 139), которое опре¬
деляется как триплет ( M, g, J) , где пара ( M, g) -
риманово 2т-мерное многообразие с почти ком¬
плексной структурой J, которая является гладким 
сечением тензорного расслоения TM < T*M, сов¬
местимой с метрикой g, т. е. J2 = \с\м и g(J, J) = g. 
Непосредственно проверяется, что Vg = 0 для 
связности V = V + VJ. Известна классификация 
почти эрмитовых многообразий (см. [17]), которая 
основана на поточечно U(т)-неприводимом разло­
жении тензорного поля V Q , где Q(X,Y) := 
= g(X, JY) - фундаментальная 2-форма почти эр­
митова многообразия (M,g,J) (см. [59], стр. 139). 
Перечислим некоторые из классов почти эрмито¬
вых многообразий вместе с тождествами, их ха¬
рактеризующими. 

Почти семи-келеровы многообразия выделя¬
ются условием trace VJ = 0 и представляют при¬
мер многообразий Римана-Картана класса Q1 © Q3 
или соответственно р1 © р3. 

Почти-келеровы многообразия выделяются 
условием dQ = 0 и представляют пример много¬
образий Римана-Картана класса Q2 © Q3 или соот¬
ветственно р2 © р3. 

Приближенно келеровы многообразия выделя­
ются условием dQ = 3VQ и представляют пример 
многообразий Римана-Картана класса Q1 или со¬
ответственно р1 . 

3.3. П р и м е р Э. К а р т а н а . Рассмотрим при¬
мер Э. Картана (см. [9]) многообразия с несим¬
метрической метрической связностью. Пусть S2-
сфера радиуса R без полюсов евклидова простран¬
ства E 3 , - долгота и £2 - широта точки сфе¬
ры, тогда первая квадратичная форма сферы име-

ет вид: ds2 = R2((cos2£2)d£1 ® d^1 + d£2 ® d£2), 
а метрический тензор g имеет компоненты: 
gn = R2cos2£2, g22 = R2, gv2 = g21 = 0. Тогда век­
торы X1 = {(Rcos£2)-1;0} и X2 = {0,R-1} будут 
единичными векторами в направлении "востока"и 
"севера". Полагаем, что в некоторой связности V 
векторы X1 и X2 переносятся параллельно вдоль 
любого направления на сфере, т. е. VkXj = 

= dkXjj + тсЬёTjk1 = 0 и VkX2j = dkX2j + RTjk2 = 0. 

При -п<£2<п отсюда последует: Г21 = -tg£2, 
а остальные символы Кристоффеля связности V 
равны нулю, т. е. = 0. При n = 2 тензор кри­
визны R обладает лишь одной существенной ком­
понентой R1212. Остальные компоненты Rijkl либо 
равны нулю, либо совпадают с ней с точностью до 
знака. А так как Г21 единственная компонента из 
всех Г, отличная от нуля, и производная от нее 
по £1 равна нулю, то R1212 = 0. Тогда все коэф­
фициенты Rkjl = 0 тензора кривизны R, а един¬
ственным отличным от нуля компонентом тензора 
кручения S будет = -S^ = i . tg£ 2 . 

Непосредственно проверяется выполнение 
условий Vg = 0. Воспользуемся известным со¬
отношением (см. [58], стр. 141) 

Vigjk = digjk - rijgpk - rikgjp 

и подставим в него компоненты метрического тен¬
зора g. 

V1gn = d1gn-rP11gp1-rPng1p = d1(R2 cos2£2) = 0, 

V2gn = d2gn - 2rP21g1p = 

= d2(R2cos2 £2) + 2tg£2R2cos2£2 = 0, 
V1g22 = d1g22 + 2rp2g2p = 81 (R2) = 0, 
V2g22 = d2g22 + 2rp2g2p = 8)2 (R2) = 0, 
V1g12 = V1g21 = V2g12 = V2g21 = 0. 

Таким образом, (S2,g, V) являет пример мно­
гообразия Римана-Картана (M,g, V). В допол¬
нение, если R = 0, тогда V носит название 
связности Вейтценбёка или абсолютного парал¬
лелизма. Многомерные обобщения пространства 
(S2, g, V) носят название пространств Вейтценбёка 
(см. [31]). 

Пространство Вейтценбёка или пространство 
абсолютного параллелизма (см. [1], [14], [31]) -
это пространство, которое допускает параллель¬
ное перенесение n произвольных векторных полей 
£ с локальными компонентами £(^1), £(2),..., £(n) по 
любой кривой, то есть V' k£(1) = Vk£,(2) = • • • = 
= Vk£(n) = 0. Дифференцируя и альтернируя по¬
следнее, получим условия интегрируемости, кото¬
рые являются тождествами Риччи (см. [60], стр. 

136) 

2V[jVk]£i = RRjkp£p - 2SjpkVP£(, 

которые дают 

%kp£p = 0. 
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Это условие должно удовлетворяться тождествен¬
но по отношению к выбору вектора £p. Отсюда сле¬
дует, что тензор кривизны равен нулю. И, обрат¬
но, если R = 0, то существует n линейно незави­
симых векторов £i, являющихся решениями урав­
нения Vk£(j) = 0. Таким образом, если матрица 
£(jj) невырождена, то пространство не имеет кри¬
визны. Если одновременно кручение также равно 
нулю, то пространство является плоским. 

4. Скалярная и полная скаляр­
ная кривизны многообразия Римана-
Картана. Теорема Грина 
4.1. Т е о р е м а Грина. Пусть M - ориентиро­
ванное n-мерное дифференцируемое многообра­
зие. n-форма и на M называется элементом объ­
ема, если u(d/dx1 ,...,d/dxn) > 0 для каждой 
ориентированной локальной системы координат 
x1 , . . . , xn. Д л я каждого векторного поля X на M 
с фиксированным элементом объема и диверген­
ция поля X, обозначаемая divX, есть функция на 
M, определяемая так: 

(divX )и = LX и, 

где L X - дифференцирование Ли в направлении 
X. Тогда справедлива теорема Грина 

Т е о р е м а 4.1. Пусть M - ориентированное 
компактное многообразие с фиксированным эле¬
ментом объема и = dv. Для любого векторного 
поля X на M имеем 

/ divXdv = 0. 
M 

На (псевдо)римановом многообразии (M, g) 
дивергенция произвольного гладкого векторного 
поля X находится по формуле div X = trace VX. 
При этом, если многообразие (M, g) компактное и 
ориентированное, то классическая теорема Грина 

M(div X)dv = 0 примет в этом случае вид 

/ trace(VX) dv = 0 (4.1) 
M 

для элемента объема dv = \J\det gldx1 A • • • A dxn, 
1 n 

найденного в локальных координатах x1 , . . . , x 
произвольной карты (U,tp) многообразия (M,g) 
(см. [58], стр. 259-260). Если на многообразии M 
наряду со связностью Леви-Чивита V задана ли¬
нейная связность V , вообще говоря, с кручением, 
то V = V+T и trace VX = trace VX + (trace T)X. 
Откуда на основании формулы (4.1) выводим: 

/ (trace VX - (trace S)X)dv = 0. (4.2) 
M 

Равенство (4.2) является теоремой Грина для 
компактного ориентированного многообразия 
Римана-Картана (M,g, V). 

4.2. С к а л я р н а я и полная скалярная кри¬
в и з н а м н о г о о б р а з и й Р и м а н а - К а р т а н а . Рас¬
смотрим далее многообразие Римана-Картана 
(M, g, V) с положительно определенным метри¬
ческим тензором g. Взяв за основу тензор кри¬
визны R несимметрической метрической связно­
сти V многообразия Римана-Картана (M, g, V) 
и, воспользовавшись тем фактом, что Rb € 
C°°(K2M ® K2M), построим скалярный инвари-

п 
ант s = g(R(ei,ej)ej,ei), который по ана-

i,j = 1 
логии со скалярной кривизной s риманова мно¬
гообразия ( M, g) (см. [48], стр. 65) назовем ска¬
лярной кривизной многообразия Римана-Картана 
(M,g, V). Хорошо известно, что несимметриче­
ский тензор Ric = traceR является тензором Рич-
чи линейной несимметрической связности V. Сле¬
довательно, мы можем записать следующее тож-

п 
дество s = Ric(ei, ei). В частности, для связно-

i=1  
сти Вейтценбока V мы имеем тождество s = 0. 

Зависимость между скалярными кривизнами 
s и s описывается в следующей лемме. 

Л е м м а 4.1. Скалярные кривизны s и s мно­
гообразия Римана-Картана (M, g, V) и риманова 
многообразия (M, g) связаны равенством 

s = s Т\\2 - ^ \ \ ( 2 ) Т \ \ 2 + 1 \\(3)Т\\2-

-2div(trace Тъ) (4.3) 

с неприводимыми компонентами (1)T, (2)T и (3)T 
тензора T. 

Кроме того, можно показать, что справедлива 
следующая 

Л е м м а 4.2. Скалярные кривизны s и s мно­
гообразия Римана-Картана (M, g, V) и риманова 
многообразия (M, g) связаны равенством 

s = s - \\(1)S\\2 - 2(n - 2)\\(2)S\\2 + 2\\(3)S\\2-

-4div(trace S}}) (4.4) 

с неприводимыми компонентами (1)S, (2)S и (3)S 
тензора S. 

Известно (см. [48], стр. 161), что полной ска¬
лярной кривизной компактного риманова много¬
образия (M, g) называется число s(M) := M s dv. 
По аналогии сформулируем определение пол¬
ной скалярной кривизны многообразия Римана-
Картана (M, g, V). 

О п р е д е л е н и е . На компактном многообразии 
Римана-Картана (M, g, V) число s(M) = M s dv 
обозначает его полную скалярную кривизну. 

Зависимость между полными скалярными 
кривизнами s(M) и s(M) компактных ориенти¬
рованных многообразий Римана (M, g) и Римана-
Картана (M, g, V) описывается следующей тео¬
ремой, которая является следствием лемм 4.1., 
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4.2. и теоремы Грина для многообразий Римана-
Картана. 

Т е о р е м а 4.2. Полные скалярные кривиз¬
ны s(M) и s(M) компактных ориентированных 
многообразий Римана (M, g) и Римана-Картана 
(M, g, V) связаны равенством 

s(M) = s(M )-

-j (\\(1)Т\\2 + ^ \ \ ( 2 ) Т \ \ 2 - 1 \\(3)Т\\2)dv. (4.5) 

Для компонентов тензора кручения данное урав¬
нение связи имеет вид: 

s(M) = s(M )-

- [ (\\(1)S\\2 +2(n - 2)\\(2)S\\2-2\\(3)S\\2)dv. (4.6) 
JM 

5. Характеристики многообразий 
Римана-Картана выделенных клас­
сов и теоремы исчезновения 

5.1. К л а с с Q 1 . Рассмотрим многообразие 
Римана-Картана (M,g, V) класса Q1, которое ха¬
рактеризуется условием (2)T = 0 и (3)T = 0 или 

ему равносильным 

S(X, Y, Z) = 

= 3-1(Sl\X,Y,Z)+ Slj(Y,Z,X)+ Slj(Z,X,Y)). 

Напомним, что пара связностей V и V = V + 
+ 2S называется (см. [60], стр. 129) взаимной. По¬
лагаем Sjk = 2-1(rjk - ~Tkj) для коэффициентов 

rjk связности V , найденных в локальной систе¬
ме координат x1 , . . . , x на M, тогда коэффици¬
ентами взаимных связностей будут rjk, и rjk = 
= rjk - 2Sjk,. Из них можно построить коэффици­
енты 2-1(rjk +r\j) средней связности V взаимной 
пары (см. там же) . 

Тогда справедлива 

Т е о р е м а 5.1. Для несимметрической метри¬
ческой связности V, заданной на римановом мно­
гообразии (M,g) со связностью Леви-Чивита V, 
следующие четыре условия равносильны: 

1. V€Q1; 
2. Tx € Л3(TX*M) для тензора деформации 

Т = V - V ; 

3. средняя связность V взаимной пары связ­
ностей V и V = V + 2S является метрической; 

4. геодезические линии связностей V и V сов¬
падают. 

Д л я многообразий данного класса справедли¬
ва 

Т е о р е м а 5.2. Скалярные кривизны s и s 
многообразий Римана (M, g) и Римана-Картана 

(M, g, V) класса Q1 связаны неравенством s > s, 
причем равенство возможно только в случае 
совпадения связности V со связностью Леви-
Чивита метрики g. 

С л е д с т в и е . На компактном ориентирован¬
ном римановом многообразии (M, g) с неотрица¬
тельно (соответственно положительно) опре¬
деленным тензором Риччи Ric не существу¬
ет несимметрической метрической связности 
V класса Q1 с положительно (соответствен¬
но неотрицательно) определенной квадратичной 
формой Ric(X,X) для тензора Риччи Ric связно­
сти V и любого гладкого векторного поля X. 

5.2. К л а с с Q2. Рассмотрим многообразие 
Римана-Картана (M, g, V) класса Q2 или, что 
равносильно, класса р2, которое характеризуется 
условиями (1)S = 0 и (3)S = 0. Д л я него справед¬
лива следующая 

Л е м м а 5.1. Связность V принадлежит 
классу р2 тогда и только тогда, когда ее тензор 
кручения удовлетворяет алгебраическому уравне¬
нию вида 

S(X,Y,Z) - S(X, Z,Y) + 

+g(X,Y)C(Z) - g(X,Z)C(Y) = 0 (5.1) 

для некоторой гладкой 1-формы C и произвольных 
гладких векторных полей X, Y и Z на M. 

Отметим здесь же, что метрическая связность 
V класса р2 в литературе (см. [5]; [28]; [46] и др.) 
называется еще полусимметрической. 

Рассмотрим многообразие Римана-Картана 
(M, g, V) класса Q2, которое характеризуется усло¬
вием (1)T = 0 и (3)T = 0. В этом случае справед¬
лива 

Т е о р е м а 5.3. Полные скалярные кривиз¬
ны s(M) и s(M) компактных ориентирован¬
ных многообразий Римана (M, g) и Римана-
Картана (M, g, V) класса Q2 связаны неравен­
ством s(M) > s(M), причем равенство возмож­
но только в случае совпадения связности V со 
связностью Леви-Чивита V метрики g. 

Зная определение скалярных кривизн s и s и 
учитывая положительную определенность метри¬
ки g, можем сформулировать 

С л е д с т в и е . На компактном ориентирован¬
ном римановом многообразии (M, g) с неотрица¬
тельно (соответственно положительно) опре¬
деленным тензором Риччи Ric не существу¬
ет несимметрической метрической связности 
V класса Q2 с положительно (соответствен¬
но неотрицательно) определенной квадратичной 
формой Ric(X,X) для тензора Риччи Ric связно¬
сти V и любого гладкого векторного поля X. 

5.3. К л а с с Q3. Рассмотрим теперь многообра¬
зие Римана-Картана (M, g, V) класса Q3, которое 
характеризуется условиями (1)T =(2) T = 0. По-
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следним можно придать вид следующих равенств: 

trace T = 0; 

T(X, Y, Z) + T(Y, Z, X) + T(Z, X, Y) = 0. 

В этом случае будет справедливой 

Т е о р е м а 5.4. Скалярные кривизны s и s 
многообразий Римана (M, g) и Римана-Картана 
(M,g, V) класса Q3 связаны неравенством s > s. 
Равенство возможно только, если присоединен¬
ная связность V совпадает со связностью Леви-
Чивита V метрики g. 

Здесь также будет справедливым 
С л е д с т в и е . На римановом многообразии 

( M, g) с неотрицательно (соответственно поло-
жительно)скалярной кривизной s не существу¬
ет несимметрической метрической связности 
V класса Q3 с отрицательно (соответствен¬
но неположительно) определенной квадратичной 
формой Ric(X,X) для тензора Риччи Ric связно­
сти V и любого гладкого векторного поля X. 

З а м е ч а н и е . С. Гольдберг, К. Яно и С. Бох-
нер, а также Ю . Кубо, Н. Рани и Н. Пракаш (см. 
[6]; [15]; [25]; [66] и [33]) доказывали свои "тео¬
ремы исчезновения"на компактных ориентиро¬
ванных многообразиях Римана-Картана (M, g, V), 
при условии, что div X = trace VX для произ¬
вольного гладкого векторного поля X. С учетом 
предложенных во втором параграфе классифика¬
ций можно констатировать, что это были многооб¬
разия класса Q1 © Q3 или, соответственно, класса 
р1 © р3. Это вызвано тем, что только для многооб¬
разий этиох классов можно записать теорему Грина 
в форме JM trace VX dv = 0. Именно последняя 
лежит в основе "техники Бохнера"для многообра¬
зий Римана-Картана (см. [66]). 

5.4. К л а с с Q1 ©Q2. Рассмотрим многообразие 
Римана-Картана (M, g, V) класса Q1 © Q2 или, что 
равносильно, класса р1 © р2, которое характери¬
зуется условием (3)S = 0. Д л я него нами доказана 
следующая 

Л е м м а 5.2. Связность V принадлежит 
классу р1 © р2 тогда и только тогда, когда ее 
тензор кручения удовлетворяет алгебраическому 
уравнению вида 

S(X, Y, Z) + S(X, Z, Y) = 

= g(X, Z)B(Y) + g(X, Y)B(Z) + g(Y, Z)A(X) 
(5.2) 

для некоторых гладких 1-форм A и B и произволь¬
ных гладких векторных полей X, Y и Z на M. 

Д л я многообразий данного класса справедли¬
вы 

Т е о р е м а 5.5. Многообразие Римана-Картана 
(M, g, V) класса Q1 © Q2 имеет общие изотроп¬
ные геодезические с псевдоримановым многобрази-
ем ( M, g) . 

Л е м м а 5.3. Полные скалярные кривизны 
s(M) и s(M) компактных ориентированных 
многообразий Римана (M, g) и Римана-Картана 
(M, g, V) класса Q1 © Q2 связаны неравенством 
s(M) < s(M). Для dimM > 3 равенство воз­
можно, когда связность V совпадает со связно¬
стью Леви-Чивита V метрики g, а для случая 
dimM = 2, когда связность V будет полусим¬
метрической. 

Очевидно, что для многообразия Римана-
Картана (M, g, V) со связностью Вейшденбёка 
класса Q1 © Q2 верно неравенство s(M) > 0. Сле¬
довательно, мы можем сформулировать 

С л е д с т в и е . Не существует связностей 
Вейтценбёка V класса Q1 © Q2 на римановом мно­
гообразии с s(M) < 0. 

Зная определение скалярных кривизн s и s и 
учитывая положительную определенность метри¬
ки g, можем сформулировать 

С л е д с т в и е . На компактном ориентирован¬
ном римановом многообразии (M, g) с неположи¬
тельно (соответственно отрицательно) опре¬
деленной скалярной кривизной s не существу¬
ет несимметрической метрической связности V 
класса Q1 © Q2 с положительно (соответствен¬
но неотрицательно) определенной квадратичной 
формой Ric(X,X) для тензора Риччи Ric связно­
сти V и любого гладкого векторного поля X. 

6. Псевдокиллинговы векторные 
поля на многообразии Римана-
Картана 

6.1. О п р е д е л е н и е . (см. [57], стр. 60-61) Уравне­
ния g = 0 или им равносильные 

g(Vx £,Y) + g(X, VY £) = 0 (61) 

характеризуют £ как киллинговое векторное поле 
или, по другой терминологии, инфинитезималь-
ную изометрию. 

Д л я связности V по аналогии с киллинговым 
векторным полем определим псевдокиллинговое 
векторное поле 

О п р е д е л е н и е . (см. [6]; [15] и [66], стр. 86) 
Уравнения 

g(Vx £,Y) + g(X, VY £) = 0 (6.2) 

служат определяющими для псевдокиллингова 
векторного поля £ пространства (M,g, V). 

Уравнения (6.2) можно записать в равносиль¬
ной им форме: 

(Leg)(X, Y) = T(X, Y, £) + T(Y, X, £). (6.3) 

З а м е ч а н и е . На многообразии Римана-
Картана (M,g, V) класса Q1, которое характе¬
ризуется условием T =(1) T или равносильным 
ему условием S =(1) S, где антисимметричны тен¬
зоры деформации T и кручения S , и на ко¬
тором сосредоточили свое внимание К. Яно и 
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С. Бохнер, псевдокиллинговое векторное поле £ 
является киллинговым, поскольку в этом случае 
(Lfg)(X,Y) = 0, как это последует из (6.3). 

В отличие от цитируемых выше работ [6], [15], 
[25], [33], [66], рассмотрим псевдокиллинговое век¬
торное поле £ на многообразии Римана-Картана 
(M,g, V) класса Q1 © Q2. В этом случае 

Т (X,Y,£) + Т (Y,X,£) = 

= 2g(X, Y)U(£) - g(Y, £)U(X) - g(X, £)U(Y) (6.4) 

и уравнение (6.3) предстанет в следующем виде: 
(Lf g)(X,Y ) = 

= 2g(X, Y)U(£) - e(Y)u(X) - e(X)U(Y), (6.5) 

где e(X) = g(£,X) и и = (n - 1)-1trace T для 
произвольного гладкого векторного поля X на M. 

Полагаем векторное поле £ неизотропным, то 
есть g(£, £) = 0, и введем в рассмотрение ор­
тогональное векторному полю £ гиперраспреде­
ление £^ : x € M — Xx € ker ex С TxM 
для всех x из области определения поля £ на 
многообразии (M,g, V). Из (6.5) тогда последует, 
что (Lf g)(X,Y) = 2g(X,Y )и(£) для произвольных 
гладких векторных полей X и Y распределения 
£-*-. Это равенство характеризует £ как инфини-
тезимальное (n - 1)-конформное преобразование 
(см. [40]) или, по другой терминологии, как инфи-
нитезимальное обобщенно-конформное преобразо¬
вание (см. [56]). К а к это доказано в [40], верно и 
обратное. А именно: каждое инфинитезимальное 
(n - 1)-конформное преобразование £ многообра¬
зия (M, g) задается уравнением вида (6.5). Дока¬
зана 

Т е о р е м а 6.1. Псевдокиллинговое (неизотроп¬
ное) векторное поле на многообразии Римана-
Картана (M, g, V) класса Q1 © Q2 или, что тоже 
самое, класса р1 © р2 является инфинитезималь-
ным (n - 1)-конформным преобразованием. 

С каждым гиперраспределением £^ ассоции­
руются тензор интегрируемости F^ и вторая 
фундаментальная форма , которые определя¬
ются из равенств (см. [34], стр. 148) 

g(FL(X,Y ),£):= g([X,Y],£); (6.6) 

g(QL(X,Y),£) := g(2-1(VxY + VYX),£) (6.7) 

для любых гладких векторных полей X и Y рас¬
пределения £-*-. На многообразии Римана-Картана 
(M, g, V) класса Q1©Q2 или, что то же самое, клас¬
са р1 © р2 равенство (6.7) принимает следующий 
вид 

g(Q^(X,Y ),£) = 

= g(2-1(VxY + VYX), £) + T(X, Y, £) + T(Y, X, £) 

для любых гладких векторных полей X и Y рас¬
пределения £^ и псевдокиллингова векторного по­
ля £. На основании (6.4) заключаем отсюда,что 

g(QL(X,Y ),£)=2g(X,Y )и(£). 

Это означает, что £^ - омбилическое распределе¬
ние (см. [34], стр. 151). Доказана 

Т е о р е м а 6.2. На многообразии Римана-
Картана (M,g, V) класса Q1 ©Q2 или, что то же 
самое, класса р1 © р2 гиперраспределение £^, ор¬
тогональное (неизотропному) псевдокиллингово-
му векторному полю £, является омбилическим. 

Тензор интегрируемости Fвообще говоря, 
не обращается в нуль на многообразии Римана-
Картана (M, g, V). Но возможен частный случай, 
который описывает 

Т е о р е м а 6.3. Пусть (M,g, V) - компакт­
ное ориентированное n-мерное (n > 3) многооб¬
разие Римана-Картана с положительно опреде¬
ленным метрическим тензором g принадлежит 
классу Q1 © Q2 или, что то же самое, классу 
р1 © р2. Если для псевдокиллингова векторного 
поля £ выполняется условие Ric(£, £) < 0, то 
гипераспределение £^ является интегрируемым 
с максимальными вполне геодезическими инте¬
гральными многообразиями, а метрическая фор¬
ма многообразия в локальной системе координат 
x1,.. . ,xn некоторой карты (U, <р) имеет вид: 

ds2 = 

=gab(x1, ...,xn-1)dxa®dxb+gnn(xl, ...,xn)dxn®dxn, 
(6.8) 

для a,b = 1,. .. ,n - 1. 

Далее рассмотрим псевдокиллингово вектор¬
ное поле £ на многообразии Римана-Картана 
(M,g, V) класса Q2, для которого, как было пока­
зано, присоединенная связность V - полусиммет¬
рическая. Справедлива 

Т е о р е м а 6.4. Если для заданного на компакт¬
ном многообразии Римана-Картана (M, g, V) 
класса Q2 псевдокиллингова векторного поля £ и 
тензора Риччи Ric присоединенной связности V 
выполняется условие Ric(£, £) < 0, то £ явля¬
ется торсообразующим векторным полем, гипер¬
распределение £^ - интегрируемым с максималь¬
ными омбилическими интегральными многообра¬
зиями, а метрическая форма многообразия в ло¬
кальной системе координат x1 , . . . , xn некоторой 
карты (U, <р) имеет вид: 

ds2 = a(x1,. .., xn)gab(x1, .. x n - 1 )dxa <g> dxb+ 

+gnn(x1,..., xn)dxn (g> dxn, (6.9) 

для a, b = 1 , . . . , n - 1 . 

6.2. Т е о р е м ы и с ч е з н о в е н и я д л я п с е в д о -
к и л л и н г о в ы х в е к т о р н ы х п о л е й . Пусть как и 
прежде многообразие Римана-Картана (M, g, V) 
имеет положительно определенный метрический 
тензор g. Теорема исчезновения для псевдо-
киллингова векторного поля на многообразии 
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Римана-Картана (M, g, V) класса Q 1 © Q2 или, что 
то же самое, класса р1 © р2 имеет следующий вид. 

Т е о р е м а 6.5. Пусть (M,g, V) - компактное 
ориентированное n-мерное (n > 3) многообразие 
Римана-Картана с положительно определенным 
метрическим тензором g принадлежит классу 
Q1 © Q2 или, что тоже самое, классу р1 © р2. Ес¬
ли при этом тензор Риччи Ric связности Леви-
Чивита V метрики g отрицательно определен, 
то на (M, g, V) не существует ненулевых псевдо-
киллинговых векторных полей. 

Теорема исчезновения указывает на отрица¬
тельную определенность тензора Риччи Ric связ¬
ности Леви-Чивита V метрики g как на условие 
препятствия для существования псевдокиллин-
гова векторного поля на многообразии Римана-
Картана (M, g, V), при этом объекты связности V 
в этом не участвуют. Исправить эту ситуацию по¬
может следующая 

Т е о р е м а 6.6. Пусть (M,g, V) - компактное 
n-мерное (n > 2) многообразие Римана-Картана с 
положительно определенным метрическим тен¬
зором g принадлежит классу Q2 или, что то же 
самое, классу р2. Тогда каждое псевдокиллинго-
вое векторное поле £ на (M, g, V) имеет равную 
нулю ковариантную производную относительно 
несимметричной метрической связности V, если 
Ric(£, £) < 0 для тензора Риччи Ric этой связно­
сти. Если же квадратичная форма Ric(X, X) от­
рицательно определена, то на (M, g, V) не суще¬
ствует ненулевых псевдокиллинговых векторных 
полей. 

7. Псевдогармонические вектор¬
ные поля на многообразии Римана-
Картана 
7.1. Геометрия п с е в д о г а р м о н и ч е с к и х век­
т о р н ы х п о л е й . Векторное поле £ на римановом 
многообразии ( M, g) называется гармоническим, 
если (см. [66], стр. 34) 

g(Vx £,Y) - g(X, VY £) = 0, 
div £ = traceg(V £) = 0. (7.1) 

По аналогии с приведенным определением бы¬
ло дано ( [15]; [25]; [33]; см. [66], стр. 84) 

О п р е д е л е н и е . Псевдогармоническим век¬
торным полем называется такое £ на много­
образии (M, g, V), которое подчиняется системе 
дифференциальных уравнений: 

g(Vx £,Y ) - g(X, VY£) 
traceg (V£) = 0. 

0, 
(7.2) 

Изучим геометрию псевдогармонического вектор¬
ного поля на компактном многообразии Римана-
Картана (M, g, V) классов Q1 © Q2 и Q2. Справед¬
лива 

Л е м м а 7.1. Пусть на компактном многооб-
разим (M, g, V) тензор кручения S присоединен­
ной связности V удовлетворяет уравнению 

g(S (X, Y ),Z) + g(S(X, Z ),Y ) = 

= g(X, Y)T(Z) + g(X, Z)т(Y) + g(Y, Z)v(X) (7.3) 

для произвольных гладких 1-форм т и v. Если 
для заданного на (M, g, V) псевдогармоническо­
го векторного поля £ и тензора Риччи Ric при¬
соединенной связности V выполняется условие 
Ric(X,X) > 0, то с необходимостью V£ = 0. Ес¬
ли же квадратичная форма Ric(X, X) является 
положительно определенной, то на многообразии 
(M, g, V) не существует ненулевых псевдогармо¬
нических векторных полей. 

На основании леммы можно доказать, что 
справедлива следующая 

Т е о р е м а 7.1. Пусть £ - псевдогармониче¬
ское векторное поле на компактном многообразии 
Римана-Картана (M, g, V) класса Q1 © Q2 такое, 
что Ric(£, £) > 0 для тензора Риччи Ric присо­
единенной связности V. Тогда гиперраспределение 
£^, ортогональное £, является омбилическим. 

Рассмотрим теперь псевдогармоническое век¬
торное поле £ на компактном многообразии 
Римана-Картана (M, g, V) класса Q2. Здесь будет 
справедлива 

Т е о р е м а 7.2. Если на компактном многооб¬
разии Римана-Картана (M, g, V) класса Q2 для 
псевдогармонического векторного поля £ выполня­
ется условие Ric(£, £) > 0, то £ является тор-
сообразующим векторным полем, гиперраспреде¬
ление £^ - интегрируемым с максимальными 
омбилическими интегральными многообразиями, 
а метрическая форма многообразия в локальной 
системе координат x1,...,xn некоторой карты 
(U,tp) приводится к виду: 

ds2 = a ( x 1 , x n ) g a b ( x 1 , x n - 1 ) d x a ® dxb+ 

+gnn(x1, ...,xn)dxn ® dxn, 

для a, b = 1 , ... , n - 1 . 
7.2. Т е о р е м а и с ч е з н о в е н и я 

Т е о р е м а 7.3. Пусть (M, g, V) - компакт¬
ное многообразие Римана-Картана класса Q1 © Q2  

или, что то же самое, класса р1 © р2. Тогда 
каждое псевдогармоническое векторное поле £ на 
(M, g, V) имеет равную нулю ковариантную про¬
изводную относительно несимметричной мет¬
рической связности V, если Ric(£, £) > 0 для тен­
зора Риччи Ric этой связности. Если же квадра­
тичная форма Ric(X,X) является положитель¬
но определенной, то на многообразии не суще¬
ствует ненулевых псевдогармонических вектор¬
ных полей. 
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R I C C I S O L I T O N S IN C O N T A C T M E T R I C M A N I F O L D S 
Mukut Mani Tripathi 

С О Л И Т О Н Ы Р И Ч Ч И В К О Н Т А К Т Н Ы Х М Е Т Р И Ч Е С К И Х М Н О Г О О Б Р А З И Я Х 
M. M. Трипатхи 

In N(k)-contact metric manifolds and/or (k, /л)-manifolds, gradient Ricci solitons, compact Ricci solitons 
and Ricci solitons with V pointwise collinear with the structure vector field £ are studied. 

В работе изучаются солитоны Риччи, в N(k)-контактных метрических многообразиях и в кон­
тактных (k, ^)-многообразиях 

Keywords: солитоны Риччи, N (^ -контактные метрические многообразия, (k, /.^-многообразия, K-
контактные многообразия, многообразия Сасаки. 

Ключевые слова: Ricci soliton, N(k)-contact metric manifold, (k, ^)-manifold, K-contact manifold, 
Sasakian manifold. 

1. Introduction 

A Ricci soliton is a generalization of an Einstein 
metric. In a Riemannian manifold (M,g), g is called 
a Ricci soliton [18] if 

£V g + 2 Ric +2Xg = 0, (1) 

where £ is the Lie derivative, V is a complete vector 
field on M and A is a constant. Metrics satisfying 
(1) are interesting and useful in physics and are 
often referred as quasi-Einstein (e.g. [9], [10], [15]). 
Compact Ricci solitons are the fixed point of the Ricci 
flow 

д 
- g = — 2 R i c 

projected from the space of metrics onto its quotient 
modulo diffeomorphisms and scalings, and often arise 
as blow-up limits for the Ricci flow on compact 
manifolds. The Ricci soliton is said to be shrinking, 
steady, and expanding according as A is negative, 
zero, and positive respectively. If the vector field V 
is the gradient of a potential function —f, then g 
is called a gradient Ricci soliton and equation (1) 
assumes the form 

Wf = Ric + Ag. (2) 

A Ricci soliton on a compact manifold has constant 
curvature in dimension 2 (Hamilton [18]), and also 
in dimension 3 (Ivey [19]). For details we refer to 
Chow and Knoff [12] and Derdzinski [14]. We also 
recall the following significant result of Perelman [24]: 
A Ricci soliton on a compact manifold is a gradient 
Ricci soliton. 

On the other hand, the roots of contact geometry 
lie in differential equations as in 1872 Sophus Lie 
introduced the notion of contact transformation 
(Bertihrungstransformation) as a geometric tool to 
study systems of differential equations. This subject 
has manifold connections with the other fields of 
pure mathematics, and substantial applications in 
applied areas such as mechanics, optics, phase space 
of a dynamical system, thermodynamics and control 
theory (for more details see [1], [3], [16], [21] and [22]). 

It is well known [26] that the tangent sphere 
bundle T i M of a Riemannian manifold M admits 
a contact metric structure. If M is of constant 
curvature c = 1 then T i M is Sasakian [33], and if c = 
0 then the curvature tensor R satisfies R(X, Y)£ = 0 
[2]. As a generalization of these two cases, in [5], Blair, 
Koufogiorgos and Papantoniou started the study of 
the class of contact metric manifolds, in which the 
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structure vector field £ satisfies the (к, /x)-nullity 
condition. A contact metric manifold belonging to 
this class is called a (к, ^)-manifold. Such a structure 
was first obtained by Koufogiorgos [20] by applying a 
D a-homothetic deformation [?] on a contact metric 
manifold satisfying R(X,Y)£ = 0. In particular, 
a (к, 0)-manifold is called an N(k)-contact metric 
manifold ([4], [6], [32]) and generalizes the cases 
R(X,Y)£ = 0, K-contact and Sasakian. 

In [28], Sharma has initiated the study of Ricci 
solitons in K-contact manifolds. In a K-contact 
manifold the structure vector field £ is Kil l ing, that 
is, £ g = 0; which is not in general true in contact 
metric manifolds. Motivated by these circumstances, 
in this paper we study Ricci solitons in N(k)-contact 
metric manifolds and (к, /^-manifolds. In section , 
we give a brief description of N(k)-contact metric 
manifolds and (к, /^-manifolds. In section , we prove 
main results. Among others, we prove that in a non-
Sasakian (or non-K-contact) N (^-contact metric 
manifold (M,g), if the metric g is a Ricci soliton 
with V pointwise collinear with £, then d im(M) > 3, 
the metric g is a shrinking Ricci soliton and M 
is locally isometric to a contact metric manifold 
obtained by a ( v n ± i ) 2 ' ^ -homothetic deformation 

of the contact metric structure on the tangent 
sphere bundle of an (n + 1)-dimensional Riemannian 

manifold of constant curvature ( ) . 
n— 1 

2. Contact metric manifolds 

A 1-form ц on a (2n + 1)-dimensional smooth 
manifold M is called a contact form if ц A (dn)n = 0 
everywhere on M, and M equipped with a contact 
form is a contact manifold. For a given contact 1-
form ц, there exists a unique vector field £, called 
the characteristic vector field, such that ц(£) = 1, 
dn(£, •) = 0, and consequently £ ц = 0, £ d n = 
0. In 1953, Chern [11] proved that the structural 
group of a (2n + 1)-dimensional contact manifold can 
be reduced to U (n) x 1. A (2n + 1)-dimensional 
differentiable manifold M is called an almost contact 
manifold [17] if its structural group can be reduced 
to U ( n) x 1 . Equivalently, there is an almost contact 
structure (p, £, ц) [25] consisting of a tensor field p of 
type (1,1), a vector field £, and a 1-form ц satisfying 

p 2 = -I + ц ® £, ц(£) = 1, p£ = 0, ц • p = 0. 
(3) 

First and one of the remaining three relations 
of (3) imply the other two relations. A n almost 
contact structure is normal [27] if the torsion tensor 
[p, p] + 2dц ® £, where [p, p] is the Nijenhuis tensor 
of p , vanishes identically. Let g be a compatible 
Riemannian metric with (p, £, ц), that is, 

g (X, Y) = g (pX, pY) + ц (X) ц (Y), X,Y e TM. 
(4) 

Then, M becomes an almost contact metric manifold 
equipped with an almost contact metric structure 
( p, £, ц, g) . The equation (4) is equivalent to 

g (X, pY) = - g (pX, Y) 

alongwith g (X,£) = ц (X). (5) 

A n almost contact metric structure becomes a 
contact metric structure if g (X, pY) = dц(X,Y) for 
all X, Y e TM. In a contact metric manifold M, 
the (1,1)-tensor field h defined by 2h = £^p, is 
symmetric and satisfies 

h£ = 0, hp + ph = 0, (6) 

V£ = - p - ph, (7) 

where V is the Levi-Civita connection. A contact 
metric manifold is called a K-contact manifold if 
the characteristic vector field £ is a Ki l l ing vector 
field. A n almost contact metric manifold is a K -
contact manifold if and only if V£ = - p . A K -
contact manifold is a contact metric manifold, while 
the converse is true if h = 0. A normal contact metric 
manifold is a Sasakian manifold. A contact metric 
manifold M is Sasakian if and only if the curvature 
tensor R satisfies 

R(X,Y)£ = )X - )Y, X,Y e TM. (8) 

A contact metric manifold M is said to be ц-Einstein 
([23] or see [3] p. 105) if the Ricci tensor Ric satisfies 
Ric = ag + Ьц ® ц, where a and b are some smooth 
functions on the manifold. In particular if b = 0, then 
M becomes an Einstein manifold. 

A Sasakian manifold is always a K-contact 
manifold. The converse is true if either the dimension 
is three ([3], p. 76), or it is compact Einstein 
(Theorem A , [8]) or compact ц-Einstein with 
a > -2 (Theorem 7.2, [8]). The conclusions 
of Theorems A and 7.2 of [8] are still true 
if the condition of compactness is weakened to 
completeness (Proposition 1, [28]). 

In [5], Blair, Koufogiorgos and Papantoniou 
introduced a class of contact metric manifolds M, 
which satisfy 

R ( X , Y)£ = (к1 + M h) (ц (Y) X - ц (X) Y), (9) 

where к, ц are real constants. A contact metric 
manifold belonging to this class is called a (к,/x)-
manifold. If /i = 0, then a (к, /)-manifold is called 
an N (к)-contact metric manifold ([4], [6], [32]). In a 
( к, / ) -manifold M, one has [5] 

( V x h ) Y = ((1 - к) g (X, pY) + g (X, phY)) £ + 

+ ц (Y) (h ( p X + phX)) - /лц (X) phY (10) 

for all X,Y e TM. The Ricci operator Q satisfies 
Q£ = 2 n ^ , where d im(M) = 2n + 1 . Moreover, 
h 2 = (к - 1) p 2 and к < 1. In fact, for a 
( к, / ) -manifold, the conditions of being a Sasakian 
manifold, a K-contact manifold, к = 1 and h = 0 
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are all equivalent. The tangent sphere bundle T1 M 
of a Riemannian manifold M of constant curvature 
c is a ( к, / ) -manifold with к = c(2 - c) and 
/ = - 2c. Characteristic examples of non-Sasakian 
( к, / ) -manifolds are the tangent sphere bundles of 
Riemannian manifolds of constant curvature not 
equal to one and certain Lie groups [7]. For more 
details we refer to [3] and [5]. 

3. Main results 

Let (M,p,£^,g) be a (2n + 1)-dimensional non-
Sasakian (к, / )-manifold. Then the Ricci operator Q 

where (5) has been used. 

We also recall the following results for later use. 

Theorem 3.1. (Theorem 5.2, Tanno [32]) An 
Einstein N(U)-contact metric manifold of dimension 
> 5 is necessarily Sasakian. 

Theorem 3.2. (Theorem 1.2, Tripathi and K i m 
[34]) A non-Sasakian Einstein (к, J)-manifold is flat 
and 3-dimensional. 

Now we prove the following 

Theorem 3.3. If the metric g of an N(U)-contact 
metric manifold (M, g) is a gradient Ricci soliton, 
then 

(a) either the potential vector field is a nullity 
vector field, 

(b) or g is a shrinking soliton and (M, g) is 
Einstein Sasakian, 

(c) or g is a steady soliton and (M,g) is 3-
dimensional and flat. 

Proof. Let (M,g) be a (2n + 1)-dimensional 
N (^-contact metric manifold and g a gradient Ricci 
soliton. Then the equation (2) can be written as 

VY Df = QY + XY (14) 

for all vector fields Y in M, where D denotes the 
gradient operator of g. From (14) it follows that 

R (X, Y) Df = ( V x Q) Y - (VY Q) X, X,Y e TM. 
(15) 

is given by [5] 

Q = 2nW+ 

+ (2 (n - 1) + J) h - (2 (n - 1) - nj + 2 n ^ p2. 
(11) 

We also have 

(Vxp2) Y = 

= (Xц (Y)) £ - ц (VxY) £ - ц (Y) pX - ц (Y) phX, 
(12) 

where first equation of (3) and equation (7) are used. 
Using (10) and (12) from (11) we obtain 

(13) 

We have 

g (R (£, Y) Df, £) = g (к (Df - (£f) £) ,Y), (16) 

where (9) with J = 0 is used. Also in an N (^-contact 
metric manifold, it follows that 

g ( ( V Q) Y - (VY Q) £,£) = 0, Y e TM. (17) 

From (15), (16) and (17) we get 

к (Df - (£f) £) = 0, 

that is, either к = 0 or 

Df = (£f)£. (18) 

If к = 0, then putting к = 0 = / in (13), it follows 
that Q is a Codazzi tensor, that is, 

( V x Q) Y - (VY Q) X = 0, X,Y e TM, 

which in view of (15) gives 

R ( X, Y) Df = 0, X, Y e TM, 

that is, the potential vector field Df is a nullity 
vector field (see [13] and [31] for details). 

Now, we assume that (18) is true. Using (18) in 
(14) we get 

Ric (X , Y) + Xg (X, Y) = 

= Y (£f) ц (X)- (£f) g (X, pY) - (£f) g (X, phY), 

(VxQ) Y = (2(n - 1) + J ) {(1 - к) g (X, pY) £ + g (X,phY) £ - /ц (X) phY} 

- (2(n - 1) - nj + 2 n ^ { ^ ц (Y)) £ - ц (VxY) £} 

+ (2 (2n - 1) к - (n + 1) J + к/) ц (Y) pX + ((n +1) J - 2 n ^ ц (Y) hpX. 

Consequently, we have 

(Vx Q) Y - (VY Q) X = (2(n + 1) J - 4 (2n - 1) к - 2к/) dц (X,Y) £ 

+ (2 (2n - 1) к - (n +1) J + к/) (ц (Y) pX - ц (X) pY) 

+ ( ( J + 3n - 1) J - 2 n ^ (ц (Y) phX - ц (X) phY), 
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where (7) is used. Symmetrizing this with respect to 
X and Y we obtain 

2 Ric (X, Y) +2Xg (X,Y) = 

= X (£f) ц (Y) + Y (£f) ц (X) - 2 (£f) g (phX, Y). 
(19) 

Putting Y = £, we get 

X (£f ) = (2nk + X) ц (X). (20) 

From (19) and (20) we get 

Ric(X,Y)+Xg(X,Y) = 

= (2nk + X) ц (X) ц (Y) - (£f) g (phX, Y). (21) 

Using (21) in (14), we get 

VY Df = (2гк + X) ц (Y) £ - (£f) phY. (22) 

Using (22) we compute R (X, Y) Df and obtain 

g (R (X, Y) (£f) £, £) = 4 ( 2 ^ + X) dц (X, Y), (23) 

where equations (18) and (7) are used. Thus we get 

2 ^ + X = 0 (24) 

Therefore from equation (20) we have 

X (£f) = 0, X e TM, 

that is, 
£f = c, 

where c is a constant. Thus the equation (18) gives 

df = c ц . 

Its exterior derivative implies that 

cdц = 0, 

that is, c = 0. Hence f is constant. Consequently, the 
equation (14) reduces to 

R i c = -Xg = 2^g, 

that is, M is Einstein. Then in view of Theorem 3.2 
and Theorem 3.1, it follows that either M is Sasakian 
or M is 3-dimensional and flat. In case of Sasakian, 
X = -2n is negative, and therefore the soliton g is 
shrinking. In case of 3-dimensional and flat, X = 0, 
and therefore the soliton g is steady. 

Corollary 3.4. Let (M,g) be a compact N(к)-
contact metric manifold with к = 0. If g is a Ricci 
soliton, then g is a shrinking soliton and (M, g) is 
Einstein Sasakian. 

Proof. The proof follows from Theorem 3.3 and 
the following significant result of Perelman [24]: A 
Ricci soliton on a compact manifold is a gradient 
Ricci soliton. 

In [28], a corollary of Theorem 1 is stated as 
follows: If the metric g of a compact K-contact 
manifold is a Ricci soliton, then g is a shrinking 
soliton which is Einstein Sasakian. In Corollary , the 
assumptions are weakened. 

Next, we have the following 

Theorem 3.5. In a non-Sasakian (к,/) -
manifold (M, g) ifg is a compact Ricci soliton, then 
(M, g) is 3-dimensional and flat. 

Proof. In a non-Sasakian (к, j)-manifold, the 
scalar curvature r is given by [5] 

r = 2n (2n - 2 + к - nj). (25) 

Consequently, the scalar curvature is a constant. If 
g is a compact Ricci soliton, then by Proposition 2 
of [28], which states that a compact Ricci soliton of 
constant scalar curvature is Einstein, it follows that 
the non-Sasakian (к, j)-manifold is Einstein. Then by 
Theorem 3.2, it becomes 3-dimensional and flat. 

Given a non-Sasakian (K, j)-manifold M, Boeckx 
[7] introduced an invariant 

= 1 - j/2 
IM = — F r = 

A / 1 - K 

and showed that for two non-Sasakian ( K , J ) -
manifolds (Mh p^, £, ц, g^), i = 1, 2, we have I M 1 = 
I M 2 if and only if up to a D-homothetic deformation, 
the two manifolds are locally isometric as contact 
metric manifolds. Thus we know all non-Sasakian 
( K , j)-manifolds locally as soon as we have for every 
odd dimension 2n + 1 and for every possible value 
of the invariant I, one ( K , j)-manifold (M, p, £,ц, g) 
with IM = I. For I > - 1 such examples may be 
found from the standard contact metric structure on 
the tangent sphere bundle of a manifold of constant 
curvature c where we have I = 1 + c i . Boeckx 

\1 — c\ 
also gives a Lie algebra construction for any odd 
dimension and value of I < - 1 . 

In the following, we recall Example 3.1 of [6]. 
E X A M P L E 3.6. For n > 1, the Boeckx invariant 

for a (2n + 1)-dimensional (1 - П, 0)-manifold is 
л/n > - 1 . Therefore, we consider the tangent 
sphere bundle of an (n + 1)-dimensional manifold 
of constant curvature c so chosen that th,e resultin)g 
D a-homothetic deformation will be a (1 - П, 0) -
manifold. That is for к = c(2 - c) and j = -2c we 
solve 

1 1 = к + a 2 - 1 J + 2a - 2 
n a2 a 

for a and c. The result is 

(—n ± 1) 2 , + 
c = , a = 1 + c 

n- 1 
and, takin)g c and a to be these values we obtain a 
N (1 - П.)-contact metric manifold. 

In [28], Sharma noted that if a K-contact metric 
is a Ricci soliton with V = £ then it is Einstein. 
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Even in more general case, he showed that if a K-
contact metric is a Ricci soliton with V pointwise 
collinear with £ then V is a constant multiple of £ 
(hence Killing) and g is Einstein. Here we prove the 
following 

Theorem 3.7. Let (M, g) be a non-Sasakian 
(or non-K-contact) N (к)-contact metric manifold. 
If the metric g is a Ricci soliton with V pointwise 
collinear with £, then dim(M) > 3, the metric 
g is a shrinking Ricci soliton and M is locally 
isometric to a contact metric manifold obtained 
by a Dt ( v ^ i i ) 2 \ -homothetic deformation of the 

contact metric structure on the tangent sphere bundle 
of an (n + 1)-dimensional Riemannian manifold of 

constant curvature ( \ / n ± l ) . 
n— 1 

Proof. Let (M, g) be a (2n + 1)-dimensional 
contact metric manifold and the metric g a Ricci 
soliton with V = a£ (a being a function on M). Then 
from (1) we obtain 

2Ric (X , Y) = - 2 X g (X , Y) + 2ag (phX, Y) -

-g ( (Xa) £,Y) - g (X, (Ya) £), (26) 

where (7) and (5) are used. Now let (M, g) be an 
N (^-contact metric manifold. Putting X = £ = Y 
in (26) and using h£ = 0 and Q£ = 2 ^ we get 

£a + 2 ^ + X = 0. (27) 

Again putting X = £ in (26) and using h£ = 0, 
Q£ = 2 ^ and (27) we get 

da = ( 2 ^ + X) ц, (28) 

which shows that a is a constant and X = -2nh; and 
consequently (26) becomes 

Ric (X, Y) = 2 ^ g ( X , Y) + ag (phX, Y). (29) 

At this point, we assume that ( M, g) is also non-
Sasakian. It is known that in a (2n + 1) -dimensional 
non-Sasakian (к, j)-manifold M the Ricci tensor is 
given by [5] 

Ric (X, Y) = (2 (n - 1) - nj) g ( X , Y) + 

+ (2(n - 1)+ J ) g (hX,Y) + 

+ (2(1 - n) + n (2к + J ) ) ц (X) ц ( Y ) . (30) 

Consequently, putting j = 0 in (30) we get 

R i c (X , Y) = 2 (n - 1) g (X , Y) + 

+2(n - 1) g (hX, Y ) + 

+ (2(1 - ^1 + 2 ^ ) ц (X) ц (Y) . (31) 

Replacing X by pX in equations (29) and (31) 
and equating the right hand sides of the resulting 
equations we get 

( 2 ^ - 2(n - 1)) g ( p X , Y ) = 

= ag (hX, Y) + 2 (n - 1) g (phX, Y) . (32) 

If n = 1 , from (32) we get 

2kg (pX,Y ) = ag (hX, Y), 

which gives h = 0, a contradiction. If n > 1 , anti-
symmetrizing the equation (32) we get 

^ - n + 1 = 0, 

which gives к = 1 - 1/n. Using n > 1 and к = 1 - 1/n 
in X = -2^, we get X = 2(1 - n) < 0, which shows 
that g is a shrinking Ricci soliton. Finally, in view of 
n > 1 , к = 1 - 1 /n and the Example 3.6, the proof is 
complete. 
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УДК 515.164.13 

Б А Н А Х О В О М Н О Г О О Б Р А З И Е И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х К Р И В Ы Х В П О Л Н Е 
П А Р А Л Л Е Л И З У Е М О Й С И С Т Е М Ы П Ф А Ф Ф А 

В. Н. Черненко 

B A N A C H M A N I F O L D O F I N T E G R A L C U R V E S O F C O M P L E T E L Y 
P A R A L L E L I Z A B L E P F A F F I A N S Y S T E M 

V. N. Chernenko 

В данной работе изучается множество интегральных кривых вполне параллелизуемой системы 
Пфаффа. Показано, что это множество является банаховым многообразием. 

In this paper we study the set of integral curves completely parallelizable Pfaffian system. It is shown that 
this set is a Banach manifold. 

Ключевые слова: система П ф а ф ф а , интегральные кривые, банахово многообразие. 
Keywords: Pfaffian system, integral curves, Banach manifold. 
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Пусть M - гладкое паракомпактное n-мерное 
^ - м н о г о о б р а з и е без края, s > 4. Напомним, что 
системой П ф а ф ф а ранга r на многообразии M на­
зывается r-мерное С s - 1-подрасслоение а кокаса-
тельного расслоения T * M . Локальным сечением 
системы а на открытом подмножестве U С M на­
зывается дифференциальная 1-форма и G Г (а \u) 
класса С s - 1 . Д л я всякой точки p G M существу¬
ет открытая окрестность U С M и r локальных 
сечений и3, j = 1, 2,... ,r, системы а на U, таких, 
что и3 (q) образуют базис векторного пространства 
aq = а р| T * M для любого q G U. Систему форм 
будем в этом случае называть локальным базисом 
системы П ф а ф ф а а на множестве U. Если для ло­
кального базиса и3 системы а выполняется равен¬
ство U = M, то этот базис называется глобаль¬
ным, а сама система а в этом случае называет¬
ся вполне параллелизуемой. Будем предполагать, 
что на многообразии M задана вполне паралле-
лизуемая система П ф а ф ф а а ранга r, снабжённая 
глобальным базисом и3, j = 1, 2,... ,r. 

Обозначим через l l ( M ) = С 1 ([a,/3],M) - мно­
жество С 1 -кривых на M. Кривая c G l l ( M ) на¬
зывается интегральной кривой системы а, если 
c(t) G Annа с(1) для любого t G [a,f3\. Други¬
ми словами, кривая c является интегральной кри¬
вой системы а, если и3 \c(t) (c(t)) = 0 для лю­
бых j = 1, 2, .. . ,r и t G [a, f3\. Подмножество из 
l l (M ) , состоящее из интегральных кривых систе­
мы а на многообразии M, обозначим через Cla (M). 
При данном h = ( h 1 , . . . , hr) G С 0 ( [ a , /3], Rr) будем 
говорить, что кривая c G l l ( M ) имеет тип h отно­
сительно системы а, если и3 \с (c) = h3 для любого 
j = 1, 2,... ,r. Подмножество из l l (M ) , состоящее 
из кривых типа h относительно системы а на мно¬
гообразии M, обозначим через l l j (M). Таким об­
разом, Па (M) = ll° ( M ) . 

Множество l l ( M ) является бесконечномер­
ным банаховым С-3-многообразием [1], [2]. Опи­
шем дифференцируемую структуру на нём. Сна¬
чала введём на l( M) С1 -топологию Уитни 
[3], базу которой образуют подмножества вида 
B(U) = {c G l l ( M 1 c ) ( [ a , 3 ] ) С U}, где U -
произвольное открытое подмножество в простран¬
стве J 1 ( [ a , 3 ] , M ) 1-струй всевозможных кривых 
из l l ( M ) . Зададим на M риманову структуру g, ко¬
торая индуцирует экспоненциальное отображение 
exp : D —> M, где D - открытая окрестность нуле¬
вого сечения касательного расслоения TM. Обо¬
значим через п : T M — M каноническую про¬
екцию. Уменьшая в случае необходимости окрест¬
ность D, будем считать, что отображение п х exp : 
D — M х M является диффеоморфизмом на свой 
образ [4]. Векторным полем вдоль c G l l ( M ) назы­
вается отображение X : ([a,/3] — TM), такое, что 
п о X = c. Множество С1 -векторных полей вдоль 
c является векторным пространством и естествен¬
ным образом отождествляется с векторным про¬
странством r 1 ( c * T M ) С 1 -сечений индуцирован­

ного расслоения c*TM [3]. Риманова структура g 
определяет норму \ \: TpM — R для каждой точки 
p G M и риманову ковариантную производную 

V : r 1(T[a,3]) х r1(c*TM) —> r0(c*TM) 

вдоль каждой кривой кривой c G l( M) [4]. Опре¬
делим на векторном пространстве r 1 ( c * T M ) нор¬
му 

\ X \= sup \ X(t) \ + sup \ (VcX)(t) \ 
t£[a,/3] t£[a,/3] 

для любого X G r1(c*TM). Тогда r 1 ( c*TM) ста¬
новится банаховым пространством. Д л я каждой 
кривой c G l( M) определим отображение 

Фс : r 1 (c*D) —> ll(M) 

формулой " ^ ( X ) = exp о X. Это отображе¬
ние является гомеоморфизмом на свой образ 
" ^ ( r ^ C D ) ) и обратное отображение 

Ф - 1 : Ф с(r 1(c*D)) -— r 1 (c*D) 

является картой на l(M), центрированной в c. 
Все такие карты С ^ ^ с о г л а с о в а н ы и превращают 
множество l l ( M ) в банахово С ^ - м н о г о о б р а з и е . 
Если c G l(M), то касательное пространство 
Tcil(M) естественным образом отождествляется с 
пространством r 1 (c*TM) . 

Д л я произвольного отображения F : [a, 3] х 
[0,e] — M и чисел t G [a,3],T G [0,e] обозна­
чим через FT : [a, 3] — M и Ft : [0,e] — M 
кривые, определенные, соответственно, формула¬
ми FT(t) = F(t,T) и Ft(T) = F(t,T). 

О п р е д е л е н и е 1. Вариацией кривой c G l l ( M ) 
называется С1-отображение F : [a,/3] х [0,e] — 
M, e > 0, такое, что F o = c. Вариацию F будем 
называть A1'1- вариацией, если для любой карты 
(U,p) на M, такой, что F-1 (U) = %, частные 
производные 

d 2 (p о F \F-i(u))  

dtdT 
существуют и непрерывны. 

Если F является A1,1- вариацией, то для для 
любого T G [0, e] векторное поле XT : [a, 3] — 
TM вдоль FT, определённое формулой XT(t) = 
Ft(T), принадлежит классу С1. К а ж д у ю вариа¬
цию F кривой c можно рассматривать как путь 
F* : [0,e] — l l (M) , определённый формулой 
F*(T) = FT. При этом F*(0) = c. Если вариация 
F является А 1 ' 1 -вариацией, то путь F* на много¬
образии l( M) является С1 -путём [5]. Его вектор 
скорости F* (T) с точностью до указанного выше 
отождествления есть векторное поле XT. В даль¬
нейшем любая вариация F предполагается A1 , 1 -
вариацией. 

О п р е д е л е н и е 2. Вариация F интегральной 
кривой c G 11<т(M) системы Пфаффа а называет­
ся интегральной вариацией, если FT G ila (M) для 
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любого т G [0, e]. Вариация F кривой c G f l " (M) такая, что 
типа h относительно системы Пфаффа а назы¬
вается вариацией типа h, если FT G f l " (M) для det\v3

k (xm )|| =0 , к = 1, 2 ...,r, (4) 
любого T G [0, e]. 

для любой точки (x1,x2,. .. ,xn) G Rn. Пусть 
О п р е д е л е н и е 3 . П у с т ь F - в а р и а ц и я к р и в о й c : [a, b] — R n - С1-кривая типа h относительно 

c G f ( M ) и X G Г ' 1 ( с * T M ) - в е к т о р н о е п о л е в д о л ь системы в, X : [a, b] — T R n - векторное С1-
c . Б у д е м г о в о р и т ь , ч т о F я в л я е т с я в а р и а ц и е й в поле вдоль c, p : [0, e] — R n - С '-кривая в R n , 
н а п р а в л е н и и п о л я X , е с л и Xo = X . у : [0,e] — T R n - векторное С1 - поле вдоль p. 

_ ^ jw . , r N Предположим, что выполнены условия: 
П р е д л о ж е н и е 1. Пусть c G il"(M) - кривая 

типа h системы Пфаффа а и X Г 1 (c*TM) - век-
з R h •- c(a) = p(0), c(a) = У(0), X(a ) = p(0), X(a) = У(0); 

торное поле вдоль c. Вариация типа h кривой c в 
направлении поля X существует тогда и только 

тогда, когда поле X удовлетворяет условию w \ > \ )•> J \ j 

d ( и 3 \с (X)) - (аи3) \с (c,X)=0 (1) 

для любого j = 1,...,r. d t \ с ( X ) ) - ( d v 3 ) \с ( c , X ) = 0 , j = 1 , . . . , r . ( 7 ) 

Доказательство. Пусть F : [a, /3] х [0, e] — M 
- вариация типа h кривой c в направлении поля X. Т о г д а с у щ е с т в у е т в а р и а ц и я F : К b ] х [ 0 , e ] — R n 

Возьмём произвольную точку t G [a, 3] и выберем т и п а h о т н о с и т е л ь н о с и с т е м ы в к р и в о й c в н а -

в окрестности точки c(t) карту многообразия M. п р а в л е н и и п о л я X т а к а я ч т о 

Обозначим через Fг, c1, Xг, i = 1, 2,...,n, коор- dF 
динатные функции, соответственно, вариации F, Fa = p, —t-(a) = У(т), т G [0, e]. (8) 
кривой c и поля X в этой карте. Тогда по опреде¬
лению вариации F кривой c в направлении поля 
X имеем: Доказательство леммы. Обозначим через 

cl, pl, Xг, У1, i = 1, 2,...,n, координатные функ-
Fl(t, 0) = cl(t), (t, 0) = Xl(t). (2) ции, соответственно, отображений c, p, X, У. 

Определим отображение F : [a, b] х [0, e] — R n  

Обозначим и3 = и3(xm)dxi, m = 1, 2,... ,n. Тогда при помощи координатных функций F1, полагая 
из определения типа вариации F следуют тожде¬
с т в а : F'(t, т) = c*(t) + p'(T) + т(X*(t) - X>))+ 

и3 (Fm (t, т)) ̂  (t, т) = h3 (t), j = 1, 2,...,r. + ( t - ) - У * ( 0 ) ) - T ( t - a ) X i ( a ) - c i ( a ) . 

Дифференцируя их по т при т = 0 и учитывая (2), Тогда F является А 1 , 1 - вариацией кривой с Непо-
получаем: средственно проверяется выполнение следующих 

3 равенств: 

^ ( c m ( t ) ) X k ( t ) c i ( t ) + и3(cm(t))X'(t)=0. _. . _ . . 
dxkK г К Fl(a,T ) = pl(T), F l(t, 0) = cl(t), 

Отсюда: 

d 
dt 

3Fi • 3Fi 

( и 3 \c(t) ( X (t))) - (dw3) \c(t) (c( t ) ,X (t)) = d t y , ) дт K> K ' 

ди3 Будем искать вариацию F типа h кривой c, опре-
= 7 Г Т ( c m ( t ) ) c k ( t ) X « ( t ) + и3 (cm(t))X«(t)- делённую координатными функциями 

- ( M (c m ( t ))c k (t)X'(t)-(cm(t))X k (t)c*(t))=0 . J F k (t,T ) = F k (t,T )+f k (t,T), к = 1 , 2,...,r; 
d x d x \ Fl(t,T)= F(t ,T), l = r +1,...,n, 

Условие (1) выполнено. (10) 
n где функции fk(t, T) пока неизвестны. Д л я Л е м м а . Пусть в Rn задана вполне паралле- ^ Ч - J ^ J \ > / ^ 

их определения подставим (10) в равенства лизуемая система Пфаффа в ранга r, определен- . . . ^ v ' 1 

,- ,- 3 v3

 F (FT) = h3, j = 1,2,...,r, вытекающие из ная глобальным базисом v3, F ^ '' ' ^ ' ' ' ' 
определения типа вариации. В результате получим 

v 3 ( x m ) = v 3 (xm)dxl, j = 1, 2 , . . . , r, (3) следующие уравнения: 
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3 (F k (t,T) + f k (t,T ),Fl(t,T))(-Fk (t,T) + dftk (t,T))+ 

•3

m(Fk(t, т) + fk(t, т), Fl(t, т ) ) ( t , т) = h3(t), m = r + 1 , n . 

(11) 

Учитывая (4), разрешим систему (11) относи¬
тельно (df k/dt)(t,T), получив эквивалентную си¬
стему вида 

dt 
(t,T ) = G(t,T,f3 (t,T)), = 1 , 2,...,r. (12) 

Легко проверяется, что из равенств (6), (7), (9) вы¬
текают тождества: 

Gk (a,T, 0 ) = 0 , Gk (t, 0, 0 ) = 0 , -— (t, 0,0) (13) 
дт 

для к = 1 , 2, . . . , r. Будем теперь считать, что 
функции fk = fk(t, T) являются решением систе¬
мы обыкновенных дифференциальных уравнений 
(12), зависящей от параметра T, при начальных 
условиях 

f k (a,T ) = 0 . (14) 

Тогда функции fk = fk(t, T) принадлежат классу 
С1 и производные (d 2 f k /d t -т)( t ,T ) непрерывны 
[6]. Поэтому вариация F, определённая системой 
(10) , является А1' 1 -вариацией. При этом, в силу 
(11) , вариация F имеет тип h относительно систе¬
мы в. Заметим, что при T = 0, в силу (13), набор 
из r нулевых функций является решением систе¬
мы (12), удовлетворяющим условию (14), и, в силу 
единственности решения [6], имеем тождества 

f k(t, 0) 0. (15) 

Из этих тождеств следует, что F является вариа¬
цией пути c. Решение (15) определено на компакт¬
ном множестве [a, b], поэтому, уменьшая, если это 
необходимо, число e, можно считать, что все реше¬
ния fk = fk(t, T) определены на отрезке [a, b] для 
любого значения параметра T G [0, e]. 

Подставляя в (12) значение t = a и используя 
(13) и (14), убеждаемся, что 

dt 
(a, T) 0. (16) 

Равенства (14) и (16) вместе с (9) и (10) влекут 
(8). Далее замечаем, что, в силу (12), функции 
gk = -fk/дт являются решением системы обык¬
новенных дифференциальных уравнений: 

dt (t,T) (t,T,f3 (t,T )) + 

dGk 
+ Qjm (t,T,f3 (t,T ))gm(t,T), (17) 

j, к, m = 1 , 2, . . . , r, зависящей от параметра T с 
неизвестными функциями gk(t, T) при начальном 

условии gk ( a, T) = 0. Набор из r нулевых функ¬
ций является решением системы (17) при T = 0 
и поэтому, в силу единственности решения, имеем 
(df k/-T)(t, 0) = 0. Отсюда и из (9) и (10) следует, 
что F - вариация в направлении поля X. Лемма 
доказана. 

Окончание доказательства предложения 1. 
Пусть векторное поле X вдоль кривой c удовле¬
творяет условию (1). Покроем компактное мно¬
жество c([a, 3]) С M конечным числом коорди­
натных областей U1,U2, ...,Um карт (U q,ip q), где 
"Фц(Uq) = R n , так, чтобы существовало разбиение 
a = a o < a.1 < ... < a m = f3 отрезка [a,3], такое, 
что c ( [ a q - 1 , aq ]) С Uq, q = 1, 2,... ,m, и базис v3 = 
и3 \uq системы а \u удовлетворял в каждой кар¬
те (Uq, ' q) условию (4). В области U1 определим 
кривую p : [0, e] — U1 с помощью координатных 
функций p. (T) = c. (a0) + TX. (a0), i = 1, 2, . . . , n, 
где c. и X. - координатные функции, соответ¬
ственно, кривой c \[ao,ai] и поля X \[ао,а1] . Тогда 
p удовлетворяет первому и третьему из условий 

(5) для кривой c \[а0,а1 ] и поля X \[а0,а1], кривая 
c \[а0,а1 ] имеет тип h \[аоа1] относительно систе¬
мы П ф а ф ф а а \ ui и выполнено условие (7). Да¬
лее определим векторное поле У : [0, e] — TU1 
вдоль p координатными функциями У. = У. (T), 
i = 1,...,n, где У 1 ( Т ) = cl(ao) + TXl(ao), l = 
r + 1,... ,n, а Уk (T) единственным образом нахо¬
дится из уравнений: 

"1 (P1(T ) )У k ( T ) + и3 (p*(T ) )У l (т) = h3 ( a o ) , (18) 

j, к = 1 , 2, . . . , r, что возможно в силу (4). Поэтому 
поле У удовлетворяет условию (6). Заметим, что 

У 1 (0) = c l ( a o ) , У1 (0)= X l(ao). (19) 

Равенство (18) c учетом (19) и первого из равенств 
(5) при T = 0 превращается в равенство 

и{(c(aoWk(0) + и3(c>o))cl(ao) = h3(ao). (20) 

Поскольку кривая c \ [аоа1] имеет тип h \ [а0}СХ1], то 

и{(c'(ao))ck(ao) + и3(c'(ao))cl(ao) = h3(ao). (21) 

Из равенств (20) и (21) следует, что 
Уk(0) = ck(ao), что вместе с (19) влечёт вто¬
рое из условий (5). Дифференцируя (18) по T при 
т = 0 и учитывая второе и третье из условий (5) 
и второе из условий (19), имеем: 

( c > o ) ) X i 2 (ao)c'1 ( a o ) + и{(ci(ao))Уk (0)+ 

-LV3 ( c i ( a o ) )X l (ao) 0, i1,i2 = 1,2,...,n. (22) 
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В свою очередь, равенство (7) в координатах при 
t = a o имеет вид: 

-и3 . 
i1 I J--xi2 

(ci(ao))Xi2 (ao)ci1 (ao ) + и{(ci(ao))Xk (ao ) 

+и3 ( c - (a o ) )X l ( a o ) =0. (23) 
Из равенств (22) и (23) в силу (4) следует ра¬
венство = Xk(ao), что вместе с (19) вле¬
чёт четвёртое из условий (5). Поэтому для си¬
стемы П ф а ф ф а а \u1 с базисом и3 \u1, кривых 
c \[ао'а1], p и полей X \[а0'а1], У выполнены все 
условия леммы. Применяя лемму, получаем вари¬
ацию F(1) : [ao, a1] х [0, e] — U1 С M ти¬
па h \[а0'а1] кривой c \[а0'а1] в направлении поля 
X \[а0,а1] . Далее, по индукции, предположим, что 
мы построили вариацию F(p) : [ao, ap] х [0, e] — M, 
p = 1, 2,...,m - 1, типа h \ [ao,ap] кривой c \ [ao,ap] в 
направлении поля X \[a0tap] . Тогда 

-F(p) 

F(P)(t, 0) = c \[ao,ap] (t), и3 \F(p)(t„T) ( ^ f l ( t , T ) ) = 

= h3 \lao,ap] (t), (t, 0) = X \[ao,ap] (t). (24) Положим 

p ( T ) = F(p)(ap,T), У ( т ) 

-F(P) 
-t 

(ap,T). (25) 

Тогда из (24) и (25) вытекает, что: 

c \ [ a p , a p + 1 ] (ap) = p ( 0 ) , c \[ap,ap+1] (ap) = У ( 0 ) ,  

X \[apap+1] (aP) = p ( 0 ) , 

X \[ap,ap+1] (ap) = У \[ap,ap+1] ( 0 ) ,  

" 3 \

V(T) ( У ( т ) ) = h 3 \[a.p,ap+1] ( a p ) . 

Поэтому для системы П ф а ф ф а а \up+1 с базисом 
и3 \up+1, кривых c \ 

[ap,ap+1 ], p и п о л е й X \[ap'ap+l], 

У выполнены все условия леммы. Применяя лем¬
му, получаем вариацию F(p+1) : [a p , a p + 1 ] х [0, e] — 

типа h \[aP'ap+l] кривой c \[aP'ap+l] в 
направлении поля X \[aptap+1], удовлетворяющую 
условию (8), которое в силу (25) превращается в 
тождества 

FP(p+1)(ap/ F(p)(ap,T), 

-F(p+1) ( )

 -F(p) ( ) 

- ( a p , T ) ^ - - ^ ( a p , T ) . 

-t 
Из них вытекает, что 

(26) 

(27) 

(28) 

-t-т -t-т r ( 2 9 ) 

Пользуясь равенствами (26), произведём склейку 
вариаций F(p) и F(p+1) вдоль координатной ли¬
нии t = ap, получив непрерывное отображение 

- F ( p + 1 ) (ap,T)= ^(ap,T), 
-T 

-2F(p+1) ( )

 -2F(P) ( ) 

( a p , T ) = Я.Д ( a p , T ) . 

F(p+1) : [a o,a p+ 1] х [0,e] — M. Равенства (27), (28) 
гарантируют, что отображение F(p+1) будет класса 
С1, а равенство (29) влечёт, что F(p+1) будет А(1,1)-
вариацией кривой c \[a0'ap+1] типа h \[a0'ap+1] в на­
правлении поля X \[a0iap+1] . Приp = m-1 получа­
ем искомую вариацию F = F(m) : [a, f3\ х [0, e] — M 
типа h кривой c в направлении поля X. Предло¬
жение 1 доказано. 

З А М Е Ч А Н И Е 1. Условие (1) неформально мож­
но записать в виде ( L X и 3 ) ( c ) = 0. 

З А М Е Ч А Н И Е 2. Условие (1) линейно по X, по¬
этому для произвольной кривой c G l( M) выде¬
ляет в пространстве T c f l (M) = r 1 ( c*TM) подпро­
странство DT (c). 

П р е д л о ж е н и е 2. Если c G f l T (M), то c G 

Доказательство. Подставляя c в условие (1), 
и учитывая тождества и3 \с (c) =0, j = 1, 2,... ,r, 
вытекающие из интегральности кривой c, убежда¬
емся, что c G DT(c). Предложение доказано. 

Отображение DT : c — DT (c) является рас¬
пределением на многообразии l(M) [4]. С1-путь 
J : I — fl(M), где I - интервал из R, называ­
ется интегральным путём распределения DT , если 
J(T) G DT(J(T)) для любого T G I. 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть F : [a, 3] х [0, e] — M 
- вариация кривой c G l(M). Путь F* : [0, e] — 
l( M) является интегральным путем распределе¬

ния DT тогда и только тогда, когда 

-
(и3

 \FT (FT )) = 0 (30) 
-T 

для любого j = 1, 2, ... ,r и любого т G [0, e]. 

Доказательство. Интегральность пути F*  

означает, что для любого T G [0, e] касательный 
вектор XT = -F/-T пути F* в точке T принад¬
лежит DT (FT). Это, в свою очередь, означает, что 
для любого j = 1 , 2, . . . , r должно удовлетворяться 
соотношение (1), то есть 

d 
dtt 

(и3
 \FT (XT )) - (dw3) \FT (FT ,XT ) 0. (31) 

Остаётся доказать эквивалентность (30) и (31). 
Д л я этого выберем в окрестности точки F(t, T) 
карту многообразия M, в которой F определяет¬
ся координатными функциями F. , i = 1, 2, ... , n, и 
w3 = w3(xm)dxi, m = 1, 2,... ,n. Тогда (31) в коор¬
динатах после очевидных сокращений примет вид: 

-w3 -Fk -F. 

-xk(F m ( t , T ) ) I T " ( t , T ) - ж ( t , T ) + 

+"3 (F m(t,T)) ЦГ (t,T ) = 0, 

к = 1 , 2 , . . . , n. Но точно такой же вид в координа¬
тах принимает и соотношение (30). Предложение 
доказано. 
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Определим отображение 
Y : l ( M ) — Сo([a,3], Rr) формулой 

Y(c) = (w1 \c (c),w2 \c (c),...,wr \c (c)). 

П р е д л о ж е н и е 4. Отображение Y является 
Сs-3-субмерсией. 

Доказательство. Базис и3 системы а опреде­
ляет отображение g : TM — Rr класса С s - 1 . Мно­
жество Сo([a,3],TM) является банаховым С s - 3 -
многообразием [2], поэтому отображение 

wg : Сo([a,3],TM) -— Сo([a,f3], Rr), 

определённое формулой wg (X) = g о X, по w-
теореме принадлежит классу С s - 3 [2]. Пусть 

j1 : l l ( M ) = С 1([a,3],M) -— Сo([aJ3],TM) 

1-струйное расширение, являющееся С - 3 -
вложением [2], и так как Y = wg о j1, то Y принад­
лежит классу С s - 3 . Далее зафиксируем кривую 
c G l l ( M ) и вектор У G o([a,3], Rr) и будем 
искать вектор X G T c l l ( M ) , такой, что 

dY \с (X) = У. (32) 

Д л я этого сначала предположим, что c([a, 3]) 
принадлежит области U некоторой карты на M. 
Обозначим через c. , X. , У , i = 1, 2, ... , n, 
j = 1,2,...,r, координатные функции, соответ¬
ственно, кривой c и полей X, У. Обозначим также 
w3 = w3 (xm)dxi, m = 1, 2,...,n. Определим ва¬
риацию F : [a, 3] х [0, e] — U С M кривой c в 
направлении поля X координатными функциями 

F -(t,T) = c - ( t )+ TX -(t). 

Тогда F*(0) = c и F*(0) = X. Поэтому 

(Y F*) 
dY \c (X) = ^ ) \T=O 

T 
и уравнение (32) в координатах перепишется в ви¬
де: 

(cm(t))Xk (t)ci(t) + w3 (cm(t))X-(t)= У3 (t). 

(33) 
В силу того, что rank У w3 (xm) ||= r, это урав¬
нение всегда имеет С1 -решение X. = X. (t), t G 
[ a, 3] . В общем случае, когда компактное множе¬
ство c([a, 3]) не покрывается одной картой, покро¬
ем его конечным числом карт и будем строить по¬
ле X вдоль кривой c последовательно в каждой из 
этих карт, обеспечивая его С1 -гладкость с помо¬
щью начальных условий для системы (33). Пред¬
ложение доказано. 

П р е д л о ж е н и е 5. Для любого h G 
Сo([a,3], R r ) множество l l " ( M ) кривых типа 
h относительно системы а на многообразии M 

является банаховым Сs 3 -многообразием, вло­
женным в банахово Сs-3-многообразие l l ( M ) . 

Доказательство. По определению типа кри¬
вой имеем равенство l l " ( M ) = Y-1(h) и в силу 
предложения 4 множество f l " (M) является вло¬
женным подмногообразием многообразия f(M.) 

С л е д с т в и е . Семейство 

{fl"(M) : h G С°([a,f3], Rr)} 

образует Сs-3-слоение на многообразии l l ( M ) . 

З А М Е Ч А Н И Е . Слоение { l l " ( M ) } зависит от вы­
бора базиса и3 системы а, однако его слой fl т (M), 
состоящий из интегральных кривых системы а, от 
этого выбора не зависит. 

П р е д л о ж е н и е 6. Для любого h G 
Сo([a,3], R r ) и любого пути c G l l " (M) каса­
тельное пространство T c l l h (M) совпадает с 
пространством D"(c). 

Доказательство. Пусть X G T c l " ( M ) . То­
гда существует С 1 -путь J : [0, e] — l l " (M) та¬
кой, что j(0) = c и j(0) = X. Путь j опреде¬
ляет вариацию F : [a, 3] х [0, e] — M форму¬
лой F( t, T) = ( j( T))( t) . Эта вариация кривой c 
в направлении поля X имеет тип h и по предло¬
жению 1 поле X удовлетворяет условию (1), отку¬
да X G D"(c). Обратно, пусть X G D"(c). Тогда 
X удовлетворяет условию (1) и по предложению 1 
существует вариация F : [a, 3] х [0, e] — M типа 
h кривой c в направлении поля X. Эта вариация 
определяет путь F* : [0,e] — l l " ( M ) , такой, что 
F*(0) = c и F*(0) = X, и поэтому X G T c l l h (M). 
Предложение доказано. 

С л е д с т в и е . Распределение DT совпадает с 
касательным распределением к слоению { l l " ( M ) } . 

П р е д л о ж е н и е 7. Если многообразие M связ¬
но, то банахово многообразие l "(M) также связ¬
но. 

Доказательство. Пусть c1 , c2 G l "(M). Из 
связности M вытекает его линейная связность 
и поэтому существует кривая c G С°([1, 2] ,M) , 
такая, что c(1) = c1 (a), c(2) = c2(a). Д л я 
произвольной точки x G M обозначим через 
cx : [a, 3] — M постоянное отображение в эту 
точку. Тогда cx G l l т (M). Определим отображение 
с1 : [0,1] — l l т (M ) формулой (с 1 (т) ) ( t ) = 
= c 1(t(1 - т) + aT), т G [0,1], t G [a, 3]. Тогда с 1 -
непрерывно [5] и 

с 1 ( 0 ) = c b с 1 ( 1 ) = ca(a). ( 3 4 ) 

Определим отображение с : [1, 2] — llT (M) фор­
мулой (с(т))(t) = C(T), т G [1, 2], t G [a,3]. Тогда 
с - непрерывно и 

с ( 1 ) = ccl(a), с ( 2 ) = cc2(a). ( 3 5 ) 
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Определим отображение С2 : [2, 3] — llT (M) фор­
мулой (с2(т))(t) = c2(t(T - 2) + a(3 - т)), т G 
[2, 3], t G [a, 3]. Тогда C2 - непрерывно и 

С2(2) = cc2(a), С2(3) = c2. (36) 

Отображение j : [0, 3] — l "(M, определённое 
формулой 

Г С1(т), 0 < т < 1, 
J(T) = ! с(т), 1 < т < 2, 

{ С2(т), 2 < т < 3, 

определено и непрерывно в силу (34)-(36) и удо¬
влетворяет условию j(0) = c1 , j(3) = c2. Таким 
образом, многообразие l "(M) линейно связно и 
поэтому связно. Предложение доказано. 
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К О М П Л Е К С Н Ы Й А Н А Л И З 
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DIVISORS T H E P R Y M D I F F E R E N T I A L S O N R I E M A N N S U R F A C E 
M. I. Golovina 

Теория мультипликативных функций и дифференциалов Прима на компактной римановой по­
верхности нашла многочисленные приложения в теории функций, аналитической теории чисел и в 
уравнениях математической физики [1-4]- Цель работы — получить новые свойства мероморфных 
дифференциалов Прима и абелевых дифференциалов на переменной компактной римановой поверхно­
сти и для переменных характеров, в связи с дивизорами. 

The theory of multiplicative functions and Prym differentials on a compact Riemann surface has found 
numerous applications in function theory, analytic number theory and equations of mathematical physics [1¬
4]- The work purpose — to receive new properties of meromorphic Prym differentials and abelians differentials 
on variable compact Riemann surfaces and variable character, in connection with divisors-

Ключевые слова: дифференциал Прима, дивизоры, абелевы дифференциалы, переменная рима­
нова поверхность, переменные характеры, мероморфные дифференциалы. 

Keywords: Prym differential, divisors, abelians differentials, variable Riemann surfaces, variable characters, 
meromorphic differentials. 

Работа поддержана грантами: АВЦП, 2.1.1.3707; ФЦП, №-02.740.11.0457; РФФИ 11 - 01 - 90709. 

1. Предварительные сведения 
Пусть F — фиксированная гладкая компактная 
ориентированная поверхность рода g > 2, с от-
мечанием {ak,bk}k=i, т. е. упорядоченным на­
бором образующих для ni(F), а Fo — рима-
нова поверхность с фиксированной комплексно-
аналитической структурой на F. По теореме уни-
формизации существует конечно порожденная 
фуксова группа Г первого рода, инвариантно дей¬
ствующая на единичном круге 

U = {z £ C : \z\ < 1}, 

такая, что U/Г конформно эквивалентна Fo, Г 
изоморфна 7Ti(F), и эта группа имеет представ-

9 

ление Г = (Ai,...,Ag,Bi,...,Bg : П Cj = I), где 
j=i 

Cj = [Aj,Bj] = AjBjA-iBj-i,j = I g, а I — 
тождественное отображение [5]. 

Любая другая комплексно-аналитическая 
структура на F задается некоторым дифферен¬
циалом Бельтрами ц на Fo, т. е. выражением вида 
n(z)dz/dz, которое инвариантно относительно вы­
бора локального параметра на Fo, где ((z) — ком-
плекснозначная функция на Fo и WIWL (FO) < 1-
Эту структуру на F будем обозначать через F^. 
Ясно, что (л = 0 соответствует Fo- Пусть M(F) — 
множество всех комплексно-аналитических струк¬
тур на F с топологией C00 сходимости на Fo, 
Diffo(F) — группа сохраняющих ориентацию 
гладких диффеоморфизмов поверхности F на се-

бя, состоящая из всех диффеоморфизмов гомо¬
топных тождественному диффеоморфизму на Fo. 
Группа Diffo(F) действует на M(F) по прави¬
лу ( — f*(л, где f £ Diffo(F),( £ M(F). Тогда 
пространство Тейхмюллера T 9 ( F ) = T 9 (Fo) есть 
фактор-пространство M(F)/Diffo(F) [5]. 

Так как отображение U — Fo = U/Г 
локальный диффеоморфизм, то любой диффе¬
ренциал Бельтрами ц на Fo поднимается до 
Г—дифференциала Бельтрами ц на U, т. е. 
1 £ LQ(U), W l W 0 = esssupzeU \(i(z)\ < 1, и 
l(T(z))T(z)/T'(z) = i(z),z £ U,T £ Г. 

Если Г—дифференциал ( на U продолжить на 
C \ U , положив (л = 0, то существует единственный 
квазиконформный гомеоморфизм : C — C с 
неподвижными точками +1, который явля­
ется решением уравнения Бельтрами wz = (i(z)wz. 
Отображение T — = w^T(w^)-1 задает изо¬
морфизм группы Г на квазифуксову группу 

Г м = w ^ ^ ) - = (Ap,....,Bif : ft [A$,Bf]= I). 
j= 

Классический результат Л. Альфорса, Л. Бер-
са [5] утверждает, что пространство Тейхмюллера 
T 9 (F) является комплексно аналитическим много­
образием размерности 3g — 3 при g > 2. В работе 
Л. Берса [5, с. 99] построен канонический базис 
голоморфных дифференциалов 

для поверхности F^, двойственный к канониче­
скому гомотопическому базису {ak,bk}9

k=i на F^. 
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Указанный базис голоморфно зависит от модулей 
[р] отмеченной компактной римановой поверхно­
сти FM. Кроме того, матрица b—периодов £1(р) = 
= (njk [p])g k=i на FM состоит из комплексных чи¬
сел 

Zj([p],w)dw, £ е wM(U) 

и голоморфно зависит от [р]. 
Характером р для FM называется любой гомо¬

морфизм р : (ni(F^), •) — (C*, •), C* = C \ {0}. 
Характер единственным образом задается упоря­
доченным набором (р(ам), Р(ЬМ),р(ам),Р(ЬМ)) е 

(C*)2g. Характер называется нормированным, ес¬
ли все его значения лежат на окружности 

S1 = {z е C : \z\ = 1} 

О п р е д е л е н и е 1.1. m—дифференциалом При­
ма для р, относительно фуксовой группы Г, 
или (р, m) — дифференциалом, называется диффе­
ренциал ф = (p(z)dzm, такой, что 

<f>(Tz)(T'z)m = р(Т)ф^), z е U,T е Г,р : Г — C*. 

В частности, при m = 0, это мультипликатив¬
ная функция для р относительно Г. 

Если fo — мультипликативная функция на FM  

для р без нулей и полюсов, то 

t = 2 п г £ сз(Ь4,р)С,(M) и 

P 

fo([p],P) exp / 2niJ2cj(Ы,р)Сз([p}), 

PO[M] 

гдеPo[p] = fsM(Po) е FM, Cj([р],р) е C,j = l,...,g, 
Cj зависят голоморфно от [p] и от р. При этом 
интегрирование ведется от фиксированной точ¬
ки Po[p] до текущей точки P на переменной по­
верхности FM, и s[p] — сечение К. Эрла [6] над 
U([po]) С T g . Отсюда получаем, что характер р 
для fo имеет вид: р(ам) = exp2nick([р],р), р(Ь^) = 

g 

= exp(2NIJ2 c j ( [ p ] , f - > ) n j k ( [ p ] ) ) , k = h . . . , g . 

j=1 
Будем называть такие характеры р несуще­

ственными, а fo (с таким характером) - единицей. 
Характеры, которые не являются несущественны¬
ми, будем называть существенными на ni(FM). 
Обозначим через Нот(Г, C*) группу всех харак­
теров на Г с естественным умножением. Несу­
щественные характеры образуют подгруппу Lg в 
группе Hom(r, 

Дивизором на FM назовем формальное произ­
ведение D = P[n...Pk

k,Pj е FM,nj е Z,j = 1 , к . 
Т е о р е м а Р и м а н а - Р о х а д л я характеров . 

[2; 4]. Пусть F — компактная риманова поверх­
ность рода g > 1. Тогда для любого дивизора 

D на F и любого характера р верно равенство 
rp(D-1) = deg D — g + 1 + гр-г (D). 

Т е о р е м а А б е л я д л я характеров . [2; 
4]. Пусть D — дивизор на отмеченной пе¬
ременной компактной римановой поверхности 
[FM, {ар, ...,aM,bM,...,bM}] рода g > 1 и р — харак­
тер на ni(FM). Тогда D будет дивизором мульти­
пликативной функции f на FM для характера р, 
если и только если deg D = 0 и 

1 

j=1 

2ni J2\og р(ам)п^ [р](= ф(р, [р])) 
j=1 

в C g по модулю целочисленной решетки 
L(FM), порожденной столбцами е(1)[р], e(g)[p], 
n(1)[p],...,n(g)[p] матрицы aM — периодов 
bM — периодов на FM, где p[p] - отображение Якоби 
из FM в многообразие Якоби J(FM) = C g / L ( F M ) . 

Д л я любых фиксированных [р] е T g и 
£o е wM(U) определим классическое отображе­
ние Якоби p : wM(U) — C g по правилу: 

Vj (£) C j ( [ p ] , w ) d w , j = h . . . , g . 

Тогда p индуцирует послойное голоморфное вло­
жение из FM в J(F M ). Универсальное многообразие 
Якоби рода g есть расслоенное пространство над 
T g , слой которого над [р] е Tg есть якобиан J(FM) 
для поверхности FM [6]. 

Далее, для любого натурального числа n > 1 
существует расслоенное пространство над T g , у ко­
торого слой над [р] е T g есть пространство всех 
целых дивизоров степени n на компактной рима-
новой поверхности FM. Голоморфные сечения это­
го расслоения определяют на каждой FM целый 
дивизор DM степени n, который голоморфно зави¬
сит от [р]. Также существует голоморфное отоб¬
ражение pn из этого расслоения на универсальное 
расслоение Якоби, n > 1, ограничение которого на 
слои является продолжением классического отоб¬
ражения Якоби p : FM — J(FM). Известно, что для 
n = g отображение p : Fg [p]\Fg[p] — Wg [p]\Wg[p] 
является аналитическим изоморфизмом, где Fg [р] 
— g— кратное симметрическое произведение по¬
верхности FM и Wg [р] = p(Fg[p]) имеет комплекс­
ную размерность, не превышающую g — 2 [2; 4]. 
Локальные голоморфные сечения этих расслоений 
над окрестностью U([po]) С T g можно получить 
(для любого n > 1) из локальных голоморфных 
сечений К. Эрла s для Ф : M(F) — T g над U([po]) 
[6]. Отметим, что, по теореме Л . Берса [5, с. 99], 
отображение ф зависит локально голоморфно от 
р и [ р ] . 

1 

и 
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2. Элементарные д и ф ф е р е н ц и а л ы 
Прима 
Д л я построения общей теории однозначных и 
мультипликативных дифференциалов большую 
роль играют так называемые элементарные д и ф ­
ференциалы [2; 4; 5] любого порядка, которые име­
ют минимальное количество полюсов, т. е. либо 
один полюс порядка > 2, либо два простых полю­
са и голоморфно зависящие от характеров р и от 
модулей [р] римановых поверхностей. 

Т е о р е м а 2.1. 1) Для любого существенного 
характера р, точки Qi G F^, натурального числа 
q > 1 и несущественного характера р, точки 
Qi G F^, натурального числа q > 1 существует 
элементарный (р, q) —дифференциал T p q q ; Q 1 тре­
тьего рода с единственным простым полюсом 
Qi = Qi[p] на F^, локально голоморфно завися­
щий от р и [р]; 

2) Для любого несущественного характера р, 
точки Qi G при q = 1 не существует элемен­
тарный (р, 1) —дифференциал TP;Q1 третьего рода 
с единственным простым полюсом Qi на F^. 

Доказательство. 1) Если р — существенный 
характер и q = 1 , то, по теореме Римана-Роха, для 
характеров имеем равенство: 

ip (d-) = — 1 + g + 1 + rp-i (Qi), 

i p { Q ) =
 g и i p ( 1 ) g — 1. Отсюда следует, что 

ip (1) + 1. Поэтому существует диффе­
ренциал Прима TP;Q1 для р на с единственным 
полюсом в Q i точно порядка один. 

Если р — произвольный характер и 
q > 1, то, по теореме Римана-Роха, для 
(р, q)— дифференциалов [4, с. 43] имеем: 

ipq (D) = (2q — 1)(g — 1) — deg D + 
Z q - i 

r((f ) - ^ 

и ip,q(1) = (2q — 1)(g — 1), где f — мультиплика¬
тивная функция для р и Z — канонический класс 
для абелевых дифференциалов на F^. Поэтому 

ip,q ( -Qr)= ip,q + r((f )Z q-iQi). 
Qi 

Таким образом, имеем равенство: 

где f — мультипликативная функция для суще¬
ственного характера р на F^, q > 1 и WQ — любой 
голоморфный абелев дифференциал на F^. Диви¬
зор 

R i . . . R N , 
( T p ' q ; Q l ( W Q ) , 

где N = q(2g — 2) + 1 и точка Q i не принадлежит 
дивизору (WQ). Отсюда получаем равенство: 

cp(Ri...Rg) = —2Kq+p(Qi)—p(Rg+i...RN )+ф(р) 

в многообразии Якоби J(F^) для F^; 
b) в случае р = 1 или р — несущественный 

характер при q > 1 такой дифференциал ищем 
в следующем виде Tp,tQ = fofiwQ,, где f i — 
однозначная мероморфная функция с дивизором 
(fi) = (uoiQi и fo — мультипликативная единица 
для р на F^. Здесь ф(р) = 0 и, по теореме Абеля, 
имеем равенство: 

ip(Ri...Rg) = —2Kq + p(Qi) — v(Rg+i...RN) = a. 
(**) 

При наших условиях в обоих случаях а) и b) 
верно неравенство N — g > g — 1 и dim Wi < g — 2. 
Шевелением дивизоров Rg+i...RN можно добить­
ся, что a не принадлежит Wi и уравнения (*) и 
(**), в многообразии Якоби, имеют единственные 
решения Ri...Rg. 

Выбирая локально голоморфное сечение по [р] 
и р дивизоров Rg+i...RN над T g , получим диви­
зор Ri...Rg (как единственное решение предыду­
щих уравнений в J(F^)) тоже голоморфно завися¬
щий от р и [р]. Причем малым шевелением диви¬
зоров Rg+i...RN можно добиться, чтобы точка Q i 
не совпадала с точками R i , R N . 

2) Если существует дифференциал TP;Q1  

для несущественного характера р с вычетом 
resQ1 TP;Q1 = CQ1 = 0 для некоторой его ветви, то 
f-iTp.Q1 — абелев дифференциал с единственным 
простым полюсом в Q i и fo — мультипликатив­
ная функция для р на F^. По теореме о вычетах 
f-1(Qi)cQi = 0, где (Qi = Qi. Противоречие. 

Это утверждение также следует из теоремы 
Римана-Роха так как ip(Q-i) = g = ip(1) для несу¬
щественного характера р. Действительно, 

rp-i (Qi) d e g ( ^ r ) g + 1 + ip( Q ) 

ip,q
 (7Г) = ip,q

 ( 1 ) + 1 

так как deg((f )Zq-iQi) = 0 + (q — 1)(2g — 2) + 1 > 0. 
Следовательно, существует (р, q)— дифференциал 
Прима Tp q ; Q 1 для р на с единственным полю­
сом в Q i точно порядка один. 

Построим конструктивно такие дифференциа¬
лы, локально голоморфно зависящие от р и [р] : 

а) такой (р, q)— дифференциал Прима Tpq;Q1  

можно задать в следующем виде Tpqq; Q 1 = fwq, 

= —1 — g +1 + ip( —). 

Теорема 2.1 доказана. 

3. Однозначные мероморфные 
д и ф ф е р е н ц и а л ы на переменной ком­
пактной римановой поверхности 

Обозначим через Q2(F^) пространство однознач¬
ных (абелевых) дифференциалов второго рода с 

=a 

) 

0 
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конечным числом полюсов на F^, а через Q.2,e(F^) 
— подпространство всех точных дифференциалов 
второго рода на переменной поверхности F^. 

Рассмотрим Ei = | J Q 2 ( F / e ( F , вектор¬

ное расслоение у которого над точкой [р] из базы 

Tg лежит слой (F^)/9,2,e(F^). 

Т е о р е м а 3.1. Векторное расслоение ЕН явля¬
ется голоморфным векторным расслоением ранга 
2g над базой Tg при g > 2. При этом наборы клас­
сов смежности дифференциалов 

Ci,..,Cg ,Tpn

i

1 + i),...,Tpn

i

g + i ) , (*) 

и 

Cl,-,Cg ,т£\..,Т{~\ (**) 

задают базис локально голоморфных сечений это¬
го расслоения, где ni,...,ng — пробелы Вейер-
штрасса в Pi на и r( ~ 1 ~ ) = 1 на . 

Доказательство. Зададим отображение ФН из 
пространства ^(F^)/Sl2,e(F^) на C 2 g по правилу: 
сопоставляем W его базисные периоды, т. е. 

Ф1 : W - (J W,...,J W,J W,...,J W) G C 2 g . 
ai a g bi bg 

Ядро отображения ФН совпадает с Q.2,e(F^). Дей¬
ствительно, если все указанные периоды для диф¬
ференциала W равны нулю, то и все остальные пе¬
риоды тоже равны нулю. Поэтому дифференциал 
W будет точным на F^, а значит, принадлежит про­
странству Q.2,e(F)i). Ясно также, что если диффе­
ренциал принадлежит пространству Q.2,e(F^), то 
все его периоды равны нулю. Так как отображе¬
ние ФН взаимнооднозначно и линейно на фактор 
пространстве, то dime ^(F^/Sh^F) < 2g. 

Докажем обратное неравенство 

dime fa(F^)/Q2,e(F^) > 2g 

и построим базис этого фактор пространства. 
Возьмем мероморфные дифференциалы из на¬

бора (*) на поверхности F^. Покажем, что клас¬
сы смежности с такими дифференциалами будут 
линейно независимы над C на . От противно¬
го. Предположим, что существует линейная ком¬
бинация, у которой не все коэффициенты нули, 
равная нулевому классу, тогда верно равенство 
Ci Qi + ... + Cg Cg + C\T^ + i ) + ... + Cg ТрПд + = df, 

где df — точный дифференциал второго рода, а f 
- однозначная мероморфная функция на F^. 

Выберем среди коэффициентов Cj = 0 ко¬
эффициент с максимальным номером, например 
j = jo. Тогда f будет иметь в качестве особенно­
стей только один полюс Pi порядка nj0. Это про­
тиворечит выбору пробелов в точке Pi на F^. По­
этому СН = ... = Cg =0. 

Осталось равенство CiCi + ... + CgCg = df. 
Теперь рассмотрим коэффициенты Ci,...,Cg. 

Так как Ci,...,Cg — канонический базис, то 
aj —период левой части будет равен Cj, а для пра¬
вой части все периоды равны нулю. Отсюда 

Ci = ... = Cg =0. 

Таким образом, доказали линейную независи¬
мость классов смежности дифференциалов из на¬
бора (*). 

Рассмотрим набор (**). Если существует ли¬
нейная комбинация 

CiCi + ... + Cg Cg + C\Tp2

i

) + ... + Cg = df, 

то все коэффициенты Cj =0, j = 1, ...,g, так как 
в противном случае функция f будет иметь диви¬
зор (f) > р 1 р , что противоречит выбору точек 
C i , . . . , E

g на F^. Аналогично, как для набора (*), 
показывается, что Ck = 0, к = 1 , g . 

Поэтому dime &2(F^)/Sl2,e(F^) = 2g. 
Известно, что дифференциалы т("'3+H можно 

выбрать голоморфно зависящими от [р] [5]. Теоре¬
ма 3.1 доказана. 

С л е д с т в и е 3.1. Расслоение Ei является го­
ломорфным (глобально) тривиальным над про­
странством Тейхмюллера и существуют гло­
бальные сечения для Ei над Tg, т.е. существуют 
2g абелевых дифференциалов первого и второго ро¬
да, которые являются глобальными функциями 
от [р] на Tg. 

Доказательство. Это следует из теоремы 
Грауэрта, в силу односвязности базы T g , о том, что 
над такой базой расслоение становится глобально 
тривиальным или комплексно аналитически экви¬
валентным T g х C 2 g . Следствие 3.1 доказано. 

Обозначим через SS( Q 1

1 Q , ) пространство 
абелевых дифференциалов с дивизорами кратны¬
ми Q

 1

Q , где Qi...Qs — локально голоморфное 
сечение в пространстве дивизоров степени s над 
Tg , где s > 2. 

Пусть E2 = \JQ( Q l

1 . Q s ,F^) — векторное 
И 

расслоение над Tg. По теореме Римана-Роха, 
r(Qi...Qs) = —s — g + 1 + i( Q I

 1

 QS). Отсюда 
i( Q 1 . 1 Q s ) = s + g — 1, так как r(Qi...Qs) = 0. 

Рассмотрим набор дифференциалов 

Q l , . . . , C g ,TQ2Qi , . . . , T Q s Q i , ( 1 ) 

которые, по теореме Берса и по классическим ре¬
зультатам, локально голоморфно зависят от [р]. 

Этот набор линейно независим над C. Если 
CiCi + ...+CgCg+C\TQ2QI +...+CS-ITQSQI =0 на , 
то Ci = ... = Cs-i = 0, так как нет особенностей 
в правой части. Коэффициенты Ci = ... = Cg =0 
в силу независимости Ci,Cg над C на F^. Таким 
образом, доказано предложение. 
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П р е д л о ж е н и е 3.1. Векторное расслоение E2 
ранга g + s — 1 при s > 2 является голоморфным 
векторным расслоением над Tg, а набор дифферен¬
циалов (1) дает базис локально голоморфных сече¬
ний этого расслоения. 

С л е д с т в и е 3.2. Векторное расслоение EC2 
комплексно аналитически эквивалентно прямому 
произведению Tg х C g + s — l и существуют g + s — 1 
глобальных голоморфных сечений этого расслое¬
ния над Tg. 

Обозначим через E3 = [j Sl( 
Qi. • • Qs 

векторное расслоение над T g , s > 2, где Fn) 
— пространство голоморфных абелевых диффе¬
ренциалов на Fn. 

По теореме Римана-Роха, i( Q I

 1 Q ) = g + s — 1 
и i(1) = g, поэтому 

dime Sl( 
1 

Qi...Qs 
,Fn)/SS(1,Fn) 1. 

Докажем, что набор классов смежности диф¬
ференциалов 

T Q 2 Q i , . . . , T Q s Q i (2) 
будет линейно независим над C на Fn. Если 
CITQ2Q1 + ... + CS-ITQSQ1 = W, где W — голо¬
морфный дифференциал, то все коэффициенты 
Ci = ... = Cs—i = 0, так как особые точки правой и 
левой сторон различны. Таким образом, доказали 
предложение. 

П р е д л о ж е н и е 3.2. Векторное расслоение E3 
будет голоморфным векторным расслоением ран¬
га s — 1 над Tg и классы смежности дифферен¬
циалов набора (2) образуют базис локально голо¬
морфных сечений этого расслоения. Кроме того, 
E3 комплексно аналитически эквивалентно пря­
мому произведению Tg х C s — l и существуют s — 1 
глобальных голоморфных сечений этого расслое¬
ния над T g . 

4. Мультипликативные функции и 
единицы на переменной римановой 
поверхности 

Пусть на Fn рода g > 2 задана мультипликатив¬
ная мероморфная функция f для любого характе-
ра р. Тогда дивизор ( f) = D = 

Q?1 • • • 0 1 s 

на где 

Rj,Qi G Fn,aj G N,j = 1,...,m,pi G N,i = 1,...,s, 

и 0 = deg D =Y, aj — J2 fj. 

Рассмотрим однозначный абелев дифференци¬
ал w(z)dz = f d z третьего рода на Fn с просты­
ми полюсами в точках R i , R m , Q i , Q s и выче­

тами a i , a m , — fi,—fs соответственно. Тогда 

m s g 

w ( z ) d z = Y1 aj TRI - о — fj TQj -о+^Z2nicj Cj, 

j = i j = i j = i 

где Cj G C,j = 1,...,g, и PQ не принадлежит 
suppD = { R i , R m , Qi,Qs}. Отсюда 

f (P) = exp j w(z)dz 
Po 

на F^. 
Пусть f — мультипликативная функция на 

Fn рода g > 2. Предположим дополнитель­
но, что в окрестности U (Pj) функция f (P) ~ 
eqj(kj)(P),kj(Pj) = 00,qj — некоторые многочлены 
от kj, j = 1,l, а в точках P i + i , P n возможны 
либо полюса, либо нули порядков r+i, ...,rn соот­
ветственно. Положим E(P) = f ( P ) / п\ на F,,, где 

a v > XPi,..,Pl (P) П 

XP1 ,...,р (P) будет l—точечная функция Бейкера-
Ахиезера на Fn с теми же асимптотиками в точ­
ках Pl,...,Pl, как у функции f [3, с. 82]. Тогда 

m s n 

0 = deg(E) = J2 aj — Е fj + £ rj. Д и ф ф е -
j = i j = i j = i + i 

ренциал W(z)dz = P ( ^ dz будет абелевым диф¬
ференциалом третьего рода с простыми полюса¬
ми R i , R m , Q i , ...,Qs,Pi+i,... ,Pn, где функция 

" RT1. • • RZm о r i + i gC имеет дивизор ( gC) = DC = 

rj G Z , j = l + 1, ...,n на Fn, и 

P P n r 

w ( z ) d z
 = Y1 a j T R j - о

 —
 f j T Q j Po + 

+ Y rj T-j - о +Y2wiCj Cj, (**) 

j=l + l j = l 

где Cj G C, j = 1,g. Таким образом доказана 

Т е о р е м а 4.1. Мультипликативные функции 
f на Fn рода g > 2 для любого характера р, с 
указанными выше условиями, имеют следующие 
представления : 

P 

1) f (P) = exp J w(z)dz, где w(z)dz задана фор-
Po 

мулой (*) на Fn; 
P 

2) f (P) = XPl,...,P (P)exp J W(z)dz, где W(z)dz 
Po 

задается формулой (**) на Fn и 1 < l < n, 
n > 1 , которая имеет асимптотики вида 
eqj ( k j )(P) в U (Pj ),j = Здесь X P U • • • P (P) 
— l-точечная функция Бейкера-Ахиезера на Fn с 
указанной асимптотикой в точках Pi, ...,Pi. Эти 
функции локально голоморфно зависят от [р] и р. 

П р е д л о ж е н и е 4.1. Если f — мультиплика¬
тивная функция для несущественного характера 
р на F рода g > 2 имеет единственный полюс 

P 

1 
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точно второго порядка в точке Q, то F — гипе¬
рэллиптическая. 

Доказательство. Если такую функцию f раз¬
делить на fo, то получится — однозначная 
функция на F, с единственным полюсом точно по¬
рядка 2, и по классической теореме [5] получа¬
ем, что F - гиперэллиптическая риманова поверх¬
ность. Предложение 4.1 доказано. 

П р е д л о ж е н и е 4.2. Если р — несуществен¬
ный характер на F рода g > 2 и в точке Q первый 
мультипликативный непробел Вейерштрасса ра¬
вен 2, то F — гиперэллиптическая. 

Если дана функция f для любого р, то диви¬
зор D = ( f) степени нуль, состоящий из ее нулей 
и полюсов с учетом кратности, определяется един¬
ственно на F. Выясним будет ли верным утвержде¬
ние, что функция f для некоторого характера по 
заданному дивизору D, deg D = 0, определяется с 
точностью до умножения на ненулевую константу. 

По теореме 1.1.3 [4, с. 23], [2, с. 130] каждый 
дивизор D = 1 степени 0 на компактной рима-
новой поверхности F рода g > 1 будет дивизором 
единственной (с точностью до умножения на нену¬
левую константу) мультипликативной функции на 
F, принадлежащей единственному нормированно¬
му характеру. 

Т е о р е м а 4.2. Пусть D — дивизор, degD = 0, 
на компактной римановой поверхности F рода 
g > 2, тогда: 

1) если существуют две функции fi и f2, 
(fl) = (f2) = D, для одного и того же характера 
р, то fi = cf2, где с = const = 0 на F; 

2) если существуют две функции fi и f2, 
(fl) = (f2) = D, для различных характеров рн и 
р2, р1 = р2, то fi = f2g, где g — мультиплика¬
тивная единица для несущественного характера 
ро на F и рн = р2ро; 

3) если существуют две функции fi и f2, 
(fl) = (f2) = D, для нормированных характеров 
р1 и р2, то рн = р2 и fi = cf2, где с = const = 0 
на F; 

4) Для любого несущественного характера р 
не существует функции f для р с дивизором 
(f) = Q , P i = Qi, на F. 

Доказательство. 1) Рассмотрим частное 
g = j q . Дивизор (g) = 1 и характер p = 1, по­
этому g = с = 0 на F, так как g — однозначная 
аналитическая функция на F; 

2) Также рассмотрим g = j . Д л я этой функ­
ции (g) = 1, а значит, ее характер ро = ppq должен 
быть несущественным. Таким образом, fi = f2g, 
где g — мультипликативная единица для ро; 

3) Снова рассмотрим g = j . Д л я этой функ­
ции (g) = 1, а значит, ее характер ро = должен 
быть несущественным. Отсюда ро одновременно 
будет несущественным и нормированным. По тео¬
реме [2, с. 130], ро = 1. Поэтому рн = р2 и по утвер­

ждению 1) имеем fi = cf2, с = 0 на F. 
4) Действительно, если существует такая 

функция для несущественного характера р, то рас¬
смотрим функцию g = j o , где fo — мультипли­
кативная единица для р. Функция g будет одно¬
значной функцией с одним простым полюсом на 
F. Противоречие. Теорема 4.2 доказана. 

З а м е ч а н и е 4.1. В частности, существует 
функция f с заданным дивизором (f) = QQ^ для 
нормированного характера р = 1 , а значит, р бу¬
дет существенным характером [2, с. 130]. 

С л е д с т в и е 4.1. Для любого фиксированного 
характера функция f на компактной римановой 
поверхности F рода g > 2 восстанавливается по 
своему дивизору с точностью до умножения на 
ненулевую константу. 

Ясно, что (р, m)— дифференциал W имеет един­
ственный дивизор D = (W) из своих нулей и по¬
люсов, с учетом кратности, на F рода g > 2, и 
deg D = (2g — 2)m, m > 1. 

Выясним, будет ли по заданному дивизору D 
на F рода g > 2, deg D = (2g — 2)m определяться 
(р, m)— дифференциал W с точностью до умноже¬
ния на ненулевую константу на F. 

Известно из [4, с. 23], что любой дивизор D 
на F рода g > 2 степени (2g — 2)m, g > 1, 
m > 1 есть дивизор единственного (с точно¬
стью до умножения на ненулевую константу) 
(р, m)— дифференциала, принадлежащего к един¬
ственному нормированному характеру р. 

Т е о р е м а 4.3. Пусть D — дивизор, 

deg D = (2g — 2) m, m > 1 , 

на компактной римановой поверхности F рода 
g > 2, тогда: 

1) если существуют два дифференциала wi и 
W2, (wi) = (W2) = D, для одного и того же харак­
тера р, то Wi = CW2, где с = const = 0 на F; 

2) если существуют два дифференциала Wi и 
W2, (wi) = (W2) = D, для различных характеров рн 
и р2, р1 = р2, то Wi = W2g, где g — мультиплика¬
тивная единица для несущественного характера 
ро на F, где рн = р2ро; 

3) если существуют два дифференциала Wi 
и W2, (wi) = (W2) = D, для нормированных ха­
рактеров рн и р2, то рн = р2 и Wi = CW2, где 
с = const = 0 на F. 

Доказательство. 1) Рассмотрим частное 
g = ш2. Дивизор (g) = 1 и характер p = 1, по­
этому g = с = 0 на F, так как g — однозначная 
аналитическая функция на F. 

2) Также рассмотрим g = ^ . Д л я этой функ­
ции (g) = 1, а значит, ее характер ро = p^ должен 
быть несущественным. Таким образом, wi = W2g, 
где g — мультипликативная единица для ро, и 
р1 = р2ро. 

3) Рассмотрим g = ^ . Д л я этой функции 
(g) = 1, а значит, ее характер ро = р^ должен быть 
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несущественным. Отсюда характер ро одновремен¬
но будет несущественным и нормированным. По 
теореме [2, с. 130], ро = 1. Поэтому рн = р2 и по 
утверждению 1) имеем wi = CW2, с = 0 на F. Тео¬
рема 4.3 доказана. 

Л и т е р а т у р а 

[1] Gunning, R. C. On the period classes of Prym 
differentials / R. C. Gunning / / J . Reine Angew. 
Math. - 1980. - Vol. 319. - P. 153 - 171. 

[2] Farkas, H . M . Riemann surfaces / 
H . M . Farkas, I. K r a / / Grad. Text's Math. - New-
York: Springer, 1992.-Vol. 71. 

[3] Дубровин, Б . А. Римановы поверхности и 
нелинейные уравнения. Ч.1 / Б . А. Дубровин - М.: 
МГУ, 1986. 

[4] Чуешев, В. В. Мультипликативные функ¬
ции и дифференциалы Прима на переменной ком¬
пактной римановой поверхности. Ч.2 / В. В. Чу-
ешев. - Кемерово: КемГУ, 2003. 

[5] Альфорс, Л. В. Пространства римановых 
поверхностей и квазиконформные отображения / 
Л . В. Альфорс, Л . Берс. - М.: ИЛ, 1961. 

[6] Earle, C. J . Families of Riemann surfaces 
and Jacobi varieties/ C. J . Earle / / Annals of 
Mathematics. - 1978. - Vol. 107. - P. 255 - 286. 

УДК 517.55 

О С Х О Д И М О С Т И И Н Т Е Г Р А Л А М Е Л Л И Н А - Б А Р Н С А Н А Г Р А Н И Ц Е Е Г О 
О Б Л А С Т И С Х О Д И М О С Т И 

Т. В. Зыкова 

O N T H E C O N V E R G E N C E O F M E L L I N - B A R N E S I N T E G R A L O N T H E B O U N D A R Y O F 
ITS D O M A I N O F C O N V E R G E N C E 

T. V. Zykova 

В работе исследуется множество сходимости интеграла Меллина-Барнса, представляющего ре¬
шение общего алгебраического уравнения. 

In the present paper we give the description of the set of convergence for Mellin-Barnes integral 
representing solution to the general algebraic equation. 

Ключевые слова: интеграл Меллина-Барнса, общее алгебраическое уравнение. 
Keywords: Mellin-Barnes integral, general algebraic equation. 

Работа выполнена при поддержке гранта Президента РФ для ведущих научных школ (НШ-7347.2010.1). 

1. История вопроса 

В самом общем виде объект исследования 
многомерный интеграл Меллина-Барнса 

это 

Y[T({Aj ,z) + Cj) 

(2ni)p J 

(1) 
Век-здесь Aj, Bk G Rp, Cj, dk G R, dz = dzH  

тор Y G Rp, участвующий в определении множе¬
ства интегрирования, выбран так, чтобы оно не 
пересекало полюсы гамма-функций Эйлера в чис¬
лителе. 

Области сходимости интегралов Меллина-
Барнса (1) являются секториальными: они опре¬
деляются лишь условиями на аргументы парамет¬
ров xi,...,xp, причем, если область сходимости 
непустая, то преобразование Меллина интеграла 
(1) равно его подынтегральному выражению, де¬
ленному на (2ni)p (см. [1]). Секториальные обла­
сти рассматриваются в множестве S = R+ х Rp, 

которое представляет собой область наложения 
над комплексным алгебраическим тором T p = 
(C\{0})p . Далее обозначим через в = (6i,..., 0p) 
вектор (arg xi,..., arg xp) . Тогда каждая точка 
x = (r,e) G S (r G R+,e G R p ) проектируется в 
точку (rl ei9i,... ,rpeiep) G Tp. На T p обращение 
этой проекции может быть многозначным. 

Интегралы Меллина-Барнса явились четвер¬
тым подходом к изучению гипергеометрических 
функций: первые два реализованы Гауссом как 
решения гипергеометрических дифференциаль¬
ных уравнений и как суммы гипергеометриче¬
ских рядов. Третий подход основан на интеграль¬
ном представлении Эйлера, обобщающем бета-
функцию (см. [2]). 

Проблема сходимости данных интегралов при¬
влекала внимание ряда специалистов на протяже¬
нии последнего столетия. Шаги к ее решению в 
многомерном случае были сделаны Х. Меллином 
[3], Р. Бушманом и Х. Сриваставой [4], А. К. Ци-
хом и др. ([5]). Часть (максимальной) области схо¬
димости интеграла Меллина-Барнса, представля¬
ющего решение общего алгебраического уравне-
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ния, первоначально была указана Х. Меллином 
(см. [3]). В работе И. А. Антиповой [1] найдена 
истинная (максимальная) область сходимости та¬
ких интегралов. Область сходимости многомерно¬
го интеграла Меллина-Барнса (1) в самом общем 
случае описана в работе Л . Нильсон, М. Пасса-
ре, А. К. Циха [6]. Тем не менее оставался откры¬
тым вопрос о структуре множества сходимости ал¬
гебраических интегралов Меллина-Барнса. В ра¬
боте [7] детально описано множество сходимости 
интеграла Меллина-Барнса, представляющего ре¬
шение тетраномиального алгебраического уравне¬
ния. В настоящей работе исследуется множество 
сходимости интеграла Меллина-Барнса, представ¬
ляющего решение общего алгебраического уравне¬
ния (Теорема 1 и Теорема 2). 

2. Множество сходимости интеграла 
Меллина-Барнса, представляющего 
решение общего алгебраического 
уравнения 

Рассмотрим интеграл гипергеометрического типа: 

1 r(zi)...r(zp)T(n — П {a,z)) z 

V -W V p) \n n { ' l> „,—zi Zp j 

TV П
 I l / О _Л i 1 \ 1 p ' 

- , p r ( z i ) . . . r ( z p ) r ( П — n 

(2ni)pJ n Г(n + П f,z) + 1) 

p (2) 
где a = (ni, ...,np) G Np, 
f = (n — ni,. .. ,n — np) G Np, n > np > • • • > ni > 
> 1 , р > 0. Интегрирование в (2) ведется по мни¬
мому (вертикальному) подпространству Y + iRp, 
вектор Y G R p фиксирован и выбирается из сим­
плекса 

U = {u G R+ : {a,u) < p} . (3) 

Из работ [1], [3] известно, что интеграл (2) 
представляет р-ю степень ветви решения y(x) 
(y(0) = 1) общего алгебраического уравнения 

yn + xpynp + ... + xiyni — 1=0 (4) 

с комплексными коэффициентами xi, 
i G J := {1, ••• ,p}. Введем в R p два семейства 
целочисленных векторов: 

Li = {pi = nei,l G J} , 

L-2 = {Pkj = —njek + nkej, к < j, k,j G J} , 

здесь ei,... ,ep - базисные векторы в R p . В работе 
[1] доказано, что интеграл (2), зависящий от пара¬
метра x = (xi,... ,xp), сходится в секториальной 
области S, основание которой в пространстве ар­
гументов = arg xi,... ,ep = arg xp есть внутрен¬
ность выпуклого многогранника 

P = {в G Rp : \{pi,e)\< nni, \{pkj ,в)\< nnk} , 
(5) 

где l,k,j G J, к < j. Иначе говоря, 
S = {x G S : в G P°} = Arg—l(P°), где отобра¬
жение 

Arg : Tp —> Rp : (xH,..., xp) —> (argxH,..., argxp). 

В работе исследуется сходимость интеграла (2) в 
случае, когда (argxi,..., argxp) принадлежит гра¬
нице многогранника P. Если в уравнении (4) пока¬
затели удовлетворяют условию n < 2n2 , то среди 
неравенств, определяющих многогранник P, нет 
лишних. В этом случае он имеет p2 + p гипер¬
граней (граней максимальной размерности), кото¬
рые задаются пересечением соответствующих ги¬
перплоскостей с самим многогранником P : 

{в G P : {pi,в) ±пщ} , l G J, 

±j = {в G P : {pkj,в) = ±nnk} , k<j, k,j G J. 
(6) 

Справедлива 

Т е о р е м а 1. Прообразы точек в (при отоб¬
ражении Arg) из относительной внутренности 
гиперграней (6) многогранника P принадлежат 
множеству сходимости интеграла (2). 

Если n > 2n2 , то среди неравенств (5) по¬
являются лишние, следовательно, количество ги¬
перграней многогранника P уменьшается. Далее 
рассмотрим крайнюю ситуацию, когда n > 2np. 
В этом случае многогранник P есть р-мерный 
параллелепипед. Зафиксируем поднаборы Js = 
{ji, ...,js} С J, Jt = {ji, ...,jt} С J, Js П Jt = 0. 
При s = 0 считаем Js = 0, при t = 0 считаем 
Jt = 0 . Рассмотрим грань параллелепипеда ко¬
размерности s + t 

r(Js,Jt) = 

= {в G P : {pi,в) = nni, l G Js, {pj, в) = —nnj,j G Jt} . 
(7) 

Заметим, что Г ( JQ, JQ) = Г (0, 0) = P. При p > 3 
имеет место 

Т е о р е м а 2. Прообразы точек в (при отоб¬
ражении Arg) из относительной внутренно¬
сти грани Г (Js, Jt) многогранника P принадле¬
жат множеству сходимости интеграла (2), ес¬
ли (s,t) G {0, 1, 2}2 . 

З А М Е Ч А Н И Е 1. Случай p = 2 полностью иссле¬
дован в работе [7]. 

3. Идея доказательства 

Введем несколько обозначений: 

Uj = Re zj, Uj = Im zj, j G J. 

Используя оценку для гамма-функции, вытекаю¬
щую из формулы Стирлинга, заменим подынте¬
гральную функцию в (2) на функцию вида: 

П (\Uj \ + 1Г — 2 (| П {a,v)\ + 1) 

(П\{f,v)\ + 1)n ™+n + 2 

- i (a,u) + % —1 

X 
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р 1 

x e x p \ { и , в ) — — ij2 \ v j \ + n \ { a , v ) \ — n 
n n \jeJ 

\{f,v)\j 

(8 
имеющую тот же порядок роста при v — 0 . Ис¬
следуем интеграл от функции (8) по пространству 
Ru. 

Приведем доказательство для точек гипергра¬
ни Г+ многогранника P (v G J). Д л я других то¬
чек многогранника P, упомянутых в теоремах 1, 
2, идея доказательства та же самая. 

Зафиксируем точку в на грани Г+ многогран¬
ника P ( v G ) , тогда аргумент экспоненциального 
множителя в (8) примет вид: 

vv + {в[щ ],v[v ]) — 

—
 p

 1 

2 \E \ v j \ + n \ { a , v ) \ 

j = l 

{f,v) (9) 

здесь v[v ] = (vi,[vv ], ...,vp) G Rp l , в[щ] = 
= (вн,..., [ви],... Xp). Заметим, что при любом v G 
R p величина (9) неположительна. В том случае, 
когда (9) есть величина отрицательная, экспонен¬
циальный множитель в (8) убывает при v — 0 и 
степенной множитель не может повлиять на сходи¬
мость интеграла (2). Найдем направления v G R p , 
для которых (9) обращается в нуль. Нетрудно ви¬
деть, что это произойдет в одномерном конусе 

= {rev G Rp,r > 0} . 

Заметим, что конус а+ принадлежат двойственно­
му вееру P* (его также называют двойственным 
коническим полиэдром (см. [8])), который пред¬
ставляет собой разбиение R p на полиэдральные 
конусы, соприкасающиеся по граням. Луч а+ яв¬
ляется одномерной гранью ортанта R p . Поэтому, 
сузив функцию (8) по переменной v на множество 
R p , получим интеграл: 

Д (vj + 1)Uj — 2 (П {a,v) + 1) — n + n — i 

xexp^(o[v] — —a[v],v[v]j^ dv, (10) 

где a[v] = ( n i , [ n v ] , n p ) , u G U. 

Л е м м а 1. Интеграл (10) сходится. 

Доказательство. Введем обозначения: 

Kj
 =

 vj
 + 1 , j G , 

L(v) = - {a, v) + 1, M(v) = - {f, v) + 1, 
n n 

£ = (£j )jeJ = {^j
 — I) 

6 = —-{a>,u) + - — 2, ^ = - { f , u ) + P + 1 . 

n n 2 n n 2 
Интеграл (10) можно представить в виде повтор¬
ного: 

j I (v[v]) П Kf exp{(9[v] — ̂ a[v],v[v]^ dv[v], 
,p-i j e J [ v ] 

~ (11) 
где 

OO 

1 ( v [ v ] ) = ! K ^ d v v , ( 1 2 ) 

Q 

а [v] = {1, . . . , [v], . . . , p}. Заметим, что аргумент 
экспоненты в подынтегральном выражении (11) 
отрицательный, так как 

(e[v\— n a [ v ] , v [ v } ) = n ( { p j , в ) — — n j ) v j , 

jeJ [v] 

(13) 
где vj > 0, а {pj, в) — —nj < 0 в силу (5). 

Исследуем сходимость интеграла (12). Степень 
подынтегральной функции в (12) равна 

3 
— 2 uj < — 1 , 

jeJ [v] 

(14) 

2. Последнее неравенство при условии uj > 
jeJ[v] 

выполняется в силу (3). Неравенство (14), в свою 
очередь, гарантирует сходимость интеграла (12). 

Покажем, что I( v[v]) может иметь не 
более, чем степенной рост по переменным 
vH,..., [vv ],..., vp. Откуда, ввиду наличия в ин¬
теграле (11) экспоненциального множителя с от¬
рицательным аргументом (13), будет следовать 
сходимость этого интеграла, а следовательно и ин¬
теграла (10). Домножим числитель и знаменатель 
в подынтегральном выражении (12) на произведе¬
ние функций 

L (v) • Kf, 6 > 0,C > 0 
так, чтобы в полученном выражении показатели 
6 + 6 , £v + £v были целыми и положительны­
ми. Ввиду неотрицательности 6 и к справедлива 
оценка: 

< 
Kfv +С L S + S ' (v) Kfv+C L S + S ' (v) 

Kf MK (v)tf' (v)~ K$> {n—nv vv+1)" [r-nt vv+1) 
(15) 

Числитель в (15) есть полином по переменной vv 
с полиномиальными коэффициентами, зависящи¬
ми от остальных переменных v[v]. Если правую 
часть (15) представить в виде суммы дробей, раз¬
делив почленно на знаменатель, то степени по vv  

(т.е. разность степеней числителя и знаменателя) 
каждой дроби будут: 

£v + 6 
3 

— 2 
jeJ 

uj < — 1 . 

jeJ[v] 

n 

1 

к = 

к = 
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Следовательно, при интегрировании в (12) каждое 
слагаемое будет сходящимся интегралом по пере­
менной vv. Получается, что \I(v[v])\ < R(v[v]), где 
R(u[v]) - некоторый полином. Лемма 1 доказана. 

Таким образом, в силу Леммы 1 интеграл (2) 
сходится в прообразах внутренних точек гипергра¬
н и Г + . 

З А М Е Ч А Н И Е 2. Д л я грани коразмерности t 
(см. Теорему 2) аналог соотношения (14) имеет вид 

jeJt 

t + 2 
2~~ Е uj < - t 

jeJ \Jt 

из которого естественно вытекает условие на ко¬
размерность грани t < 2. 

4. Примеры 

Множество сходимости интеграла, представляю¬
щего решение алгебраического уравнения с дву-

Рис. 1. P : p = 2, n < 2n 2  
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УДК 517.552 

О Ф О Р М У Л Е П Е Р Е С Т А Н О В К И О С О Б О Г О И Н Т Е Г Р А Л А К О Ш И - С Е Г Е В 
М Н О Г О М Е Р Н О М Ш А Р Е 

А. С. Кацунова 

O N T H E F O R M U L A O F C H A N G E O F I N T E G R A T I O N O R D E R F O R T H E S I N G U L A R 
C A U C H Y - S Z E G O I N T E G R A L IN M U L T I D I M E N S I O N A L B A L L 

A. S. Katsunova 

В работе рассмотрены аналоги формулы Пуанкаре-Бертрана для особого интеграла Коши-Сеге в 
шаре. Главное значение интеграла рассмотрено по Коши и в смысле Керзмана-Стейна. Аналог, полу­
ченный в случае рассмотрения главного значения по Коши, отличен от формулы Пуанкаре-Бертрана 
для интеграла Коши на комплексной плоскости. Однако, если рассматривать главное значение в 
смысле Керзмана-Стейна, они совпадают. Статья является обзором основных результатов по дан¬
ной теме. 

It is obtained the Poincare-Bertrand formula for singular Cauchy-Szego integral in a 
multidimensional ball. It is considered principal value of integral in terms of Cauchy and in terms of 
Kerzman-Stein. The received formula in case of consideration of a Cauchy principal value differs from 
Poincare-Bertrand formula for Cauchy integral in a complex plane. However, in case of consideration of a 
principal value in terms of Kerzman-Stein the received formula of change of integration order is coincide 
with Poincare-Bertrand formula. This paper is a review of the main results on this problem. 

Ключевые слова: интеграл Коши-Сеге, главное значение особого интеграла, формула переста­
новки повторного интеграла. 

Keywords: Cauchy-Szego integral, principal value of integral in terms of Cauchy, formula of change of 
integration order for iterated integral. 

1. Введение 

В теории голоморфных функций одного комплекс­
ного переменного основополагающую роль играет 
интегральная формула Коши (см., например, [1, 
2]). 

Т е о р е м а 1.1. Пусть G С C 1 — ограниченная 
односвязная область, границей которой являет­
ся произвольная кусочно-гладкая линия dG. Для 
функции f, голоморфной в G и непрерывной в G 
(т. е. f € O(G) (~)C(G)), справедлива формула 

f ( z > - j b / f - f z € G 

dG 

В случае, если точка z лежит на границе обла¬
сти G, интеграл становится расходящимся в обыч¬
ном смысле и рассматривают главное значение 
по Коши особого интеграла, которое определяется 
следующим образом: 

1 [ f (С) d( 

dG 

- Inn J - f 4 ^ , z € dG. 
dG\{Z: \C-z\<e} 

Пусть функция p(C,w) удовлетворяет усло­
вию Гельдера на Г х Г с показателем а (т. е. 
p(C,w) € Cа(Г х Г)), где Г — гладкая кривая из 
C 1 , 0 < а ^ 1. Тогда для интеграла Коши имеет 
место формула перестановки повторного особого 
интеграла (см., например, [3]). 

Т е о р е м а 1.2. Если p(C,w) € Са(Г х Г) при 
0 < а ^ 1, тогда 

Tjn? Jdw! (С - z) (w - о d C = 

Jx—Ш-о d C d w + \ p ( z , z ) , z € Г . 

Целью работы являются исследование по¬
вторного особого интеграла Коши-Сеге и полу¬
чение аналога классической формулы Пуанкаре-
Бертрана для интеграла (типа) Коши. 

2. Интегральное представление 
Коши-Сеге 

Рассмотрим n-мерное комплексное пространство 
C n (n > 1). Введем следующие обозначения. Ес­
ли С, z € Cn, то (C,z) — Cizi + ... + Сп zn, а 
\z\ — Л/(z,z), где z — (zi,. . .,zn), z — ( z b . . .,zn). 

Пусть Bz (r) — шар из C n с центром в точке z 
радиуса r, т. е. 

Bz(r)- {С € C n : \С - z\ <r}. 

Обозначим B - Bo(1) — единичный шар из C n , 
S — граница шара B 

S - dB - {С € C n : \С\ -1}. 

Обозначим через K(С, z) — ядро Коши-Сеге 
для шара, т. е. 

K ( C , z ) - Тл /7 \\n , 

1 - С, z 
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а через а (С) — дифференциальную форму 

(n - 1)! 
(2ni)n J2(-1)k-i Сk dC[k] A dC, 

k=1 

где 

dC - dCi A ... A dCn, dC [k] -

- dCi A . . . A dCk-i A ddCk+i A . . . A dCn. 

Приведем известное интегральное представле¬
ние Коши-Сеге (Хуа Локена) для голоморфных 
функций в шаре (см., например, [4]). 

Т е о р е м а 2.1. Для любой функции 
f € O(B) (~)C(B), справедлива формула 

f (z)-J f (С) K (C,z) а (С), z € B. 

3. Главное значение по К о ш и инте¬
грала Коши-Сеге 

Д л я точек z € S обычно рассматривается главное 
значение по Коши: 

v.p.J f (С) K(С, z) а(С) - Шо J f (С) K(С, z) а(С). 
S S\Bz(e) 

Д л я особого интеграла Коши-Сеге верно 
утверждение (см. [5]). 

Т е о р е м а 3.1. При n > 1 справедлива форму­
ла: 

v.p.J K (C,z) а(С z € S. 
S 

Обозначим для интегрируемой на S функции 
f предельное значение интеграла 

[ f (С) K(C,z) а(С) 

изнутри шара B через K + [f ], а через Ks [f ] — глав­
ное значение по Коши этого интеграла, т. е. 

Ks [f ]-v.p.J f (С) K (C,z) а(С), z S. 

Тогда для интеграла Коши-Сеге справедлив ана¬
лог формулы Сохоцкого-Племеля (см. [5]). 

С л е д с т в и е 3.2. Пусть n > 1. Если функция 
f € Ca(S), 0 < а ^ 1, то интеграл K +[f] про­
должается на S до некоторой функции, также 
удовлетворяющей на S условию Гельдера с пока­
зателем в - % и 

K +[f]- Ks[f]. 

В этом параграфе для точек z € S будем рас¬
сматривать интеграл Коши-Сеге в смысле главно¬
го значения по Коши и знак v.p. будем опускать. 

Т е о р е м а 3.3. Пусть 

f ( C , w ) - f o ( C , w ) I1 - (C,w) I U ,  

0 < v <n, f0 € Ca(S х S), тогда 

J da(w)J f (C,w) K(C,z) а(С)-

- J K(C, z) а(С) J f (C, w) da(w), z € S. 

Л е м м а 3.4. При n > 1 для точек z 0 , С0 € S 
справедливо равенство 

J K(w, z0) K(C0, w) a(w) - K(C0, z0), z0 - C0. 

Т е о р е м а 3.5. При n > 1, если f € Ca(S х S), 
тогда 

j K(w,z) a(w) f(C,w) K(C,w) а(С) -
S . Sz 

-- J а(С) J f (C, w) K(w, z) K(C, w) a(w), z € S. 

Формула, полученная в теореме 3.5, отлич¬
на от формулы Пуанкаре-Бертрана в случае ком¬
плексной плоскости для интеграла Коши. 

Из теоремы 3.5 и леммы 3.4 получается следст¬
вие, называемое формулой композиции. 

С л е д с т в и е 3.6. Пусть n> 1. Если f (C,w) -
- f (С) €Ca(S), то 

K2[f]- Ks[f]. 

4. Главное значение в смысле 
Керзмана-Стейна интеграла К о ш и -
Сеге 

В работах Альта [6], Керзмана и Стейна [7] для 
точек z € S было рассмотрено другое глав¬
ное значение v.p.h. особого интеграла Хенкина-
Рамиреза, частным случаем которого является ин¬
теграл Коши-Сеге. Поэтому, наряду с v.p., для то¬
чек z € S рассмотрим главное значение в смысле 
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Керзмана-Стейна: 

v.p.h.J f (С) K(C,z) а (С) 

- lim J f(C) K(C,z) а(С). 

S\{Z: \i-{C, z)\<s} 

Л е м м а 4.1 При n > 1 справедлива формула 

v.p.h.J K(C,z) а(С) 
1 

z S. 

Обозначим через Ksh [f] — главное значение 
в смысле Керзмана-Стейна интеграла Коши-Сеге, 

Ksh[f]-v.pb.Jf(С) K(C,z) а(С). 
S 

Будем считать, что функция f € CKs(S) для 
0 < а ^ 1, если для точек С, z € S выполняется 
неравенство 

\f (С) - f (z)\ < C \1 - (C,z) \ а . 

Т е о р е м а 4.2. Пусть n > 1. Если функция 
f € CKs(S), 0 < а ^ 1, то интеграл K +[f] непре­
рывно продолжается на B, K +[f] € CKs(S) и 
справедливо равенство 

K +[f ] 
f(z) 

+ v.p.h.Jf (C) K(C,z) а(С), z € S. 

Лемму 4.1 и теорему 4.2 можно найти в [6, 7]. 
Ниже для точек z € S будем рассматривать 

главное значение интеграла в смысле Керзмана-
Стейна и знак v.p.h. будем опускать. 

Т е о р е м а 4.3. Пусть 

f(C,w)- h(C,w) \1 - (C,w) \ - v , 

0 ^ v < n, f € CKs(S х S), тогда 

rda(w) [ f (C,w) K(C,z) а(С)-J da(w) J 

K(C,z) а(С) f (C,w) da(w), z € S. 

Л е м м а 4.4. Для точек z0, С0 € S справедливо 
равенство 

J K ( w , z ° ) K(C0,w) a(w)-0, z0 - С°. 

Т е о р е м а 4.5. Пусть f € C%S(S х S), тогда 

K(w,z) a(w) f(C,w) K(C,w) а(С) K( w, z) а( w) 
S . Sz 

а(С) f (C,w) K(w,z) K(C,w) a(w)+ а(С) 
Sz S . 

+ 4 f ( z , z ) , z € S . 

Из теоремы 4.5 и леммы 4.4 получается след¬
ствие, называемое формулой композиции. 

С л е д с т в и е 4.6. Пусть n> 1. Если f (C,w) -
- f (C) € CKs(S), то 

где 

K2

sh[f ] - 4 f (z), z € S, 

Kshf]-v.p.h.j f(C) K(C,z) а(С). 

К а к и следствие 3.6, следствие 4.4 является од¬
ной из формул композиции для особого интеграла 
Коши-Сеге при n > 1. 
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Теория мультипликативных функций и дифференциалов Прима на торе нашла приложения в 
теории функций, аналитической теории чисел и в уравнениях математической физики [1-7]. Цель 
работы — получить новые свойства мероморфных дифференциалов Прима и абелевых дифференциалов 
на переменном торе и для переменных характеров в связи с дивизорами. 

The theory of multiplicative functions and Prym differentials on torus has found applications in the 
theory of functions, the analytical theory of numbers and in the equations of mathematical physics [1-7]. The 
work purpose — to receive new properties of meromorphic Prym differentials and abelians differentials on 
variable torus and variable characters, in connection with divisors. 
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1. Предварительные сведения 
Пусть F0 — компактная риманова поверхность ро¬
да g - 1, F0 - C/Г, где Г — группа с двумя обра­
зующими Ai(z) - z + и, Bi(z) - z + и , Imj > 0. 

Положим p0 - j . Фундаментальная группа для 
поверхности F0 имеет алгебраическое представле¬
ние ni(F0) - Г -< ai,bi : ai bi - biai > . Класс 
[F0, {ai,bi}] конформно эквивалентных отмечен¬
ных компактных римановых поверхностей рода 1 
единственно определяется одним комплексным па¬
раметром (модулем) р0 - j , лежащим в верхней 
полуплоскости Н - {z € C : Imz > 0}. При этом 
F0 - С/Г0, где Г0 — группа с двумя образующими 
A0i(z) - z + 1, B0i(z) - z + Ц0. 

Любой другой класс [Fp, {al[,bl[}] конформно 
эквивалентных отмеченных компактных римано-
вых поверхностей рода 1 также единственно опре¬
деляется одним комплексным параметром (моду¬
лем) р € H и Fp - C/Г р , где Гм порождается дву­
мя образующими Api(z) - z + 1, B^i(z) - z + p. 
Кроме того, существует квазиконформное отобра¬
жение fр : F0 — Fp и его поднятие f : C — C 
на универсальные накрывающие поверхности за¬
дает изоморфизм отмеченной группы Г0 на от¬
меченную группу - 4РГ04-1 и ap - (ai), 

- U(bi). 
Пространство Тейхмюллера T i - Ti(F0), со­

стоящее из классов [Fp, {al[,bl[}] конформно эк¬
вивалентных отмеченных компактных римановых 
поверхностей рода 1, параметризовано точками 
H и является 1-мерным комплексно аналитиче¬
ским многообразием. Это пространство с мет¬
рикой Тейхмюллера биголоморфно изометрично 
пространству (H, ), z - x + iy, постоянной от-

рицательной кривизны -4. [9]. 

Далее, для любого натурального числа n > 1 
существует расслоенное пространство над Ti , у ко¬
торого слой над р € Ti есть пространство всех 
целых дивизоров степени n на Fp. Голоморфные 
сечения этого расслоения определяют на каждой 
Fp целый дивизор степени n, который голо­
морфно зависит от (л [7]. 

Характер р на торе F это произвольный го­
моморфизм из Г в C* - C\{0}. Он однознач­
но определяется вектором (p(ai), p(bi)) € [C*]2. 
Отсюда имеем изоморфизм группы характеров 
Нот(Г, C*) и [C*]2. Характер р называется несу­
щественным на Fp, если существует е(р, р) € С1 , 
такое, что p(al[) - exp2nic(p, р), 

p(bp) - exp2nic(p, р)тгц, 

где для канонического базиса Ci (р) - Cdz,C - 0, 
голоморфных абелевых дифференциалов на пере¬
менной римановой поверхности Fp, двойственно­
го каноническому базису {al[,bl[} в ni(Fi) имеем 
fa* C i ( р ) - hi - 1 , fbif

 Ci(p) - n i i - р . Н е с у ¬

щественные характеры образуют подгруппу Li в 
группе Нот(Г, C*). Характеры из Нот(Г, C*)\Li 
будем называть существенными [3; 6]. Характер 
называется нормированным, если все его значения 
лежат на окружности Si - {z € C : \z\ - 1}. 

Мультипликативной функцией f на F для 
р называется однозначная мероморфная функ¬
ция w - f( z) на C, удовлетворяющая условиям 
f (Tz)- р(Т)f (z), z € C, T € Г. 

Если f0 — мультипликативная функция 
без нулей и полюсов на Fp для р, то d f o 

fo 
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2nici(p, Р)С1(Р), а значит 

h(p,P) - exp 2nici(p,p)Ci(p), 

где P0[р] - fs[^(P0) € Fp, c1 зависит голоморф¬
но от р и р. При этом интегрирование ведется от 
фиксированной точки P0 [р] до текущей точки P 
на переменной поверхности Fp, и s[p] — сечение 
К. Эрла над Ti [7]. Такую функцию будем назы¬
вать мультипликативной единицей для р. 

О п р е д е л е н и е 1.1. q-дифференциалом При­
ма ф для р, относительно группы Г, т.е. 
( р, q) -дифференциалом, называется дифференциал 
ф(z)dzq, такой, что ф(Т,z)(T''z)q - ф^)р(Т), z € 
C, T € Г. 

В частности, при q - 0 это мультипликативная 
функция для р, относительно Г. 

О п р е д е л е н и е 1.2. Дифференциал Прима ф 
класса Ci на компактной римановой поверхности 
F для характера р называется мультипликатив¬
но точным, если ф - df(z) и 

f(Tz)- р(Т)f(z),T € € C, 

т. е. f — мультипликативная функция на F 
класса C2 для р. 

Пусть D — дивизор на F. Введем, по аналогии 
с классическим случаем р - 1 , для любого харак¬
тера р следующие пространства : Lp(D; F), состо¬
ящее из мультипликативных мероморфных функ¬
ций f на F для р, таких, что (f) > D, и Hp(D; F), 
состоящее из мероморфных 1-дифференциалов ии 
на F для р, таких, что (и) > D. Обозначим че¬
рез rp(D) - dime Lp(D; F), ip(D) - dime Hp(D; F) 
размерности этих комплексных векторных про¬
странств. 

Т е о р е м а Р и м а н а - Р о х а д л я характеров [3; 
6]. Пусть F — компактная риманова поверх¬
ность рода g - 1 . Тогда для любого дивизора D 
на F и любого характера р, р - 1 верно равенство 
rp(D-1)-deg D + ip-i (D). 

П р е д л о ж е н и е 1.1. [10]. Размерность 
dime Lp(1; F) - rp(1) равна 1 при р € Li и равна 0 
при р € Нот(Г, C*)\Li. 

Положим ф(р) - (log Р(Ь{) - log p(ai)nii). 

Т е о р е м а А б е л я д л я характеров на т о р е 
[3; 4; 6]. Пусть [F; {ai,bi}] — отмеченная ком¬

пактная риманова поверхность рода 1, р — ха¬

рактер для F и D - — 1 в —— — дивизор сте-
Qi1 ...Qs1s 

пени нуль на F. Тогда существует мультипли¬
кативная функция f на F для р с (f) - D ^> 

— s 

Ф(р) - Е аз zj - Е wk - p(D) в J(F) - p(F), 
где p(Pj) - zj, p(Qk) - wk и p — отображение 
Якоби из F на J(F). 

С л е д с т в и е 1.1. [4; 6]. Для любого несуще¬
ственного характера р на торе F, т.е. характер 
задается мультипликаторами p - eXj, p' - eXj  

с условием i n (и log p' - и log p) -0 в J(F), не су¬
ществует мультипликативной функции f на F 
для р, имеющей точно один простой полюс на F. 

С л е д с т в и е 1.2. [3; 10]. Каждый дивизор 

D 
P?1. .P— 

Qi1 ...Q is 
-1, 

аз, € N, степени нуль на торе F будет диви¬
зором мультипликативной функции 

f(P) 
— р P 

f (Q0)exp V а J TP3 Po 
j= Qo 

s f P 

J2ej f TQj Po + l o g p(ai) [ Ci 
j=1 J Qo J Qo 

для некоторого нормированного характера 
p(a1) - exp2nic, Р(Ь1) - exp2ni(cn11 + d), 
d € C \Z , где TPQ — нормированный абелев диф¬
ференциал третьего рода с простыми полюсами 
P,Q и вычетами + 1 и -1 соответственно. 

С л е д с т в и е 1.3. [3; 10]. Для любого суще¬
ственного характера р на торе F существует 
мультипликативная функция f для р, имеющая 
точно один простой полюс в любой точке Qi на 
F. При этом 

f ( P ) - e x p [ [ TPiPo - [ TQiPo +log p(ai) [ Cil 
Qo Qo Qo 

где p(Pi) - p(Qi) + ф(р) в J(F) и ф(р) - 0. 

Обозначим через Q.q

p(D; Fp) пространство 
( р, q) -дифференциалов, которые кратны дивизо¬
ру D на Fp. Его размерность обозначим через 
ip,q (D). 

Т е о р е м а Р и м а н а — Р о х а д л я q-диффе­
р е н ц и а л о в и характеров . ([3; 6]). Для любого 
q € Z верно равенство 

ipq(D) - - deg D + i((f )Zq/D)¬

- - deg D + r((f )Zq-1/D) 

при любом характере р на римановой поверхно¬
сти F рода g - 1 , где f — любая мультиплика¬
тивная функция для р, f - 0 и Z — канонический 
класс дивизоров абелевых дифференциалов на F. 

П р е д л о ж е н и е 1.2.[10]. Пусть р — любой 
характер на переменном торе Fp и q € Z. То­
гда ip,q(1; Fp) - dime Hp(1; F^) - 1 при р € Li 
и ipq(1; Fp) - 0 при р € Нот(Г, C*)\Li. Причем 
HP (1; Fp) - (dzq exp2nic(p, p)z) при р € L1, где 
p(ai) - exp2nic(p, p). 
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2. Элементарные д и ф ф е р е н ц и а л ы 
Прима 

Д л я построения общей теории однозначных и 
мультипликативных дифференциалов большую 
роль играют так называемые элементарные диф­
ференциалы [3; 6; 8] любого порядка, которые име­
ют минимальное количество полюсов, т. е. либо 
один полюс порядка > 2, либо два простых полю­
са, и голоморфно зависящие от характеров р и от 
модулей р римановой поверхности рода один. 

Т е о р е м а 2.1. 1. Для любого существенного 
характера р, точки Qi на торе Fp и натурально­
го числа q > 1 существует элементарный (p,q)-
дифференциал T p < q ; Q 1 третьего рода с единствен­
ным простым полюсом Qi = Qi[p] на Fp, локаль­
но голоморфно зависящий от р и р; 

2.Для любого несущественного характера р и 
точки Qi € Fp при q > 1 не существует элемен­
тарный (р, q) -дифференциал тр третьего рода 
с единственным простым полюсом Qi на Fp. 

Доказательство. 1) Пусть р — существенный 
характер и q > 1. Построим такие дифференциалы 
локально голоморфно зависящие от р и р. Такой 
(р, q)-дифференциал Прима трл; Q 1 можно задать 
в следующем виде трл; Q 1 = fdzq, где f — мульти­
пликативная функция для р на Fp, q > 1, и dz — 
голоморфный абелев дифференциал на Fp. Диви­
зор (тр_ q ; Q 1 ) = Q = (f). Отсюда получаем равен¬
ство 

p(Ri) = <p(Qi)+ ф(р),ф(р)=0, (*) 

в многообразии Якоби J(Fp) для Fp, где Q i го¬
ломорфно зависит, от р, а значит, правая сторона 
голоморфно зависит от р. Тогда существует един¬
ственное решение Ri , голоморфно зависящее от р 
и р. Отсюда (f) = Q тоже голоморфно зависит 
от р и р. 

2) Пусть р — несущественный характер и q > 1. 
Если существует дифференциал т = тр qq; Q 1 с вы­
четом в resQ1т = 0 для некоторой его ветви, 
то f i = f-idz-qт — однозначная мероморфная 
функция с единственным простым полюсом на то¬
ре Fp и (fi) = Q,Ri = Qi, где f 0 — мультипли¬
кативная единица для р. По классической теореме 
Абеля p(R\) = p(Qi) в J(Fp). Так как <p — вза­
имно однозначное отображение из Fp на J(F p), то 
Ri = Qi. Противоречие. Теорема доказана. 

3. Однозначные мероморфные 
д и ф ф е р е н ц и а л ы на торе 

Обозначим через £l2(Fp) пространство однознач­
ных (абелевых) дифференциалов второго рода с 
конечным числом полюсов на Fp, а через ,e(Fp) 
- подпространство всех точных дифференциалов 
второго рода на переменном торе Fp. 

Пусть E i = U^2(FM)/^2,e(Fp) — векторное 

расслоение у которого над точкой р из базы T i 
лежит слой ^2(Fp)/Q2,e(Fp). 

Т е о р е м а 3.1. Векторное расслоение Ei явля¬
ется голоморфным векторным расслоением ран¬
га 2 над T i . При этом набор классов смежности 
дифференциалов 

задает базис локально голоморфных сечений это¬
го расслоения. 

Доказательство. Зададим отображение Ф из 
пространства &2(Fp)/&2,e(Fp) на C 2 по правилу: 
сопоставляем и его базисные периоды, т. е. 

Ф : из — ( J из, J из) € C 2 . 
a,1 b1 

Ядро отображения Ф совпадает с Q.2,e(Fp). Дей¬
ствительно, если все указанные периоды для и 
равны нулю, то и все остальные периоды тоже 
равны нулю. Поэтому дифференциал и будет точ¬
ным на Fp, а значит, принадлежит пространству 
Q.2,e(Fp). Ясно, что если дифференциал принад­
лежит пространству Q.2,e(Fp), то все его перио¬
д ы равны нулю. Так как отображение Ф взаим¬
нооднозначно и линейно на классах смежности, то 

dimc n2F)/n2,e(F») < 2. 
Докажем обратное неравенство 

dime Q2(F^)/Q2,e(Fp) > 2 
и построим базис этого фактор-пространства. 

Рассмотрим набор (**). Если существует ли-
~ (2) 

нейная комбинация C iZ i + С т - = df, то коэф­
фициент Ci = 0 , так как в противном случае f 
— однозначная функция с единственным простым 
полюсом на Fp. Осталось равенство C iZ i = df. То­
гда ai—период левой части будет равен C i , а для 
правой части все периоды равны нулю. Отсюда 
Ci = 0. Таким образом, доказали линейную неза¬
висимость классов смежности дифференциалов из 
набора (**). 

Поэтому dime &2(Fp)/^2 ,e(Fp) = 2. 
Базис Zi пространства голоморфных абелевых 

дифференциалов, по теореме Берса [9], можно вы¬
брать голоморфно зависящим от р. Также класси¬
ческий факт: дифференциалы т~ 2 ) можно выбрать 
голоморфно зависящими от р. Теорема 3.1 доказа¬
на. 

З А М Е Ч А Н И Е 3.1. Из классических результатов 
известно, что Zi и т~2 ) только локально голоморф¬
но зависят от р из T i . 

С л е д с т в и е 3.1. Расслоение Ei является (гло­
бально) тривиальным над пространством Тейх-
мюллера и существуют глобальные сечения для 
ECi над T i , т.е. существует два абелевых диффе¬
ренциала первого и второго рода, которые явля¬
ются глобальными функциями от р над T i . 
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Доказательство. Это следует из теоремы 
Грауэрта, в силу односвязности базы T i , о том, что 
над такой базой расслоение становится глобально 
тривиальным или комплексно аналитически экви­
валентным T i х C 2 . Следствие 3.1 доказано. 

Обозначим через 0( Q I

1

- Q ,Fp) пространство 
абелевых дифференциалов с дивизорами кратны­
ми Q I

 1• Q , где Qi...Qs — локально голоморфное 
сечение в пространстве дивизоров степени s над 

Пусть Е2 = [}0(г :,Fp) векторное рас-
p 

слоение над T i , s > 1. По теореме Римана-Роха, 
r(Qi...Qs) = -s + i( Q

 1

 Q ). Отсюда i( Q

 1

 Q ) 
так как r(Qi...Qs) = 0. 

s, 

Рассмотрим набор дифференциалов 

C i , r Q 2Q i ,
 . . . , T Q s Q i , (1) 

которые, по теореме Берса и по классическим ре­
зультатам, локально голоморфно зависят от р. 

Этот набор линейно независим над C. Если 
CiZi + CiTQ^Qi + ... + Cs-iTQsQi = 0 на Fp, то 
Ci = ... = Cs-i = 0, так как нет особенностей в 
правой части. Коэффициент C i = 0 в силу линей­
ной независимости Zi над C на Fp. Таким образом, 
доказано предложение. 

П р е д л о ж е н и е 3.1. Векторное расслоение Е2 

ранга s, s > 1, является голоморфным векторным 
расслоением над T i , а набор дифференциалов (1) 
дает базис локально голоморфных сечений этого 
расслоения. 

С л е д с т в и е 3.1. Векторное расслоение Е2 

комплексно аналитически эквивалентно прямому 
произведению Ti xCs и существуют s глобальных 
голоморфных сечений этого расслоения над T i . 

П р е д л о ж е н и е 3.2. Векторное расслоение Ез 
будет голоморфным векторным расслоением ран¬
га s — 1 над Ti и классы смежности дифферен­
циалов набора (2) образуют базис локально голо­
морфных сечений этого расслоения. Кроме того, 
Ез комплексно аналитически эквивалентно пря­
мому произведению Ti х C s - i и существуют s — 1 
глобальных голоморфных сечений этого расслое¬
ния над T i . 

4. Мультипликативные функции и 
единицы на переменном торе 

Пусть на Fp задана мультипликативная меро-
морфная функция f для любого характера р. То¬
гда дивизор (f) = D = Q V ' ' Q^s на Fp, где 
Rj,Qi £ Fp,a.j £ N,j = 1,...,m,/3i £ N,i = 1,...,s, 

m s 

и 0 = deg D = J2 aj — £ Pj. 

Рассмотрим однозначный (абелев) дифферен­
циал uj(z)dz = f ( z ) dz третьего рода на Fp с 
простыми полюсами в точках R i , R m , Q i , Q s  

и вычетами a i , a m , —pi,—ps соответственно. 
Тогда 

m s 

j = i j = i 

(* * *) 
где c i £ C, и PQ не принадлежит 
suppD = {Ri, ...,Rm,Qi, ...,Qs}. Отсюда f(P) = 

p 

exp j uj(z)dz на Fp. 
Po 

Пусть f — мультипликативная функция на то¬
ре Fp. Предположим дополнительно, что в окрест¬
ности U (Pj) функция 

Обозначим через Е3 = \}0(-( :,Fp)/il(1,Fp) 
-Qi-• • Qs • 

p 

векторное расслоение над T i , s > 2, где 0.(1, Fp) — 
пространство голоморфных абелевых дифферен¬
циалов на Fp. 

По теореме Римана-Роха, i( Q I

 1 Q ) = s и 
i(1) = 1. Поэтому 

dime 0( 
1 

Q i . . . Q s 
,Fp)/0(1,Fp) 1. 

Докажем, что набор классов смежности диф¬
ференциалов 

T Q2Qi ,
 . . . , T Q s Q i (2) 

будет линейно независим над C на Fp. Если 
CiTQ2Qi + ... + C S - I T Q S Q I = и, где ш — голо¬
морфный дифференциал, то все коэффициенты 
Ci = ... = Cs-i = 0, так как особые точки правой и 
левой сторон различны. Таким образом, доказали 
предложение. 

f(Р) ~ eqj(kj)(P\kj(Pj) oo, 
qj - некоторые многочлены от kj, j = а 
в точках P i + i , P n возможны либо полюса, ли­
бо нули порядков r i+i , ...,rn соответственно. Поло¬
ж и м g(p) = X P i

 f i^Pi (p) н а ^ г д е X P i , . . . , P i ( Р ) б у ¬

дет l-точечная функция Бейкера-Ахиезера на Fp  

с теми же асимптотиками в точках P i , P i , как у 
m s 

функции f [8]. Тогда 0 = deg(g) = J2 aj — J2 Pj + 
n j=i j=i 

rj. Дифференциал c(z)dz 
j=i+i 

dz будет 

абелевым дифференциалом третьего рода с про¬
стыми полюсами R i , ...,Rm,Qi, ...,Qs,Pi+i, ...,Pn, 
где функция C имеет дивизор 

(C) = D 
R°-i Ram 

R i . . . R m pri + i p rn 

Qei...Qes l+i " n , 

rj £ Z,j = l + 1, ...,n на Fp, и 

m s 

u g ( z ) d z = Y a j T R j P o
 — Y pjTQjPo + 

j=i j=i 

i 

i 
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+ Е rjTPjPo + 2niciZi, (* * **) 
j=i+i 

где c i £ C. Таким образом доказана. 

Т е о р е м а 4.1. Мультипликативные функции 
f на торе Fp для любого характера р, с указан¬
ными выше условиями, имеют следующие пред¬
ставления : 

P 
1. f (Р) = exp J w(z)dz, где w(z)dz задана фор-

Po 
мулой (***) на Fp; 

P 

2. f (Р) = XPi,...,Pl (Р)exp J uC(z)dz, где wC(z)dz 
Po 

задана формулой (****) на Fp и 1 < l < n, 
n > 1 , которая имеет асимптотики вида 
eb(kj ) ( p ) в U (Pj ),j = 1,...,l. Здесь XPi (Р) — l-
точечная функция Бейкера-Ахиезера на Fp с ука­
занной асимптотикой в точках Pi,...,Pi. Эти 
функции локально голоморфно зависят от р и р. 

Если дана функция f для любого р, то диви¬
зор D = (f), степени нуль, состоящий из ее нулей 
и полюсов с учетом кратности, определяется един¬
ственно на Fp. Выясним будет ли верным утвер¬
ждение, что функция f для некоторого характера 
по заданному дивизору D, deg D = 0, определяется 
с точностью до умножения на ненулевую констан¬
ту. 

Известна теорема 1.1.3. [6, с. 40; 3], что каж¬
дый дивизор D = 1 степени 0 будет дивизором 
единственной (с точностью до умножения на нену¬
левую константу) мультипликативной функции на 
торе Fp, принадлежащей единственному нормиро¬
ванному характеру. 

П р е д л о ж е н и е 4.1. Пусть D — дивизор, 
deg D = 0 на компактной римановой поверхности 
F рода g = 1, тогда: 

1. Если существуют две функции fi и 
f2, (fi) = (f2) = D, для одного и того же ха­
рактера р, то fi = cf2, где c = const = 0 на Fp; 

2. Если существуют две функции fi и 
f2, (fi) = (fo) = D, для различных характеров pi 
и P2, Pi = P2, то fi = g, где g — мультиплика¬
тивная единица для несущественного характера 
po на Fp, где pi = P2P0; 

3. Если существуют две функции fi и 
f2 , ( fi ) = ( f2 ) = D, для нормированных характе¬
ров pi и р2, то pi = р2 и fi = cfo, где c = const = 0 
н а F p ; 

4. Для любого несущественного характера p 
не существует функции f для p с дивизором 
(f) = Q , Pi = Qi, на Fp. 

Доказательство. 1) Рассмотрим частное 
g = j 2 . Дивизор (g) = 1 и характер = 1, по¬
этому g = c = 0 на Fp, так как g однозначная 
аналитическая функция на Fp. 

2) Также рассмотрим g = j . Д л я этой функ­
ции (g) = 1, а значит, ее характер po = р~2 должен 

быть несущественным. Таким образом, fi = f2g, 
где g — мультипликативная единица для po. 

3) Снова рассмотрим g = j . Д л я этой функ­
ции (g) = 1, а значит, ее характер po = р^ дол¬
жен быть несущественным. Отсюда po одновре¬
менно будет несущественным и нормированным, 
и по теореме [6, с. 130], po = 1. Поэтому pi = и, 
по утверждению 1), имеем fi = cf2, c = 0 на Fp. 

4) Действительно, если существует такая 
функция для несущественного характера p, то рас¬
смотрим функцию g = -j^, где fo — мультиплика­
тивная единица для p. Функция g — однозначная 
функция с одним простым полюсом на F. Проти¬
воречие. Предложение 4.1 доказано. 

З А М Е Ч А Н И Е 4 . 1 . В то же время существует 
функция f с заданным дивизором (f) = QQ^ для 
нормированного характера p, а значит, p будет су¬
щественным характером [6, с. 130]. 

С л е д с т в и е 4.1. Для любого фиксированного 
характера функция f на торе Fp восстанавлива¬
ется по своему дивизору с точностью до умно¬
жения на ненулевую константу. 

Ясно, что (p, m)— дифференциал wpm имеет 
единственный дивизор D из своих нулей и полю¬
сов с учетом кратности и 

deg D = (2g — 2)m = 0, m > 1. 

Выясним будет ли по заданному дивизору 
D, deg D = 0 находиться (p, m)-дифференциал 
wpm с точностью до умножения на ненулевую кон¬
станту на поверхности Fp рода g = 1 . 

Известно из [3, с. 23], что любой дивизор D 
степени нуль при m > 1 есть дивизор единственно¬
го (с точностью до умножения на ненулевую кон¬
станту) (p, тт^-дифференциала, принадлежащего к 
единственному нормированному характеру на то¬
ре. 

П р е д л о ж е н и е 4.2. Пусть D — дивизор, 
deg D = 0, на торе Fp и m > 1 , тогда: 

1. Если существуют два (p, m)-дифференциала 
wi и Ш2, (wi) = (Ш2) = D, для одного и того же 
характера p, то wi = 002, где c = const = 0 на Fp. 

2. Если существуют два (p, m)-дифференциала 
wi и и>2, (wi) = (W2) = D для различных харак­
теров pi и p2, pi = p2, то wi = W2g, где g — 
мультипликативная единица для несуществен¬
ного характера po на Fp, где pi = p2po. 

3. Если существуют два (p, m)-дифференциала 
wi и LU2, (wi) = (^2) = D, для нормированных ха­
рактеров pi и p2, то pi = p2 и wi = cw2, где 
c = const = 0 на Fp. 

Доказательство. 1) Рассмотрим частное 
g = ш2. Дивизор (g) = 1 и характер p = 1, по¬
этому g = c = 0 на Fp, так как g — однозначная 
аналитическая функция на Fp. 

2) Теперь рассмотрим g = ^ . Д л я этой функ­
ции (g) = 1, а значит, ее характер po = р~2 должен 
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быть несущественным. Таким образом, wi = w2g, 
где g — мультипликативная единица для po и 
pi = p2 po. 

3) Рассмотрим g = ^ . Д л я этой функции 
(g) = 1, а значит, ее характер po = ^ должен быть 
несущественным. Отсюда характер po одновремен¬
но будет несущественным и нормированным и, по 
теореме [6, с. 130], po = 1. Поэтому pi = p2 и, по 
утверждению 1), wi = cw2 , c = 0 на Fp. Предло¬
жение 4.2 доказано. 
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П Е Р Е М Е Н Н О Й К О М П А К Т Н О Й Р И М А Н О В О Й П О В Е Р Х Н О С Т И 

Т. А. Пушкарева, В. В. Чуешев 

H A R M O N I C P R Y M D I F F E R E N T I A L S A N D T H E I R C L A S S E S P E R I O D S O N 
V A R I A B L E C O M P A C T R I E M A N N S U R F A C E 

T. A. Pushkareva, V. V. Chueshev 

Гармонические дифференциалы Прима и их классы периодов играют большую роль в современной 
теории функций на компактных римановых поверхностях [1 -5]. В работе исследовано гармониче¬
ское расслоение Прима, слои которого есть пространства гармонических дифференциалов Прима на 
переменных компактных римановых поверхностях. Доказано, что когомологическое расслоение Ган-
нинга, связанное с классами периодов, будет вещественно-аналитически изоморфно гармоническому 
расслоению Прима над произведением пространства Тейхмюллера и пространства нетривиальных 
нормированных характеров. 

Harmonic Prym differentials and their periods classes play the big role in contemporary theory functions 
on compact Riemann surfaces. In this paper is investigated harmonic Prym bundle, whose fibre is space 
of harmonic Prym differentials on variable compact Riemann surfaces. Proven that cohomology Gunning 
bundle, which connect with periods classes, are real analytically isomorphic harmonic Prym bundle over 
product Teichmueller space and a space of nontrivial normalized characters. 

Ключевые слова: гармонический дифференциал Прима, переменная компактная риманова по¬
верхность, переменные характеры, пространство Тейхмюллера. 

Keywords: harmonic Prym differential, variable compact Riemann surface, variable characters, 
Teichmueller space. 

Работа поддержана грантами: АВЦП, 2.1.1.3707; ФЦП, №-02.740.11.0457; РФФИ 09 - 01 - 00255; НШ -
7347.2010.1; РФФИ 11 - 01 - 90709; 

1. П р е д в а р и т е л ь н ы е с в е д е н и я с отмечанием {ak,bk}k=i, т. е. упорядоченным 
набором образующих для ni(F), а Fo - рима-

П у с т ь F - ф и к с и р о в а н н а я г л а д к а я к о м п а к т - нова поверхность с фиксированной комплексно-
ная ориентированная поверхность рода g > 2, 
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аналитической структурой на F. По теореме уни-
формизации существует конечно порожденная 
фуксова группа Г первого рода, инвариантно дей­
ствующая на единичном круге 

U = {z £ C : \z\ < 1}, 

такая, что U/Г конформно эквивалентна Fo и Г 

изоморфна 7Ti(F). Эта группа имеет представле­

ние Г = {Ai,...,Ag,Bi,...,Bg : П с з = Г), где 
j=i 

Cj = [Aj,Bj] = AjBjA-1B-1,j = 1,...,g, а I -
тождественное отображение [2] . 

Любая другая комплексно-аналитическая 
структура на F задается некоторым дифферен¬
циалом Бельтрами р на Fo, т. е. выражением вида 
Li(z)dz/dz, которое инвариантно относительно вы­
бора локального параметра на Fo, где p(z) - ком-
плекснозначная функция на Fo и \\Р\\Ь (FQ) < 1. 
Эту структуру на F будем обозначать через F;. 
Ясно, что р = 0 соответствует Fo. Пусть M(F) -
множество всех комплексно-аналитических струк­
тур на F с топологией C00 сходимости на Fo, 
Diff +(F) - группа всех сохраняющих ориента¬
цию гладких диффеоморфизмов поверхности F 
на себя, а Diffo(F) - нормальная подгруппа в 
Diff +(F), состоящая из всех диффеоморфизмов 
гомотопных тождественному диффеоморфизму 
на Fo. Группа Diff +(F) действует на M(F) по 
правилу р — f*р, где f £ Diff +(F),р £ M(F). 
Тогда пространство Тейхмюллера T g(F) = T g (Fo) 
есть фактор-пространство M(F)/Diffo(F) [2; 3]. 

Так как отображение U — Fo = U/Г 
локальный диффеоморфизм, то любой диффе¬
ренциал Бельтрами р на Fo поднимается до 
Г с -дифференциала Бельтрами р на U, т. е. 
р £ Lo(U), \\Р\\0 = esssupzeU \p(z)\ < 1, и 
р(Т(z))T(z)/T'(z) = р^)^ £ U,T £ Г. 

Если Г-дифференциал р на U продолжить на 
C\U, положив р = 0, то существует единственный 
квазиконформный гомеоморфизм w; : C — C с 
неподвижными точками +1, который явля­
ется решением уравнения Бельтрами wz = р ^ ^ ; . 
Отображение Т — Т; = w;T(w;)-1 задает изо¬
морфизм группы Г на квазифуксову группу 

Г; = w^w")-1 = ( A ; , B ; : П [A1;, Bf] = I). 
j=i 

Классические результаты Л. Альфорса, 
Л . Берса [3] и других авторов утверждают, что: 
1) T g (F) является комплексно-аналитическим 
многообразием размерности 3g — 3 при g > 
2; 2) T g(F) имеет единственную комплексно-
аналитическую структуру, такую, что естествен¬
ное отображение Ф : M(F) — M(F)/Diffo(F) = 
Tg (F) будет голоморфным и при этом Ф имеет 
только локальные голоморфные сечения; 3) эле¬
менты из Г; голоморфно зависят от модулей [р] 
компактных римановых поверхностей. 

Характер р для F; это любой гомоморфизм 

р : n1(F;) = Г; — C*. Характер р вида: 
р ( а ; ) = exp2nick

 ( [ р ] , р ) ,  

; g 
р(ък) = exp(2niJ2 cj^bti^jk([р})),  

j=1 
к = 1,...,g, где - матрица b—периодов на 
F;, будем называть несущественными. Характе¬
ры, которые не являются несущественными, будем 
называть существенными на n1(F;). Обозначим 
через Нот(Г, C*) группу всех характеров на Г с 
естественным умножением. Пусть Lg - подгруп¬
па несущественных характеров, [S 1]2g - подгруппа 
нормированных характеров в группе Нот(Г, C*). 

Дифференциалом Прима ф для р на F; на­
зовем дифференциал ф = ф(z)dz, такой, что 
ф(Tz)T>(z) = р(Т)ф^), z £ w;(U),Т £ Г*. Обо­
значим через Г(F;,O1'0(р)) пространство всех го­
ломорфных дифференциалов Прима для р на F;. 

Д л я ф = df (z) на w;(U) верно 

f (Tz)= р(Т )f (z)+ ф(Т), 

где период ф(Т) = f(Tzo) — р(T)f(zo) для 
Т £ Г;. Такое отображение ф : Г; — 
C , удовлетворяет коциклическому условию, 
ф(^Т) = ф^)+ )ф(Т), S,T £ Г;, то есть 
ф £ Z 1(Г;,р). Определен класс периодов 

[ф] £ H\Г;,р) = Z 1(Г;,р)/B1(Г;,р), 

где B1^;^) порождается 1-коциклом 
а(Т) = 1 — р(Т),Т £ Г*. 

Гармоническим дифференциалом Прима ф на 
F для р £ Нот(Г, C*) называется гармониче­
ская (однозначная) дифференциальная 1-форма 
ф = фl(z)dz + ф2^)с% на U, такая, что 

фl(Tz)dTz + ф2(Tz)dTz = р(Т )^1(z)dz + ф2^)с%), 

Т £ Г, z £ U. 
Гармонический дифференциал Прима ф на U 

представляется в виде ф = фl(z)dz + ф2^)с%, где 
фl(z)dz = df1(z)^2(z)dz = df2(z),fj (z) — голо­
морфные функции на U,j = 1, 2, которые опреде¬
ляются с точностью до аддитивных комплексных 
констант. Поэтому ф = df(z), где 

f (z) = f1(z) + f2(z) 

— комплекснозначная гармоническая функция на 
U (гармонический интеграл Прима для дифферен¬
циала ф) Также получаем следующие соотноше¬
ния: 

f (Tz) = р(Т)f (z) + ф(Т), ф^Т) = ф^)+ р^)ф(Т), 

где 

ф(Т) = f (Tzo) — р(Т )f (zo) = ф1(Т) + ф2(Т), 

ф1(Т ) = f1 (Tzo) — р(Т )f1(zo), 

ф2(Т ) = ЫТ%) — р(Т )~ьы. 

212 



Вестник КемГУ № 3/1 2011 Комплексный анализ 

Здесь 
фl(Tz)dTz = р(Т ^1(z)dz, 

ф2(Tz)dTz = р(Т )ф2(г)с!^, 

Т £ Г, z £ U. Следовательно, отображение перио¬
дов ф : Т — ф( Т) или ф : Г — C, относительно гар¬
монического интеграла Прима f(z), есть элемент 
из Z 1(Г,р). Если fl(z) = fl(z)+ cl,h(z) = f2(z) + 
C2 — другие интегралы Прима для ф1 (z)dz, ф2 (z)dz 
соответственно, то 

Tl(T )= ф1(Т) + Cla(T), 

ф2(Т) = (f2 (Tzo) + C2) — р(Т )(f2(zo) + C2) = 

= ф2(Т)+ CC2a(T). 

Таким образом, 

ф(Т) = ф(Т) + (CI + C2)(1 — р(Т)),T £ Г, 

и отображения периодов при различных гармо¬
нических интегралах Прима для одного и то¬
го же гармонического дифференциала Прима бу¬
дут отличаться на элемент из B1 (Г, р). Поэтому 
C—линейное отображение p : ф — [ф] £ H 1(Г,р), 
которое гармонический дифференциал Прима ф 
переводит в его класс периодов [ф], корректно 
определено. 

Обозначим через Н1(р)) пространство 
всех гармонических дифференциалов Прима для 
р на F. 

Л е м м а 1.1. [3, с. 106]. Голоморфное глав­
ное Нот(Г, C*)—расслоение E биголоморфно изо­
морфно тривиальному расслоению 

Tg(F) х Нот(Г, C*) 

над Tg(F). 
2. Эквивалентность с о о т н о ш е н и й 

А п п е л я и Ганнинга д л я п е р и о д о в з а м к н у т ы х 
д и ф ф е р е н ц и а л о в П р и м а 

В работе П. Аппеля [1], с помощью специаль¬
ных рассечений на компактной римановой поверх¬
ности F рода g > 2, получено основное соотноше¬
ние на классы [ф] периодов замкнутых дифферен¬
циалов Прима ф = ф(z)dz для р на F : 

р(Al)р(A2)...р(Aк) 
1 

0. 

(1) 
В работе Р. Ганнинга [4], с помощью соотно¬

шений для фуксовой группы Г, получено другое 
соотношение: 

Y/Ф(Bk )*(Ak) — фЦи )a(Bk) 
k=1 

для классов [ф] периодов замкнутых дифференци¬
алов Прима ф для р на F. 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Для любого замкнутого 
дифференциала Прима ф для р на компактной ри­
мановой поверхности F рода g > 2 соотношение 
Аппеля (1) эквивалентно соотношению Ганнинга 
(2). 

Доказательство. Положим 

1 — р ( ^ и )= °(Ak), 1 — р ^ и ) = o(Bk) 

для к = 1 , ... , g. Рассмотрим замену переменных: 

( A 1 ) ( B 1 ) 

•ф&1), ф^1 

Ф(Bk) = 

^(Ag ) = 

Ф(Bg ) = 

P(Al )p(Bl) 

1 

р^1. ..Ak MBk) 

1 

. .Ak ^(Bk) 

1 
р^1 . Ag MBg ) 

1 

р^1 ..Ag ̂ (Bg ) 
Из вида блочно диагональной матрицы заме¬

ны следует, что ее определитель не равен нулю: 
1 1 1 = 0 

p(Ai )2p(Bi)2 . . . p(A1...Ak)2p(Bk )2 . . . p(Ai...Ag )2p(Bg)2 Т U . 

Поэтому эта матрица невырожденная. После за¬
мены формула Аппеля примет следующий вид: 

)*(Ak) — ^(Ak )a(Bk)) = 0 =0 
k=1 

» J2WBk )*(Ak) — )a(Bk ))=0. 
k=1 

Предложение доказано. 

3. Гармоническое р а с с л о е н и е П р и м а 

Т е о р е м а 3.1. Пусть F — компактная рима­
нова поверхность рода g > 2, ф — гармонический 
дифференциал Прима на F для р £ [S1 ]2g и [ф] = 0 
в H 1(Г,р). Тогда ф = 0 на F. 

Доказательство 1. [3, с. 155]. По лемме 3.2.1 
[3] дифференциал ф = w + р, где w и р — го­
ломорфные дифференциалы Прима для р и р со¬
ответственно на F. Из условия [ф] = 0 и леммы 
3.2.2 [3] следует существование мультипликатив¬
ной функции f на F для р, такой, что w+р = df (z) 
на U. Покажем, что w = 0 = р на U. От противно¬
го. Предположим, что р = 0 на фундаментальной 
области А для группы Г (или на F). Тогда, поло­
жив р = g(z)dz на А, имеем: 

(2) ^J j р А р = j j \g(z)\2dx A dy> 0. 

С другой стороны, 

р А р = р A w + р А р = р A df = —d(fp). 

0 
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Отсюда 

I I р А р = ( ( р A df = — j . 
J J A J J A JSA 

fp = 0 

по теореме 3.2.3 [3, с. 155], так как р1 = р,р2 = р, 
рр = 1 и для дифференциала df все а-периоды и 
b-периоды равны 0. Получили противоречие. По¬
этому ф = w. 

Повторяя предыдущие рассуждения с w, по¬
лучим, что w = 0 на U. 

Доказательство 2. Используя обозначения 
предыдущего доказательства, получим, что: 

0 < (ф, ф) [ [ ф А*ф = [ . 
J J A JSA 

f ^)(*ф) 0. 

Последнее равенство снова выводится из теоремы 
3.2.3 [3]. Отсюда (ф, ф) = 0 на А и ф = 0 на А. 
Следовательно, ф = 0 на F. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е 3.1. Гармонический дифференци¬
ал Прима ф на F для р £ [S1 ]2g\1 единственно 
определяется своим классом периодов 
[ф] £ H 1(Г,р) и Н1(р)) = H 1(Г,р). 

Доказательство. Так как отображение пе¬
риодов p - C-линейное инъективное отображе¬
ние (2g — 2)-мерного векторного пространства 

Н1(р)) в (2g — 2)— мерное векторное простран­
ство H 1(Г,р), то Г^, H1 (р)) = H 1(Г,р) для 
р £ [S1]2g\1. Следствие доказано. 

Множество всех гармонических дифференци­
алов Прима ф для р £ Hom(T C*) образует ком¬
плексное (2g — 2)-мерное векторное пространство 
Г^;, Н1(р)) при р £ Lg U Lg, так как 

Г^;, Н1(р)) = Г^;, O^^)) ф Г^;, (р)) , 

где Lg — образ Lg при отображении р — р. Вы­
берем базис (z; р, ^^Cz^^ для Г^;,01'()(р)), 
голоморфно зависящий от р в достаточно малой 
окрестности U(^o) С Hom(Г;, C*)\(Lg U Lg) и 
голоморфно зависящий от [р] в достаточно ма¬
лой окрестности U([рo]) С Tg [3, c. 105; 4]. Од­
новременно выберем базис (z; р, ^^Cz^^ в 
Г^;, O1'0(р)), голоморфно зависящий от р в U(рo) 
(образ U(^o) при отображении р — р, это отоб­
ражение будет автоморфизмом на Lg U Lg) и го­
ломорфно зависящий от [р] в достаточно малой 
окрестности U([рo]). Здесь класс [р] имеет модули 
(CI, C2, csg-s) £ C3g-3, а класс [р] имеет модули 
(c{,c2,...,c3gp3) £ C3g-3. 

Поэтому набор гармонических дифференциа¬
лов Прима 

ф 1 ( z ; р , [ р ] ) d z , <f>g-1(z; р , [р})^; 

<i>l(z; р , [ р ] ) d z , <f>g-1(z; р , [ р ] ) ^ 

образует базис, голоморфно зависящий от 
U и от [р]. 

Таким образом, на комплексном векторном 
расслоении (это есть так называемое гармониче¬
ское расслоение Прима) 

H P
 = U [ ; ] , p / L g U L g Г ( ^ П 1 ( р ) ) = P1,0 ф P0,1 

ранга 2g — 2 над T g х Hom(Г, C*)\(LgULg) опреде¬
лена структура голоморфного векторного рассло¬
ения. 

Скалярное произведение на слое Г^;, Н1(р)) 
определено по формуле: 

( ф 1 , ф2) 

ws(l»)](A) 
(U1U2 + VlV2)dz А dz, 

р 

где А — фиксированная фундаментальная область 
для Г в U; фj = Uj (z)dz + Vj (z)ddz, j = 1, 2. Здесь 
s ^ ) ] - локально голоморфное сечение Эрла над 
пространством Тейхмюллера [6]. 

Скалярное произведение эрмитово, так как 
(ф1,ф2) = (ф2,ф1). Легко видеть, что C-линейный 
оператор * (звезда Ходжа) будет изометрией на 
слое Г^;, Н1(р)). Оператор * также изометрия 
слоя Г(F;,O1'0(р)) на себя и изометрия слоя 
Г(F;,O0^1(р)) на себя. 

Относительно этого скалярного произведения 
пространства Г(F;,O1^0(р)) и Г(F;,O0^1(р)) ор¬
тогональны, так как, если ф1 = U(z)dz 
Г(F;,O1'0(р^)),ф2 = v(z)dz £ Г ^ ^ 0 , 1 ^ ) ) , тогда 
(ф1,ф2) = J Jws(M](A) udzА^^)Сг = 0. Векторные 
расслоения Plto, Po,l и HP являются эрмитовы¬
ми голоморфными векторными расслоениями над 
T g х Hom(Г, C*)\(Lg U Lg). Следовательно, дока¬
зана 

Т е о р е м а 3.2. Гармоническое расслоение При¬
ма HP = U {[;hp) nF;, O1,0(f)) ф Г^;, O0,1 (р)) яв¬
ляется эрмитовым голоморфным векторным рас¬
слоением ранга 2g — 2. Кроме того, HP является 
прямой суммой ортогональных эрмитовых голо¬
морфных * —инвариантных векторных подрассло-
ений P1 o и Po 1 ранга g — 1 над 

Tg X Hom^, C*)\(Lg U Lg ) 

при любом g > 2. 
Зададим конечное покрытие для Hom(T, C*)\1 

открытыми окрестностями Uj = {р : р(Aj) = 1}, 
Ug+j = {р : fJ(Bj) = = 1, ...,g. Рассмотрим ха­
рактер р £ [S1]2g\1 П UI. Д л я других окрестностей 
Uj, j = 2, ... , 2g рассмотрения будут аналогичны. 

С л е д с т в и е 3.2. Для любого р0 £ [S 1]2g\1 
существует окрестность U(р0) С {[S 1]2g\1} 
такая, что для р £ U(р0) П UI в Н1(р)) 
существует базис гармонических дифференциа¬
лов Прима ф1 = ф1(р; z),...^2g-2 = Ф2g-2(р; z), 
вещественно-аналитически зависящий от р 
и имеющий матрицу периодов относительно 
A2, ... , Ag, B2, ... , Bg, вида I2g-2 (единичная мат¬
рица порядка 2g — 2). 

i 
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Доказательство. Над U(р0) выберем базис 
гармонических дифференциалов Прима 

ф1(р; z)dz,фg-l(р; z)dz, ф1(р; z)dz,фg-l(р; z)dz 

на F для р, вещественно-аналитически за¬
висящий от р. Составим блочную матрицу 

A B 
C D классических периодов, относитель¬

но A2, ... , Ag, B1 , B2, ... , Bg для этого базиса, где 
A = (amk),B = (bmi),C = (cmk ),D = (dmi), 

m = 1,...,g — 1,к = 2,3,...,g,l = 1,2,...,g, так 
как для р U1 можно выбрать представитель в 
классе периодов такой, что период на A1 будет 0. 
Если существует линейная зависимость над C для 
2g— 2 строк, то существует гармонический диффе¬
ренциал Прима с нулевыми базисными периодами, 
и, по теореме 3.1, он тождественно равен нулю, а 
это невозможно из-за выбора базиса в Г^, Н1(р)). 

m = 1 , g — 1, к = 2, 3 , g , имеет 2g — 2 линейно 
независимых над C строк и ее определитель не ра¬
вен нулю. Сделав невырожденное линейное преоб¬
разование в H1 (р)) с матрицей M-1, получим 
требуемый базис гармонических дифференциалов 
Прима. Следствие доказано. 

4. К о г о м о л о г и ч е с к о е р а с с л о е н и е 
Ганнинга 

Обозначим через Z1 (Г,р) при р £ Homfi, C*) 
множество всех отображений ф : Г — C, таких, 
что ф(^Т) = ф(^) + p(S)ф(Т), S,T £ Г. 

Приведем основные свойства таких отображе¬
ний: 

1) ф(1)=0, так как ф^1 • 1) = ф^) + p(S)ф(1) 
и P(S) = 0; 

Таким образом, матрица M, где 

2) ф^- 4>(S)  
" P ( S ) , так как 

0 = ф(1) = ф ^ - 1 ) = ф(^) + p(S )ф(^-1) 

и <i>(S-1) = — Ш; 

3) ф^, B] • [C, D]) = ф^, B]) + ф([С, D]), так 
как f([A,B]) = 1; 

4) ф^, B]) = a(B^(A) — a(A^(B) для любых 
A,B £ Г, где a(T) = 1 — р(Т), Т £ Г; 

5) 

ф(ABA-1) = ]B) = 

= ф([A,B]) + ф^), A, B £ Г; 

6) ф(ABA-1) = p(A^(B), A £ £ [Г, Г]. 

Т е о р е м а 4.1. Когомологическое расслоение 
Ганнинга G является голоморфным векторным 
расслоением ранга 2g — 2 над 

Доказательство. При р; = 1 существует изо¬
морфизм векторного пространства H1 (Г;, р;) и 
векторного пространства Homp^ ([Г;, Г;], C), со­
стоящего из гомоморфизмов ф0 : [Г;, Г;] — (C, +), 
таких, что ф0(^;T;(S;)-1) = p;(S;^o(T;), где 
Т ; [ Г ; , Г ; ] , S ; Г ; , [ Г , Г ] — к о м м у т а н т г р у п п ы 

Г. Таким образом, расслоение G над 

Tg(F) х (Hom^, C* 

изоморфно расслоению со слоем Homp^ ([Г;, Г;], C), 
над ([р], р), где 

p(Aj )= f;(A;),p(Bj )= f;(B;),j = 1,...,g. 

Зададим карту 0(U', {Aj,Bj}gg=1) над Tg(F) х Ui 
биективно отображающую G \ т д ( F ) x U t на Tg(F) х 
Ui х C2g-2

 по правилу: элементу ф0([р], р;) £ 
Homp^ (\Г;, Г;], C) сопоставляется набор 

( [ р ] , р ; -1 , . . . , - ' g - 1 , П 1 , . . . , n ' g 

Здесь над Ui имеем: 

j = фo([р],P;)([A;,A;]),r]j = фo([р],P;)([B;,A;]), 

а над Ug+i — 

-g+l = фo([р],P;)([A;,B;]),r]

g+l = 

= ф0([р],P;)([B;,B;]), 

где j = j, при 1 < j < l — 1, и j = j + 1, при 
l < j < g — 1. Д л я р £ UI, например, будет 
a;(A;) = 1 — P ; ( A ; ) = 0 и любой элемент ф0 = 
ф0([р],Р;) £ Homp^ ([Г;, Г;], C) можно задать как 
ф0 = ф1 \ Г ; ] д л я ф1 = ф 1 ( [ р ] , р ; ) £ Z 1 ( Г ; , р ; ) , 

такого, что ф1 ( A1 ) = 0, 

ф1(Т;) = a;(A;)-^o([T;,A;]),T; £ Г;. 

Отсюда получаем соотношения: 

j = фo([A;

+l,A;]) = ,A;]) = 

= a;(A;MA;+l), 

ц] = фo([B;

+l,A;]) = фl([B;

+l,A;]) = 

= a;(A;^l(B;+l), j = 1,...,g — 1. 
Кроме того, из основного коциклического соотно¬
шения и задания координат над U1 следует, что 

g-1 

ф1&;) = a;(A;)-2J2 [a;(B;

+l)i] — a;(A;

+l )n]]. 
j=1 

Таким образом, ф1(A;)^1(B;), j = 1,...,g, выра­
жаются через C~jj,njj,j = 1,...,g — 1, и последние 
можно взять в качестве координат для ф0 в слоях 
над Tg(F) х U1. Аналогично можно поступить для 
остальных окрестностей. 

Координаты -j, nj являются линейными ком­
бинациями от Ф 1 ^ 1 ),ф'(Bj) с голоморфными ко­
эффициентами на U([р0]) х а также линейны­
ми комбинациями от фk(Aj(Bj) с голоморф­
ными коэффициентами на U([р0\) хUknU', так как 

215 



Вестник КемГУ № 3/1 2011 Комплексный анализ 

ф' \[г,г] = ф0 = Фk \[г,г] над U([р0]) х Uk П U' (здесь 
фk и ф\ определяются аналогично как Ф1 над UI, 
над Uk и U' соответственно). Далее, фk(Aj), фk(Bj) 
— линейные комбинации от -k ,nk с голоморф­
ными коэффициентами на U([р0]) х Uk. Поэтому 
координаты -j, nj будут линейными комбинация­
ми от -k,nk с голоморфными коэффициентами на 
U([р0]) х Uk П U'. Таким образом, получим, что 
матрицы перехода Tki голоморфны на 

Tg(F) х (U' П Uk) 
для всех к, l = 1, ... , 2g. Следовательно, такие кар¬
ты 6>(U', {Aj, Bj}gg=1), l = 1,2g задают структу¬
ру голоморфного векторного расслоения на G над 
Tg(F) х (Hom(T, C*)\1). Теорема доказана. 

Т е о р е м а 4.2. Векторные расслоения Ганнин­
га G = |Jp) H 1(Г;, р) и Прима HP над 
Tg х [S1 ]2g\1 будут вещественно-аналитично 
изоморфными, и расслоение Ганнинга G над 
Tg х [S1 ]2g\1 равно прямой сумме двух 
вещественно-аналитических комплексных век¬
торных подрасслоений ранга g — 1 для любого 
g > 2. 

Доказательство. Имеем включения 

[S 1]2g\1 С Hom^, C*)\(Lg U LLg) С Hom^, C*)\1, 
что сразу следует из теоремы Farkas-Kra [5, с.130], 
по которой любой нормированный несуществен¬
ный характер будет тривиальным. На [S1 ]2g\1 есть 
естественная вещественно-аналитическая струк¬
тура, согласованная с комплексно-аналитической 
структурой на Hom(T, C*)\(Lg U Lg). Поэтому го¬
ломорфные векторные расслоения G и HP над 

Tg х Hom(T, C*)\(Lg U Lg), ограниченные на Tg х 
[S1]2g\1, будут вещественно-аналитическими ком¬
плексными векторными расслоениями [3; 4], а по¬
слойный C -линейный изоморфизм p будет также 
вещественно-аналитическим изоморфизмом рас¬
слоений G и HP над Tg х [S1]2g\1. 

Второе утверждение следует из теорем 3.1, 3.3, 
и 4.1, а также из теоремы 3.1.3 [3, с. 140]. Теорема 
доказана. 
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(q, p ) -FORMS 

О. А. Sergeeva 

В пространствах мультипликативных мероморфных автоморфных форм для произвольного ха¬
рактера вводятся интегральная норма, билинейное спаривание и интегральный оператор Берса. По­
лучены аналог неравенства Шварца для билинейного спаривания, универсальная оценка нормы и свой­
ство самосопряженности для интегрального оператора Берса в случае мероморфных (q, р)-форм. 

In spaces of multiplicative meromorphic automorphic forms the integral norm, bilinear pairing and 
the integral Bers operator for any character are entered. Under study an universal estimation of norm, 
selfadjointness for Bers operator in case of meromorphic (q, р) - forms and an analog of an inequality of 
Schwarz are received. 
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1. Предварительные сведения и почти всюду на C верна оценка 

Пусть D - ограниченное открытое множество в C, 
конформно эквивалентное единичному кругу А; 
G - отмеченная конечнопорожденная разрывная 
группа конформных преобразований множества D 
на себя, такая, что D/G = F - отмеченная ком­
пактная риманова поверхность рода h > 2. 

Пусть A = AD задаёт метрику Пуанкаре на D 
по правилу: для конформного отображения 
f : А — D AD(f(z))\f'(z)\ = AA(Z), z £ А, где 
AA(Z) = l -

1

z \ 2 - коэффициент метрики Пуанкаре 
в единичном круге А. Известно [1], что для любого 
конформного преобразования множества D спра¬
ведливо равество AA(D) (Az)\A'(z)\ = AD(z),z £ D. 

Обозначим через Hom(G, C*) группу всех од¬
номерных комплексных характеров ( гомоморфиз¬
мов) р из G в C * = C\{0} с естественной операцией 
умножения. 

О п р е д е л е н и е 1. Измеримой (мероморфной, 
голоморфной) мультипликативной автоморфной 
формой порядка q с характером р на F ((q, р)-
формой) называется однозначная измеримая (ме-
роморфная, голоморфная) функция р на D с усло-

р^)^^)'1 = р(Л)р^), A £ G,z £ D,D/G = F. 

При этом (q, р)-форма и (q, p)- форма считаются 
р-двойственными, а (q1, р)-форма и (q2, р)-форма 
- q-двойственными формами для q = ql + q2. Фор¬
мы одновременно q- и р-двойственные называются 
( q, р) -двойственными формами. 

Мультипликативная автоморфная форма f 
нулевого порядка с характером р называется муль¬
типликативной функцией для р. Если f1 - мульти¬
пликативная функция для р1 без нулей и полюсов 
на D, то характер р1 называется несущественным 
([2, 3]), а сама такая функция f1 называется муль¬
типликативной единицей для р1 . 

Ключевая роль в развитии мультипликатив¬
ной теории измеримых автоморфных форм при¬
надлежит разложению Фаркаша-Кра ([2, 3]): для 
произвольного характера р Hom(G, C * ) су¬
ществует и единственно представление в виде 
р = po • fl, где po - нормированный характер, т. е. 
\fo(A)\ = 1 для любого A £ G , а fl - несуще¬
ственный характер c мультипликативной едини¬
ц е й f1. 

О п р е д е л е н и е 2.([1]) Измеримая на C функ¬
ция vq(z), 2 < q £ N называется обобщённым ко¬
эффициентом Бельтрами для разрывной группы 
G преобразований C с множеством разрывности 
((G), если 

vq(Az)A'(z)1-qA'(z) = vq(z), A £ G, z £ (1(G), 

vq \HG)=0, A(G)= C \ ((G), 

\vq(z)\< KA(z)2-q, где K = const. (1) 

З А М Е Ч А Н И Е 1. При q = 2 обобщенные коэф¬
фициенты Бельтрами являются обычными коэф¬
фициентами Бельтрами, возникающими в теории 
квазиконформных отображений. 

Л е м м а Если ф £ C™(D,G) , т. е. ф -
измеримая ограниченная автоморфная форма, то 
A(z)2-2q • ф^) является обобщенным коэффициен¬
том Бельтрами для q, у которого коэффициент 
K из оценки (1) равен 

K = \\ф\и!00 = sup {A(z)-q\ф^)\} < ос. 
zeD 

Кроме того, любой обобщенный коэффициент 
Бельтрами получается таким способом из изме¬
римой ограниченной автоморфной формы. 

Отсюда получаем важную в последующем лемму 
Л е м м а 2. Пусть vqi и vq2 - два обобщенных 

коэффициента Бельтрами для q1 и q2 соответ¬
ственно. Тогда 

Llq ( z ) 

vq1 ( z ) 

A(z 
Vq2 ( z ) 

2 z D (2) 

тоже обобщенный коэффициент Бельтрами для 
q = ql + q2 на D. Кроме того, таким способом 
можно получить любой обобщенный коэффици¬
ент Бельтрами для q = q1 + q2. 

2. Нормы в пространствах голоморф­
ных и м е р о м о р ф н ы х (q, р ) - ф о р м 

В работах [4, 5, 6] рассмотрены нормированные 
пространства Ap

 p(D, G) голоморфных (q, р)-форм 
ф, интегрируемых со степенью p, с нормой 

\\Ф\\0 A(z)2-pq 

D/G 
l(z) I \dz А dz\ < о (33) 

для некоторого p, 1 < p £ R, где fl - муль¬
типликативная единица для несущественного ха¬
рактера PI в разложении Фаркаша-Кра р = fofl, 
\po(A)\ = 1,A £ G. 

Д л я голоморфных ( q, р) -форм ф на D, инте¬
грируемых со степенью p, зададим другую норму 
по правилу: 

\\ф\\\ = | | A(z)2(1-p) 

D/G 

vq (z)<l>(z) 

f1(z) 
\dz А dz\ < о , 

(4) 
где vq - фиксированный обобщенный коэффици¬
ент Бельтрами класса C(D) для q. 

Выражение, стоящее под знаком интеграла в 
(4), инвариантно относительно преобразований из 

вием: 
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группы G: 

A(Az)2(1-p) 
vq (Az^(Az) 

\d(Az) А d(Az)\ 
f1(Az) 

A(z)2(1-p)\A'(z)\-2(1-p) х 

vq(z) A'(z)q-1AJ(z)-1 ф^)^^-p(A) 'P 

A(z)2(1-p) 

fl(z)Pl(A) 

vq (z)<f>(z 

A(z 

f1(z) 

\2(1-p) 

Pl(A)fo(A)ip 

А dz\ 

Pl(A) 
\dz А ddz\ 

vq (z)<i>(z) 

f1(z) 
\dz А dz\. 

Следовательно, \ ф\ 1 не зависит от выбора кон¬
кретной фундаментальной области и для G в D , 
реализующей на плоскости компактную риманову 
поверхность D/G = F. Ясно, что при фиксиро¬
ванном vq, непрерывном в D, выражение для \ ф\ 1 
удовлетворяет всем аксиомам нормы. 

Нетрудно установить, что для голоморфных 
( q, р) -форм ф на D 

\\Ф\\Р1 < к , (5) 

где K - константа из оценки обобщенного коэф¬
фициента Бельтрами vq: \ vq\ < KA2-q. Действи¬
тельно: 

H\\p = JJ A(z)2(1-p) 

D/G 

vq (z)<l>(z) 

A(z)2(1-p)\vq (z)\p 

D/G 

< K j j A(z)2(1-p)A(z)(2-q)p 

f1(z) 

D/G 

Kp A(z)2-pq 

D/G 

f1(z) 

f1(z) 

(z)I 

, Л J-. 

\dz А dz\ = 

\dz А dz\ < 

\dz А dz\ = 

\dz А dz\ = Kp\№\\p

0. 

Если дополнительно потребовать, чтобы 

vq(ai)=0, ai £ D, i = 1, .. ., s, (6) 

то (4) будет задавать норму и для мероморфных 

( q, р) -форм, кратных дивизору (имею-
y a i - . . . a s 

щих в качестве возможных особенностей только 
простые полюса в точках a1 , . . . , as) и интегрируе¬
мых со степенью p. Плрострланство тмамких форм бу¬
дем обозначать (p (D, G; 

Д л я голоморфных форм Ф1 £ Ap

 p(D,G) и 
Ф2 £ APppp(D,G), с условием p + p; = 1, опреде¬
лено билинейное спаривание [4, 5]: 

((l)1,(i)2)q, p, G , D 

D/G 

\(z)2-2q ффШ^dz А dz, 
\ f 1 ( z ) \ 2 

которое работает только с голоморфными (q, р)-
формами, имеющими общий порядок q и общий 
характер р. 

Д л я случая ( q, р) -двойственных форм на D 
рассмотрим соответствующее билинейное спари¬
вание: 

рч(z)p(z)ф(z)dz A dz, (7) 

D/G 

где рч - фиксированный обобщенный коэффици¬
ент Бельтрами класса C(D) для q = q1 + q2. 

Т е о р е м а 1. Пусть 1 < p < оо и p + p; = 1. 
Тогда симметричное билинейное спаривание (7) 
задает линейное отображелние между промстран-

ствами Qp

ip)(D,G; A ) и (пр' L (D, G; ±)) , где 
p ' * 

Qp

 р (D,G; )j - пространство, сопряженное 

Qp

 L (D, G; ), A - произвольный дивизор на D. 

a s ) ) 

q2 , р 

Кроме того, если р £ App

i (D, G; (al 

и ф £ (p' i [D,G-
Y £ q2, р V ' \ ai...as 

q i , p  

то 

{р,ф) qi,q2,D,G < 
2 \ р\ o • \ ф\ 1, (8) 

где коэффициенты Бельтрами рЧ1 +q2 и vqi (в 
задании билинейного спаривания (7) и нормы 
(4) в пространстве мероморфных (q, р)-форм со¬
ответственно) связаны формулой (2), причем 
vq2 ( ai)=0, ai D, i = 1, . . . , s, а K1 - константа 
из оценки vqi . 

Доказательство. Первая часть теоремы оче¬
видно следует из задания билинейного спаривания 
(7). Докажем оценку (8): 

qi,q2,D,G 

1 

Pq1+q2 (z)p(z^(z)dz A dz 
D/G 

< 2 JJ ^qi+q2 (z)\\p(z)\^(z)\\dz А dz\ = 
D/G 

\ v q i \p(z)mz)\\dz A dz\< 

D/G 

Kl И A(z)2-qi \vq2 (z)\ 
JJ A(z)2 

D/G 
2 

p ( z ) 

fl(z) 1 
\ф^) fl(z)\\dz A dz\. 

Воспользуемся неравенством Гёльдера: 

JJ \U(z) V(z)\da < 

D/G 

< 

\D/G 

\U(z)\pda I • JJ\V(z\p'da J 

x 

1 
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- + pj = 1, для случая, когда мера da = A(z)2\dz А 
p p ' 

ddz\ и функции U(z) 

X(z)2 

A(z)-qi 

- q 2 ( Z ф^) fl(z). Получим 

'Az) 

fi(z), 
V(z) 

{р,ф) 
qi,q2,D,G 

2 \ JJA(z) 
\D/G 

A(z - q i 4>{z) 

fi(z) 
\dz A ddz\ 

х( J J A(z)2 ф^) fl (z)p \dz A dzz\ 
\D/G 

= Ki 
2 A(z)2-pqi 

\D/G 

<P(z) 

fi(z) 

p 

\dz A ddz\ 

х JjA(z)2(1-p) 

\D/G 

Ki 
2 

-q2 (z)^iz) 

\ р\ o • \ ф\ 1 

\dz A dz\ 

3. Модифицированный оператор 
Берса Bcd в пространстве м е р о м о р ф ­
ных (q, р ) - ф о р м 

Пусть C - квазиокружность в C, то есть ориен­
тируемая замкнутая жорданова кривая в C, ко¬
торая является образом единичной окружности 
по квазиконформному отображению. Обозначим 
DJ = IntC, D2 = ExtC, (z)\dz\ - метрику Пу¬
анкаре в Dj, j = 1, 2. Далее там, где это не может 
привести к путанице, будем опускать обозначение 
области, принимая A(z)\dz\ за метрику Пуанкаре, 
заданную в D1 U D2 . 

Пусть G - отмеченная конечнопорожден-
ная квазифуксова группа первого рода дробно-
линейных преобразований C с инвариантной кри¬
вой C, такая, что D1 /G - компактная риманова 
поверхность рода h > 2. 

Д л я дальнейших оценок по норме рассматри¬
ваемых пространств полезными оказываются сле¬
дующие факты: 

Л е м м а 3.([1, 7]) Если D - односвязная жор­
данова область, оо не принадлежит D и A = A D 
задаёт метрику Пуанкаре на D, то для любой 
z D 

A(z)\z — dD\> 1 , (9) 

где dD - граница D, \z — dD\ inf \z — z1 \. 
zie dD 
П-, T. Д л я вышеопределённых C, D1 и D2 ясно, что 

dD- = C = dD2 и для любых Z £ z £ D2 верно 
\z — C\< \z — Z\, \Z — C\< \z — Z\. 

Л е м м а 4.([7]) Для каждого целого q > 2 
и фиксированного z £ D2 функция quz = (^-z)2q, 
Z D1 , голоморфна на D1 и верна оценка 

ADI (Z)2-q \dZ A dZ\ 
\Z — z\2q 2 

< 
4q-22n 1 

\z — C\q-
(10) 

Введём kq = 4 — — константу для целого 
q > 2. q 

Так как фундаментальная область и>2 для 
группы G в D2 всегда может быть выбрана од-
носвязной и не содержащей о (без ограничения 
общности можно считать, что о £ du), то, вви¬
ду свойства (9) метрики Пуанкаре и интегральной 
оценки (10), получаем: 

ADI (Z)2-q \dZ A dZ\ 
\Z — z\2q 2 

< kqAD2 (z)q (11) 

для z £ и>2 С D2, q £ Z, q > 2. Отметим также, 
что функция quz = ( z - z ) 2 q , как функция двух пе¬
ременных Z D1 , z D2 , симметрична и облада¬
ет свойством инвариантности относительно груп¬
пы G: 

1 = 1 
(AZ — Az)2q = (Z — z)2q A'(Z)q A'(z)q 

для любых A £ G, 2 < q £ N. 
Докажем теперь, что для каждого целого q > 2 

и фиксированного Z £ и- также верна оценка 

JJ < kq ADI (Z Г. (12 

D2 

Действительно, так как для любого фиксирован¬
ного A £ G область A(u>2) С D2 односвязна и не 
содержит о , то, взяв ограничение A с большей об¬
ласти на подмножества, получим: 

AD2 (z)2-q \dz A dz\ = 
\z — Z\2q 2 = 

E 
AeG ' A(ui2) 

< 4q-2 ] T 

AA(U2)(Z)2 q \dz A dz\ 

\z — Z\2q 2 
< 

< 

' И \z — dA(u2)\q-2 \dz A dz\ 
JJ W—cFq 2 

A(u>2) 

4q-2 И \z — C \ q - 2 \dz A dz\ 
JJ \z — Z\2q 2 < 

< 

E A(U2) 

< 4q-2 JJ \z — Z \ - q - 2 
\dz A ddz\ 

< 

4

q - 2 

< 4q-2 JJ \ z — Z \ - q - 2 \ d z A d z \ = 

2 \dz A dz\ = 4q-22n 1 
\z\-q-2 

|z|>|Z-C| 
q \Z — C\q 

< 

42(q-1)2n 

< q ADI (Z )q = kq ADI (Z )q. 

В работе [5] в пространстве голоморфных 
( q, р) -форм был введен и изучен модифициро¬
ванный оператор Берса B0C'd, который отража¬
ет область определения голоморфных форм от-

х 

х 

q 
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носительно квазиокружности C и при этом q-
двойственно меняет порядок формы, но не изме¬
няет её характер: 

(Bcdp)(.z) 
i 

2JJ (Z 

Z f1 z 

A dZ, 

p (13) 
где z £ D2, p £ Ap

ip(Dj,G), р. - фиксирован¬
ный обобщенный коэффициент Бельтрами класса 
C ( D 1 ) д л я q = q1 + q 2 . 

Оператор B^C определяется аналогично для 
форм на D2 путем замены в (13) D1 на D2. 

Рлссмотрим оператор B°Qd в пространстве 

(Di ,G\' 4 4 ~qi,p yai.....asjj с дополнительным усло¬
вием на обобщенный коэффициент Бельтрами в 
его задании. 

Т е о р е м а 2. Пусть р(1 - фиксирован¬
ный обобщенный коэффициент Бельтрами класса 
C(D1 U D2) для q = q1 + q2, q1 > 2, q2 > 2, с 
условием 

Р.(z)= % ^ , z £ Di, 

где v1, v2 - обобщенные коэффициенты Бельтра-
ми для q1 и q2 соответственно, причем vqi (ai) = 
= 0, ai D1 , i = 1 , . . . , s. 

Тогда для произвольного характера р модифи¬
цированный оператор Берса 

a %

1

 a j , то её образ - форма B°Jdp будет голо­
морфной (q2, р)-формой на D2 = C \ Действи¬
тельно, в силу инвариантности D1 относительно 
действия группы G имеем: 

(B°Jd p)(Az)A'(z)q2 

Hqi+q2 ( Z ) f 1 ( A z ) 

(Z — Az)2q2 fj(Z) 
-A'(z)q2  

2 K ' p(Z)dZ А dZ 

-A'(z)q Hqi+q2 ( A Z 1 ) f 1 ( A z ) 

(AZi — Az)2q2 fi(AZi) 

хp(AZl)\A'(Zl)\2dZl A dZi 

2 A ' ( z ) 

q2 ,[ (Zi )A'(Zl)qi+q2 

(Zi — z)2q2 A'(Zi)q2 A'(z)q2 

fi(Zi)pi(A) A'(Zi)qi u u 

-
 ( A ) ('(' ^ + . 2 ( Z ) f 1 ( z )

 ( / - ) A / - K A ? 

2P(A)JJ (Z — z ) 2 q 2 fi(Z)p(Z)dZ A d Z 

= p(A)(BC* p)(z). 

Докажем, что для мероморфной формы р на 
D- форма B0C'd(p) будет голоморфной на D2. Д л я 
этого сначала докажем голоморфность частного 

(B°Sdp)(z) 

fi(z) 

р . + 2 ( Z ) p i Z l d Z A d Z 

(Z — z)2q2 fi(Z)dZ A d Z 
(15) 

(BCrdp)(z) 
i 

2JJ (Z 
A dZ, 

- ( D l , G ; ( arha;)) z £ D2, p £ Sl'.T Di,G; 

является огралниченнылм линемймным отображе-

нием из (p

i [Di,G; q i , p \~ 1 1 ~ ' \ai •... • a 

p £ R, 1 < p < оо, q- > 2,q2 > 2, с нормой 

Ap2,p(D2,G), 

\\B°C

rd\\< K2kq2 ( K2 константа из оценки vq2 ) 

для z D2 . При этом, используя теорему Римана 
и обычные свойства инвариантности, можно пред¬
положить, что D1 = А = z C : \ z\ < 1 , 
D2 = А* = C \ (А U dA). В этом случае имеем 
оценку: 

(BCrdp)(z) 
fi(z) 

<K 

< [[ \Hqi+q2 ( Z ) \ 

<JJ \Z — z\2q2 

A 
A(Z)2-q - q 2 I 

p(Z) 
f1(Z) 

< 

\Z — z\2q2 

p(Z) 
f1(Z) 

\dZ A dZ\  
2 , 

и удовлетворяет условию самосопряженности 
относительно билинейного лспаривалния (7м),м а 

именно: для любых p £ (lp (D-, G; 

ф £ Ap

u р (D2,G), - + - = 1, верно 

(p, B-C Ф) qi,q2,Di,G (В^р,ф) q2,qi,D2,G ' (14) 

З А М Е Ч А Н И Е 2. В задании интегрального опе­
ратора ВС билинейного спаривания (7) исполь-
зуется один и тот же обобщенный коэффициент 
Бельтрами р(}, q = q1 + q2. 

Доказательство. Если р является меро-
морфной (q1, р)-формой на D1, кратной дивизору 

где K - константа из оценки (1) для q = q1 + q2. 
Функция голоморфна и однозначна в А 

(она становится мультипликативной для нормиро¬
ванного характера при проектировании на А/G). 
В силу ограниченности и и того, что для любой 

Z £ А существует Zi £ и с условием 

заключаем, что модуль 
своего максимума n в А. Отсюда: 

i (Z )| = 

достигает 

A(Z ) 2 - q i - q 2 

\Z — z\2q2 

p(Z) 
f1(Z) 

\dZ A dZ\ 
< 

\Z 
\dZ A dZ\ 

z\2q2 2 . 

1 
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Применяя к последнему выражению оценки 
\Z — z\ > \Z — дА\ 
z £ А 

1 
|z-dA| 
чаем 

А\, \Z 
_1 

z z 
< 4A(Z) 

дА\, Z £ А, 
4 Z £ А, 

< 
и |C-dA| < - 1-Щ2 

jz-hj < 4Au2 (z), z £ U2 С А*, полу-

< nK 
A(Z) 

(BCrd p)(z) 

fi(z) 
2 - q -q2 

< 

\Z — дА\.2\z d А\12 

\dZ A dZ\ 
< 

< 42q2 nKA^2 (z)"2 j/ A(Z ) 2 - q i \-dZAdZ± 

A 
2n 1 

42q2nKAU2 (z)q2 J Ив J r(1 — r2)qi-2dr 

o o 

42q2nKAU2 (z)q2-
q1 1 , z £ u2 С А*. 

Так как АШ2 (z)q2 ограничена на любом ком­
пакте Q С А*, Q П и2 = 0, то интеграл в (15) 
сходится абсолютно и равномерно по параметру z 
на любом компакте Q С А*. Кроме того, подын¬
тегральная функция в (15) при любом фиксиро¬
ванном Z А аналитична по z и вместе со сво¬
ей производной по z, равной 2q2 ^q-+)q

2

2

q

<2<+i

 f ^ , яв¬
ляется непрерывной по совокупности переменных 
(Z, z) А х А*. Поэтому (15) определяет голо¬
морфную форму 2B°Cf i

 fJ(z) для z £ А* и, следова¬
тельно, для z D2. 

Покажем теперь, что множитель f1 (z), 
z D2, не влияет на сходимость интеграла 
в (13), а значит, из доказанной голоморфности 

следует голоморфность фор-частного 
2BCrdf)2z) 

fi 2z) 
мы (B0C'dp)(z), z £ D2. Д л я этого сначала за¬
фиксируем некоторую локально конечную фунда¬
ментальную область и £ D2. Тогда для любой 
zo £ и всегда найдётся окрестность U(zo), цели­

ком содержащаяся в и и такая, что функция fi(z) 
в этой окрестности отграничена от нуля и бес¬
конечности, т. е. существуют константы m и M, 
0 < m < M < оо, такие, что 

m < \f1(z)\ < M для всех z £ U(z0). (16) 

Действительно, если предположить, что для лю¬
бой окрестности U(zo) точки zo и для любого m > 
0 существует z £ U(zo), для которой \fi(z)\ < m, 
то существует последовательность точек zn £ и, 
такая, что zn — zo, n — оо, и f-(zn) — 0, n — оо. 
Но, в силу непрерывности функции f-, получаем, 
что fi(zo) = 0. А это противоречит отсутствию 
нулей у функции f-. Аналогично доказывается, 
что fi отграничена от оо на и. Таким образом, 
fi локально на и отграничена от нуля и беско­
нечности. Пусть теперь zo £ D2 - произвольная 
точка на D2 . По свойствам фундаментальной об¬
ласти существуют преобразование Т G и точка 
zo £ и, такие, что z0o = Т(zo). Рассмотрим окрест­
ность точки zo в виде V(zo) = Т(U(zo)), где U(zo) 
- окрестность точки zo, в которой выполняется 
условие (16). Д л я каждой z0 V( z0o) существует 
z' £ U(zo), такое, что z = Т(z'). Следовательно, 
fi(z0) = р(Т)fi(z'). Так как 0 <m < \f-(z')\ < 
< M < оо и 0 < \р(Т)\ < оо для каждого фиксиро­
ванного Т, то f 1(000) отграничена от 0 (и от оо). В 
силу произвольности z0o значения f1 (z) отграниче¬
ны от 0 (и от оо) в некоторой окрестности любой 
точки z из D2. Поэтому fi(z) (и fi(z)) локально на 
D2 принимает конечные значения и, следователь¬
но, после умножения обеих частей в (15) на f ( z) 
получим интеграл, определяющий голоморфную 
мультипликативную форму B0C'dp (умножение на 
локально ограниченную аналитическую функцию 
не нарушает голоморфности). 

Оценим норму формы B0C'dр в пространстве 
голоморфных (q2, р)-форм, интегрируемых со сте¬
пенью p на D2 : 

< 

ord up 
o 

Б ord 
C р A(z)2-pq2 BCrd p(z) 

f ( z) 
\dz A dz\ 

A(z)2-pq2 

\fi (z)\p 

A(z)2-pq2 

(Z)fi(z) p(Z) dZ A dZ 
(Z — z)2q2 fi(Z) 2 

\dz A dz\ < 

[ [ ^ +q2 (Z )\\fl(z)\ \p(Z )\ \dZ A dZ \\ d . d - } 

jmFyJJ \Z — z\2q2 \fi(z) \ 2 \ d z A d z \ = 

Ш2 XDi 7 
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В последнем неравенстве воспользовались ф у н к ц и й U(Z)= X 2 Z 2-qi(Z^ f V(Z) = 
оценкой (1) для обобщённого коэффициента Бель-
трами vq2. Затем, последовательно применяя нера¬
венство Гёльдера для меры da = A( Z)2-q2 dCAdd 2z-z) 

2<-z)~p 
2q2 

2Z-z) p' 

\ 2 2 p-i , где p + p = 1, и неравенства (11), 

2 (12), получаем: 

\\Bordp\\p < Kp И A(z)2-pq2 \ И A ( Z ) 2 - q 2 A ( Z ) - 2 p \ v q i ( Z ) \ p \ p ( Z ) \ p \ d Z A d Z \  
\ \ B c p \ \ o <

 K2jj A ( z ) JJ z—zW2 \fi(Z)\p 2 

p 

D 
\ Z — z \ 2 q 2 2 J 1 '-

< Kpkp--1 // A(z)2-pq2 A(z)2p-1 ) q 2 \ dz A dz \ 

K 2 k p

2 

И A(Z)2-q2-2p \vqi (Z) \p \p(Z)\p \dZ А dz\ ' 
JJ \ Z — z \ 2 q 2 \ fi (Z) \ p 2 
D 

i И A ( )2-q2\v H A(AZ ) 2 - q 2 - 2 p \ A'(Z) \ 2 - q 2 - 2 p \ vqi (AZ) \p \ A'(Z) \21 - q i ) p \ A(Z) \p . 
JJ ( ) ALG JJ \AZ — Az\2q2 \A'(Z) \ - q 2 \A'(z) \ - q 2 • 
^2 L ^ A - 1 ) 

х \ p ( A Z ) : \ A ( z

l

) \ p q : } p ( A ) \ - p \dZAA^ }\ dz А dz\ 
\ fi(AZ) \p \ pi(A) \ - p 2 j 1 1 

= Kpkp-

2 q2 
- И X ( z ) 2 - q ^ И A ( A Z ) 2 - q 2 - 2 p \ ( A Z ) \ p \ p ( A Z ) \ p \dZAdZ\]\dzf,az\ 

JJA(Z) ALJJ \AZ — Az\2q2\A'(z)\-q2 \fi(AZ)\p\po(A)\p 2 \ d z A ^ \ 

U2 L A e G A - 1 (ui) J 

A(z)2-q2 

\ A'(z) \ - q 2 
= K2pkqp2-

AeG , 

K2pkp-i W \A(Z ) 2 - q 2 - 2 p 

A ( z ) 2 - q 2 - 2 p \ v

q A Z ) \ p \ AW \dZAAM} \ dz А dz\ 
\ Z — Az \ 2 q 2 \ fi(Z) \ p 2 \ l 1 

AeG 

vqi (Z)p(Z) 
fl(Z ) 

A ( z ) 2 - q 2 \ d z A ^ \ ]dZZAd7z\ 
\ z — Az \ 2q2 \ A'(z) \ - q 2 2 \ \ d Z A d Z \ 

K2pkqp2- ( Z ) 2 - q 2 - 2 p 

vqi (Z)p(Z) 

< K2pkqp2 ( Z ) 
)

 2 - q2 - 2 p + q 2 

fl(Z ) 

vq (Z)p(Z)II 

A(z)2-q2 \dz A dz\~ 
\ Z — z \ 2 q 2 2 \ dZ A dZ \ < 

fi(Z) 
\ dZ A dZ \ = (K2kq2 )p M l 

Таким образом, доказали, что \\BC\\ < K2kq2. цей для его несущественной составляющей яв-

Докажем равенство (14). Так как в случае об- ляется j - ([2]), то, с помощью теоремы Фубини, 
ратного характера А мультипликативной едини- имеем равенства: 

(р, B-C ф) qi,q2,Di,G 

р.1+.2 ( Z ) p ( Z ) \ 

Р.-+.2(Z)p(Z)(B-rCфЖ)2dZ А dz 

р.1+.2 ( Z ) H z ) 1 / f 1 ( Z ) -

D2 
(z — Z )2q21/fi(z) 

i \ i 

2 dz A dz j 2 dZ A dZ 

р.1+.2 ( Z ) p ( Z ) 

\AeG.-i 

рЧ1+Ч2 (Az)A'(z)1-qi-q2 A'(z) 

fi(Z) \ t G JJ (Az — AZ)2q2A'(z)-q2A'(Z)-q2 

GA-12u2) 

P(A) f ^ l ^ d z A cdz^j 2dZ A dZ =J2 Po(A) 
р.1+.2 ( Z ) p ( Z ) 

fi (Z )A'(Z ) - q 2 
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х[Ц р.1+Г Ldz A dz)-dZ A dZ 

\AeG 
рЧ1+.2 (zW(z)fi(z)\\] po(A) II (Z) х 

\AeG J- F L ( Z ) 

х ^—Afyql -dZ A d^J 2dz A dz = J J Р.-+.2 (z^(z)fi(z)^YG Р0^)х 

р ^ 2 ( A Z ) A ' ( Z Г * A ' ( Z ) p ( A Z ) ) A ' ( Z ) ) q i p ( A ) - i L А сСП-dz A dz 

J i 
~fi(AZ)Pi(A)-1 (z — AZ)2q2' 2 d Z A ^ L2dz 

(z^(z)( Jj р \ + — f f f i ) ^ 2 d Z A dZ) 2dz A dz = 
Di 

рЧ1+.2 (z^(z)(B0crdp)(z)2dz A dz = (BCrdp, ф) 
q2,qi,D2,G 
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УДК 515.17 + 517.545 

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ы П Р И М А Н А К О М П А К Т Н О Й Р И М А Н О В О Й П О В Е Р Х Н О С Т И 
В. В. Чуешев 

P R Y M D I F F E R E N T I A L S O N C O M P A C T R I E M A N N S U R F A C E 
V. V. Chueshev 

Теория мультипликативных функций и дифференциалов Прима для случая специальных характе¬
ров на компактной римановой поверхности нашла приложения в геометрической теории функций 
комплексного переменного, аналитической теории чисел и в уравнениях математической физики 
[1-9]. В [8] начато построение общей теории мультипликативных функций и дифференциалов При¬
ма на компактной римановой поверхности для произвольных характеров. 

В данном обзоре представлены результаты по теории мультипликативных функций и диффе¬
ренциалов Прима на переменных компактных римановых поверхностях рода g > 1, полученные в 
работах В.В. Чуешева, М.И. Головиной и Т.А. Пушкаревой [15-19]. 

Аналогичные результаты есть для дифференциалов Прима на торах (Т.С. Крепицина) и на ко­
нечных римановых поверхностях (А.А. Казанцева). Эти три случая существенно отличаются друг 
от друга и по результатам, и по методам. 

The theory of multiplicative functions and Prym differentials for case special characters on a compact 
Riemann surface has found numerous applications in geometrical theory function complex variable, analytic 
number theory and equations of mathematical physics [1-9]. In [8] is begun construction a general theory of 
multiplicative functions and Prym differentials on a compact Riemann surface for arbitrary characters. 

In this survey is represented results on theory of multiplicative functions and Prym differentials on a 
variable compact Riemann surfaces of genus g > 1, which obtained in papers V.V. Chueshev, M.I. Golovina 
and T.A. Pushkareva. 

There are analogous results for Prym differentials on torus (T.S. Krepizina) and on finite Riemann 
surfaces (A.A. Kazanzeva). These three cases essentially differ from each other and by results, and by 
methods. 

Ключевые слова: дифференциал Прима, дивизоры, абелевы дифференциалы, переменная рима-
нова поверхность, переменные характеры, мероморфные дифференциалы, гармонический дифферен¬
циал Прима, пространство Тейхмюллера. 

Keywords: Prym differential, divisors, abelians differentials, variable Riemann surfaces, variable 
characters, meromorphic differentials, harmonic Prym differential, Teichmueller space. 

Работа поддержана грантами: АВЦП, 2.1.1.3707; ФЦП, №-02.740.11.0457; Р Ф Ф И 09 - 01 - 00255; 
Н Ш - 7347.2010.1; Р Ф Ф И 11 - 01 - 90709. 

1. П р е д в а р и т е л ь н ы е с в е д е н и я 

Пусть F - фиксированная гладкая компакт¬
ная ориентированная поверхность рода g > 2, 
с отмечанием {a^,Ъ]~}k=i, т. е. упорядоченным 
набором образующих для n-(F), а Fo - рима-
нова поверхность с фиксированной комплексно-
аналитической структурой на F. По теореме уни-
формизации существует конечно порожденная 
фуксова группа Г первого рода, инвариантно дей¬
ствующая на единичном круге 

U = {z £ C : \z\< 1}, 

такая, что U/Г конформно эквивалентна Fo, Г 
изоморфна n-(F). Эта группа имеет представле­
ние Г = {Ai,...,Ag,Bj,...,Bg : ft Cj = I), где 

j=i 
Cj = [Aj ,Bj ] = Aj Bj A - 1 B - 1 , j = 1,...,g, а I -
тождественное отображение [10; 11] . 

Любая другая комплексно-аналитическая 
структура на F задается некоторым дифферен¬
циалом Бельтрами р на Fo, т. е. выражением вида 

р(z)dz/dz, которое инвариантно относительно вы­
бора локального параметра на Fo, где р^) - ком-
плекснозначная функция на Fo и \\р\\ь ^F0) < 1. 
Эту структуру на F будем обозначать через . 
Ясно, что р = 0 соответствует Fo. Пусть M(F) -
множество всех комплексно-аналитических струк¬
тур на F с топологией C00 сходимости на Fo, 
Diff+(F) - группа всех сохраняющих ориента¬
цию гладких диффеоморфизмов поверхности F 
на себя, а Diffo(F) - нормальная подгруппа в 
Diff+(F), состоящая из всех диффеоморфизмов 
гомотопных тождественному диффеоморфизму 
на Fo. Группа Diff+(F) действует на M(F) по 
правилу р — Рр, где f £ Diff +(F),р £ M(F). 
Тогда пространство Тейхмюллера Tg(F) = Tg(Fo) 
есть фактор-пространство M(F)/Diffo(F) [10; 

11]. 

Так как отображение U — Fo = U/Г 
локальный диффеоморфизм, то любой диффе¬
ренциал Бельтрами р на Fo поднимается до 
Г-дифференциала Бельтрами р на U, т. е. 
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у £ Ьж(U), ЦцЦ^ = esssupzeU \y(z)\ < 1 и 
y(T (z))T' (z)/T' (z) = y(z),z £ U,T £ Г. 

Если Г-дифференциал у на U продолжить на 
C\U, положив у = 0, то существует единственный 
квазиконформный гомеоморфизм w» : C — C с 
неподвижными точками +1, — который явля­
ется решением уравнения Бельтрами wz = y(z)wz. 
Отображение Т — T» = w»T(w»)-1 задает изо¬
морфизм группы Г на квазифуксову группу 

Г м = w»r(w»)-1 = {A$,....,B% : ft [A$,Bf]= I). 

Классические результаты Л . Альфорса, 
Л. Берса [10] и других авторов утверждают, что: 
1) T g (F) является комплексно аналити­
ческим многообразием размерности 3g — 3 
при g > 2; 2) T g (F) имеет единствен¬
ную комплексно-аналитическую структу¬
ру такую, что естественное отображение 
Ф: M(F) — M(F)/Diff0(F) = Tg (F) будет голо­
морфным и при этом Ф имеет только локальные 
голоморфные сечения; 3) элементы из Г» голо­
морфно зависят от [у]. 

Два Г-дифференциала Бельтрами у и v бу¬
дут конформно эквивалентными, если и толь¬
ко если w»T(w»)-1 = wvT(wv)-1,T £ Г. Есте­
ственно, что выбор образующих {a,i~,bi~}g

k=i в 
7Ti(F) эквивалентен выбору системы образующих 
{ а к ( у ) , Ъ к

( y ) } g

k = i в ni(F^), и {Aj,Bj}g=i в Г

м

 д л я 

любого [у] из T g . Отсюда получим отождествле¬
ния M(F)/Diff0(F) = Tg(F) = Tg(Г). При этом 
имеем взаимно однозначное соответствие между 
классами дифференциалов Бельтрами [у], класса¬
ми конформно эквивалентных отмеченных рима-
новых поверхностей [F»; {ак(у), bk(y)}k=i] и отме¬
ченными квазифуксовыми группами Г [11]. 

Универсальное многообразие Якоби рода g 
есть расслоенное пространство над Tg, слой ко¬
торого над [у] £ Tg есть якобиан J(F») для по¬
верхности F [12]. 

В работе Л. Берса [10, с. 99] построены голо­
морфные формы Ci[y] = Ci([y],£)d£, 
Cg [у] = Cg([y],£)d£, удовлетворяющие условиям: 

Cj Ы £ ) = Cj (T ([у],£)) f Ы £ ) , 

I Cj ([y],w)dw = 6jk, 

для всех T £ Г, [у] £ Tg, £ £ w»(U), j,k = 
1 , ... , g, где интеграл берется по любому пути в 
w»(U) от £ до Ak(£). Д л я любого фиксированно¬
го [ у] £ Tg эти формы являются поднятиями на 
w ( U ) голоморфных на F абелевых дифферен¬
циалов C i [y ] ,C g [у] , которые образуют канониче¬
ский базис на F , двойственный к каноническо¬
му гомотопическому базису {ак(у),Ък(у)}к=1 на 
F». Указанный базис голоморфно зависит от мо¬
дулей [ у] отмеченной компактной римановой по¬
верхности F . Кроме того, матрица Ъ—периодов 

(1(у) = (пjk[y])9g k=i на F» состоит из комплекс¬

ных чисел njk[у] = J Cj([y],w)dw, £ £ w»(U) и 

голоморфно зависит от [у]. 
Д л я любых фиксированных [у] £ Tg и 

£о £ w»(U) определим классическое отображение 
Якоби p : w»(U) — Cg по правилу: 

p j ( £ ) = J C j ( [ y ] , w ) d w , j = 1 , . . . , g . Тотда p и н д у ¬

цирует послойное голоморфное вложение из F» в 
J F). 

Далее, для любого натурального числа n > 1 
существует расслоенное пространство над Tg, у 
которого слой над [у] £ Tg есть пространство всех 
целых дивизоров степени n на компактной рима-
новой поверхности F». Голоморфные сечения это­
го расслоения определяют на каждой F» целый 
дивизор D» степени n, который голоморфно зави¬
сит от [у]. Также существует голоморфное отоб¬
ражение pn из этого расслоения на универсальное 
расслоение Якоби (n > 1) ограничение которо¬
го на слои является продолжением классическо¬
го отображения Якоби p : F» — J(F»). Извест­
но, что для n = g отображение p : Fg [y]\Fg[y] — 
Wg [y]\Wg[y] является аналитическим изоморфиз­
мом, где Fg [у] - g—кратное симметрическое произ­
ведение поверхности F» и W g [y] = p(Fg[y]) имеет 
комплексную размерность, не превышающую g— 2 
[6; 13]. Локальные голоморфные сечения этих рас­
слоений над окрестностью U([уо]) С T g можно по­
лучить (для любого n > 1) из локальных голо­
морфных сечений К. Эрла s для Ф : M(F) — Tg  

над U([уо]) [12]. 

Характером р для F» называется любой гомо¬
морфизм р : (ni(F^), •) — (C*, C* = C \ {0}. 
Характер единственным образом задается упоря­
доченным набором (р(а»), р(Ъ»), ...,р(а»), 
р(Ъ%)) £ (C*)2g. 

О п р е д е л е н и е 1.1. Мультипликативной 
функцией f на F» для характера р назовем ме-
роморфную на w»(U) функцию f, такую, что 
f(Tz)= )f(z),z £ w»(U),T £ Г». 

О п р е д е л е н и е 1.2. m—дифференциалом При¬
ма относительно фуксовой группы Г для р, или 
(р, т ) -дифференциалом, называется дифференци­
ал ф = ф(г)йгт, такой, что 
ф(Tz)(T'z)m = )ф(г)^ £ U, T £ Г, р :Г — C*. 
В частности, при m = 0 это мультипликативная 
функция относительно Г для р. 

Если fo - мультипликативная функция на 
F» для р без нулей и полюсов, то = 

g 

2NIJ2 c j ( [ у ] , р ) С о ( [ у ] ) и 

j=1 
} g 

f0([y],P)=exp 2п^2,со ( [ у ] , р ) С 0 ( [ y ] ) ,  

Po[»] j = 1 
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где Po[y] = f s[^(Po) £ F», Cj ([у], р) £ C, j = 
1,...,g, Cj зависят голоморфно от [у] и от р. При 
этом интегрирование от фиксированной Po[y] до 
текущей P на переменной поверхности F», и s[y] -
сечение К. Эрла [12] над U([уо]) С Tg. Получим, 
что характер р для fo имеет вид: 

р ( а » ) = e x p 2 п i c k ( [ y } , р ) ,  

g 

р ( Ъ » ) = exp(2niY, c j ( ^ ^ ^ j k ( [ y ] ) ) , 

j=1 
k = 1, ... , g. 

Будем называть такие характеры р несуще­
ственными, а fo (с таким характером) - единицей. 
Характеры, которые не являются несущественны¬
ми, будем называть существенными на ni(F»). 
Обозначим через Нот(Г, C*) группу всех харак­
теров на Г с естественным умножением. Несу­
щественные характеры образуют подгруппу Lg в 
группе Нот(Г, C*). Обозначим через [5 1 ] 2 g под¬
группу нормированных характеров на F, т. е. эти 
характеры принимают свои значения только на 
единичной окружности S1. 

Л е м м а 1.1. [8, с. 106]. Голоморфное главное 
Нот(Г, C*)-расслоение E биголоморфно изоморф­
но тривиальному расслоению 
Tg(F) х Нот(Г, C*) над Tg(F). 

О п р е д е л е н и е 1.3. Дифференциал Прима ф 
класса C1 на F = U/Г для р называется мульти­
пликативно точным, если ф = df (z) и 
f (Tz) = )f (z),T £ £ U, т. е. f - мульти¬
пликативная функция на F класса C для р. 

Обозначим через Z 1(Г»,р) для 
р £ Нот(Г , C*) множество всех отображений 
ф :Г» — C, таких, что ) = ф(^) + р(^)ф^), 
S,T £ Г» [4]. 

К а ж д ы й элемент ф £ Z1 (Г , р) 
будет единственно определяться упоря¬
доченным набором комплексных чисел 
ф(А1),Ф(А,), ф(В{),Ф(В,), удовлетворяющих 

g 

уравнению YI [°~(Bj)Ф(АО) — a(Aj)Ф(ВО)] = 0, ко-
j=1 

g 

торое получается из соотношения Cj = I в 
j=1 

Г», где a(T) = 1 — ),T £ Г». Тогда Z1 (Г»,р) 
- комплексное векторное (2g — 1)-мерное про¬
странство для р = 1 и 2g-мерное пространство 
для р = 1. Пусть В 1(Г», р) - одномерное под¬
пространство в Z1 (Г , р), порожденное элемен¬
том а. Тогда Н 1(Г»,р) = Z 1(Г»,р)/В1 (Г»,р) 
- комплексное векторное (2g — 2)-мерное про¬
странство для р = 1. Будем называть множество 
G = IJ Н 1(Г»,р) когомологическим расслое-

р=1,[»] 
нием Ганнинга над T g х (Нот(Г, C*)\{1}) [4]. 

Пусть ф - замкнутый дифференциал Прима на 
F = Fo для р. Проинтегрировав этот дифференци­
ал от фиксированной точки zo до z £ U, получим, 
что f(Tz) — f(Tzo) = )(f (z) — f (zo)), где 

ф = df (z),z £ U, f (z) - интеграл Прима на кру¬
ге U для дифференциала Прима ф, определенный 
с точностью до аддитивного слагаемого. Отсюда 
для T £ Г верно равенство f(Tz) = )f(z) + 
ф^о (T), где ф^о (T) = f (Tzo) — р(T)f (zo). Та¬
ким образом, каждому T £ Г соответствует чис¬
ло ф$^0 (T), а значит, определено отображение 
ф!,Zo : Г — C. Это отображение называется отоб¬
ражением периодов для ф. Оно зависит от выбора 
интеграла Прима f(z) на U и базисной точки zo. 
Если fi(z) = f(z) + c - другой интеграл Прима 
для того же дифференциала Прима ф, то 
ф/i ,zo (T) = fi(Tzo) — )fi(zo) = ф!, zo (T)+ ca(T), 
T Г. Легко проверить, что оба отображения ф!,zo  

и ф/i, z o удовлетворяют коциклическому соотноше­
нию ^(ST) = ф(^) + р(^)ф^), S,T £ Г. Это озна¬
чает, что они принадлежат пространству Z1 (Г, р) 
и представляют один и тот же класс периодов [ф] 
из Н1 (Г, р) для дифференциала Прима ф на F. 

Д л я замкнутого дифференциала Прима ф 
можно определить так называемые классические 
периоды. Д л я T £ Г соответствующий ему класси¬
ческий период (T) = JTzo ф и верно равенство 

ф з д (T) = (T) — f (zo)aXT). 
Следовательно, отображения вида 

T — ф!^а (T) (периоды по Р. Ганнингу) и вида 
T — (T) (классические периоды [8]) определя­
ют один и тот же класс периодов [ф] £ Н 1(Г,р) 
для дифференциала Прима ф на F для р. Поэто¬
му корректно определено C-линейное отображе­
ние p : ф — [ф] из векторного пространства за¬
мкнутых дифференциалов Прима ф на F для р в 
векторное пространство Н1 (Г, р). 

Обозначим через Q.2,P(F») пространство диф¬
ференциалов Прима второго рода на F» для ха¬
рактера р [8; 13]. 

Л е м м а 1.2. Если и £ &2,p(.F») имеет класс 
периодов [и] = 0 в Н 1(Г»,р), то и> - мультипли­
кативно точный дифференциал на F» для р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно доказать это 
для фиксированных поверхности и характе¬
ра. Будем рассматривать классические периоды 
cjzo (YI), ...,UJZO (чт), которые получаются при обхо­
де по петлям Y I , ч т вокруг отдельных полюсов 
Pi,...,Pm для дифференциала и соответственно. 
Число этих полюсов конечно ввиду компактности 
F». Периоды Uzo (YI), —,Uza (Ym) все обращаются в 
нуль, так как эти периоды равны вычетам для вет¬
вей нашего многозначного дифференциала, а эти 
полюса второго или большего порядка. 

Если класс периодов [и] = 0, то отсюда клас­
сический период UJZO (T) = ca(T), c = 0 для любого 
T, где cozo (T) = f (Tzo) — f (zo) = c(1 — )), а f 

- некоторый интеграл Прима для дифференциа¬
ла и. Тогда f = (f — c) будет мультипликативной 
функцией для р и и = df = d(f — c). Поэтому пери­
оды Zjzo (а\),Zjzo (Ъ!) все равны нулю для некото¬
рого представителя из класса [и]. Следовательно, 

226 



Вестник КемГУ № 3/1 2011 Комплексный анализ 

и является мультипликативно точным дифферен­
циалом для р на . Лемма доказана. 

Дивизором на назовем формальное произ­
ведение D = P"1 ...Pk

k ,Pj € F„, nj € Z,j = 1 , к . 
Имеет место следующая 

Т е о р е м а (Римана-Роха для характеров) [6; 
8]. Пусть F - компактная риманова поверхность 
рода g > 1. Тогда для любого дивизора D на F и 
любого характера р верно равенство 

rp(D-l) = degD - g + 1 + V-i (D). 

Т е о р е м а (Абеля для характеров) [6; 
8]. Пусть D - дивизор на отмеченной пе­
ременной компактной римановой поверхности 
F , [ai(p),...,ag(р)М(p),...,bg(р)}] рода g > 1 и 
р - характер на n\(F^). Тогда D будет дивизором 
мультипликативной функции f на для харак­
тера р ̂  deg D = 0 и 

pD) = ^ t Е l Q gр( Ь з (P ) ) e ( j ) [Р]-
3 = 1 

1
 g 

- 2n7i^2log
 р(а3 (р))п(з)[р](= ф ( р [ р ] ) ) 

3=1 

в Cg по модулю целочисленной решетки 
L(F^), порожденной столбцами е(1^[р],..., e(g)[p], 
п(1^[р],..., n(g)[p] матрицы а(р) —периодов и Ь(р) 
- периодов на F^, где <р[р] - отображение Якоби 
из в многообразие Якоби J(F^). 

Отметим, что, по теореме Л. Берса [10, c. 99], 
отображение ф зависит локально голоморфно от р 
и [ р ] . 

Т е о р е м а 1.1. Для любого существенного ха¬
рактера р на компактной римановой поверхности 

рода g > 2 существуют g — 1 различных то­
чек P\, ...,Pg-\, локально голоморфно зависящих 
от [р] и р, таких, что не существует мульти­
пликативных функций для р на F^, чьи особенно­
сти в этих точках - полюса порядка не выше 1, 
т.е. rp( Pl,}Pg-1) = 0 или i p - i (Px...Pg-i) = 0. 

Т е о р е м а 1.2. Для любого несущественного 
характера р = 1 на компактной римановой по¬
верхности рода g > 2 существует g различ­
ных точек Pi, ...,Pg, голоморфно зависящих от р 
и от [р], таких, что не существует мультипли­
кативных функций для р на F^, чьи особенности 
в этих точках - полюса порядка не выше 1, т.е. 
rp( P l

 l..pg ) = 1 или ip-i (Pi...Pg) = 0. 
О п р е д е л е н и е 1.4. Точка P на компактной 

римановой поверхности F рода g > 1 называется 
мультипликативной точкой Вейерштрасса для су¬
щественного (несущественного) характера р, если 

в ней можно задавать единственный полюс, меро-
морфной мультипликативной функции для р, по¬
рядка, не превышающего g - 1 (порядка, не пре¬
вышающего g). 

О п р е д е л е н и е 1.5. Точка P е F называ­
ется мультипликативной q—точкой Вейерштрас­
са (q > 1) для существенного характера р на 
F, если строго положителен ее вес г р л (P), от­
носительно пространства £lq

p-1 (1) голоморфных 
q—дифференциалов Прима для р-1 на F. 

Последнее условие при g > 2 эквивалентно то¬
му, что существует нетривиальный голоморфный 
q—дифференциал Прима ф для р-1 на F, такой, 
что ordp ф > dimQq

-1 (1) = d, причем d = g — 1 при 
q = 1 и d = (2q — 1)(g — 1) при q > 1. 

Э. Арбарелло [14] доказал, что (классические) 
точки Вейерштрасса на переменной компактной 
римановой поверхности локально голоморфно 
зависят от модулей [р] для поверхности. Устано¬
вим аналог этого результата для мультипликатив¬
ных точек Вейерштрасса 

Т е о р е м а 1.3. Для любого q > 1, q € N, муль­
типликативные q—точки Вейерштрасса для пе­
ременной компактной римановой поверхности 
рода g > 1 локально голоморфно зависят от мо¬
дулей [р] и от характеров р, а пробелы в муль¬
типликативных 1-точках Вейерштрасса и вес 
мультипликативных q-точек Вейерштрасса яв¬
ляются локально постоянными функциями от 
[ р] и от р со значениями в N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По заданному базису [8, 
c. 105] голоморфных (р, q)-дифференциалов При­
ма на составим вронскиан Wq, который также 
локально голоморфно зависит от [р] и от р. Его ну­
ли есть мультипликативные q—точки Вейерштрас­
са на F^. 

Д л я несущественного характера р числа n i — 
1,n2 — 1,...,ng — 1 являются порядками нулей, а 
для существенного характера р числа n i — 1,n2 — 
1, ...,ng-i — 1 являются порядками нулей, адапти¬
рованного базиса 1-дифференциалов, где числа n3 
- мультипликативные пробелы в 1-точках Вейер­
штрасса на F^. 

По теореме о неявной функции, нули вронски¬
ана, а значит и мультипликативные q— точки Вей-
ерштрасса на F^, порядки нулей вронскиана (ве­
са мультипликативных q-точек Вейерштрасса) ло¬
кально голоморфно зависят от [р] и от р. В силу 
целочисленности пробелов и целочисленности ве¬
сов в 1-точках Вейерштрасса, числа пробелы n3, 
а также все веса q-точек Вейерштрасса будут ло¬
кально постоянными функциями от [р] и от р. Тео¬
рема 1.3 доказана. 

2. Э л е м е н т а р н ы е д и ф ф е р е н ц и а л ы П р и м а 
на п е р е м е н н о й компактной р и м а н о в о й 

п о в е р х н о с т и 

Д л я построения общей теории однозначных 
и мультипликативных дифференциалов большую 
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роль играют так называемые элементарные диф¬
ференциалы [6; 13] любого порядка, которые име¬
ют минимальное количество полюсов, т. е. либо 
один полюс порядка > 2, либо два простых полю¬
са, и голоморфно зависящие от характеров р и от 
модулей [р] отмеченных компактных римановых 
поверхностей. 

В этом параграфе будет найден общий вид эле¬
ментарных (р, q)-дифференциалов Прима на Ff. 

Сначала найдем общий вид (р, q)-дифференци-
(m) 

алов второго рода rp Q с единственным полюсом 
p , q Q 

Q = Q[p] точно порядка m > 2 на Ff, где q > 1. 
При m > 2, по теореме Римана-Роха, для 

(р, q)-дифференциалов на Ff найдем размерность 
1 1 

ip q( ) = dimC£lq

p( ) = 
p Qm' C p Qm 

(f [p])Zq-i 

= (g - 1)(2q - 1) - deg D + r ( U ^ ), 

где D = - Q - , Z f-i - канонический класс дивизо¬
ров абелевых 
(q — 1)-дифференциалов на Ff, f [р] - любая муль¬
типликативная функция для р на F голоморфно 
зависящая от [р] и р [8, c.43]. Отсюда 

ip,q (Qm ) = (g — 1)(2q — 1) + m > з. 

Здесь r( ) = 0, так как deg > 0 
при наших условиях. Действительно, deg(f [р]) = 
0, deg Zf-i = (q - 1)(2g - 2) > 0 и deg(D) = m> 0. 
Это же можно доказать другим способом. От про¬
тивного, предположим, что существует функция g 
на Ff с условием (g) > Qm(f [р\^' q - i

, тогда 

0 = deg(g) > deg Qm(f [р]Щ-1 > 3. 

Противоречие. 
Так как 

deg(f р Ш - ^ т = 0+(q—1)(2g—2)+m—1 > 1 > 0, 

то 

ipq ) = (g — 1)(2q — 1)— 
Q 

1 i m - deg( —) + r((f [M])Zq-iQ 
Q m 

(g - 1)(2q - 1) + m 

(Qmm-i ) = (g — 1)(2q — 1) + m - 1. 

Следовательно, i p q ( ) = i p q ( ) + 1. Зна¬

чит, существует ( р, q) -дифференциал (m) 

'p, q;Q с по¬
люсом точно порядка m в точке Q на Ff, т. е. 
(r^Q) = RQQ—NN на Ff,Rj = Q,j = 1,...,N, где 
N = (2g - 2)q + m. 

Из [8, с. 67] получаем уравнение 
PP0 [M](RI...RN) - PP0 [р](^т) = —2K[р^ + ф(р) в 

многообразии Якоби J(F f), где K[р] - вектор кон¬
стант Римана, голоморфно зависящий от модулей 
римановых поверхностей и от выбора базисной 
точки, а также зависящий от выбора канониче¬
ского базиса aj(р),Ьз(р) петель на Ff. Уравнение 
PP0 [M](RI...RN) — pp0 Ы^т) = —2K[р^ + ф(р) 
понимаем как равенство в переменном якобиане 
J (Ff), т. е. в слое из универсального расслоения 
Якоби, лежащем над отмеченной поверхностью 
Ff = [р]. Отсюда, 

p(Ri...RN) == —2K [M]q + p(Qm) + ф(р) = а, 

или 
<p(Ri...Rg )= а - <p(Rg+i...RN). (1) 

Таким образом, для определения нулей диф-
ференциала 

N 

(m) 
p , q ; Q имеем 

g m +(2g - 2)q - g > g(> 2) 

свободных параметров, которые можно выбирать 
произвольно на Ff, и локально голоморфно зави¬
сящих от [р] и р. По теореме К. Эрла [12], можно 
выбрать дивизор Rg+i...RN на Ff как локально го¬
ломорфное сечение для расслоения дивизоров сте¬
пени N — g над пространством Тейхмюллера T g . 

Решая проблему обращения Якоби в универ¬
сальном расслоении Якоби над Tg, найдем диви¬
зор R ...Rg на Ff, который будет единственным 
решением уравнения (1), если его правая часть ра¬
венства не принадлежит Wg-р] С J(Ff) [6]. Раз¬
мерность этого подмножества не превышает g — 2, 
но N — g > g — 2 при наших условиях, и при этом 
R , ... , Rg голоморфно зависят от наших парамет¬
ров, так как правая сторона (1) была выбрана го¬
ломорфно зависящей от [р] и р. Следовательно, 
доказана 

Т е о р е м а 2.1. Для любого характера р на 
Ff рода g, g > 2 и любых натуральных чи¬
сел m > 1 , q > 0 существует элементарный 
(р, q)-дифференциал rp^Q второго рода с полюсом 
в любой точке Q = Ql^] € Ff точно порядка m, 
локально голоморфно зависящий от р и [р], у ко¬
торого общий вид дивизора (r ( m ) 

,q Q ) 

<p(Ri...Rg) = —2K [р]q+p(Qm)-p(Rg+l...RN )+Ф(р). 

При этом точки Rg+i, R N выбираются как ло¬
кально голоморфное сечение дивизоров степени 
N - g над Tg, N = (2g - 2)q + m и Q = Q^] 
- локально голоморфное сечение дивизоров степе¬
ни 1 на Ff для любого [р] из односвязной окрест¬
ности U[ро] С Tg и для любого р € U(ро) С 
Hom(Tf, C*). 

Рассуждая аналогично, как в доказательстве 
теоремы 2.1, получим : 

Т е о р е м а 2.2. Для любого характера р на Ff 
рода g, g > 2 и любого натурального числа q > 
1 существует элементарный (р, q)-дифференциал 

и 
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rp,q;Q1Q2 третьего рода точно с простыми полю­
сами Qi = Ql[р],Q2 = Q2^] € Ff, локально голо¬
морфно зависящий от р и [р], у которого общий 
вид дивизора (rp,q;Q1Q2 ) EcfQTN, где 

Q1Q2 

4>(Ri...Rg ) = 

= -2K[р^ + p(QiQ2) - <f(Rg+i...RN) + Ф(р). 

При этом точки Rg+i,RN выбираются как ло¬
кально голоморфное сечение дивизоров степени 
N - g над Tg, N = (2g - 2)q + 2, и Qi = Q^], 
Q2 = Q2^] - локально голоморфные сечения ди¬
визоров степени 1 на Ff для любого [р] из од-
носвязной окрестности U[ро] С Tg и для любого 
р € U(ро) С Hom(Tf, C*). 

Т е о р е м а 2.3. 1) Для любого существенного 
характера р, точки Qi € Ff, натурального чис¬
ла q > 1 и несущественного характера р, точки 
Qi € Ff , натурального числа q > 1 существу¬
ет элементарный (р, q)-дифференциал rpq; Q 1 тре¬
тьего рода с единственным простым полюсом 
Qi = Qi [р] на Ff, локально голоморфно завися¬
щий от р и [р]; 

2) Для любого несущественного характера р, 
точки Qi € Ff при q = 1 не существует элемен¬
тарный ( р, 1) -дифференциал rp Q1 третьего рода 
с единственным простым полюсом Qi на Ff. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Если р — существенный 
характер и q = 1 , то, по теореме Римана-Роха, для 
характеров имеем равенство : 

ip (~\-) = -1 + g + 1 + rp-1 (Qi), 
Qi 

i p ( Q ) = g и i p ( 1 ) 1 . Отсюда следует, что 

ip(Q) = ip(1) + 1. Поэтому существует диффе¬
ренциал Прима rp Q1 для р на Ff с единственным 
полюсом в Qi точно порядка один. 

Если р — произвольный характер и q > 
1 , то, по теореме Римана-Роха, для (р, q)-
дифференциалов [8, c. 43] имеем : 

ipq(D) = (2q - 1)(g - 1) deg D + r((f)-D) 

и ip q(1) = (2q — 1)(g — 1), где f — мультиплика¬
тивная функция для р и Z — канонический класс 
для абелевых дифференциалов на Ff. Поэтому 

ip,q ( Q )= ip,q + r((f )Z q-iQi). 
Qi 

Таким образом, имеем равенство 

ip,q ( T T ) = i p , q ( 1 ) + 1  

Qi 

так как deg((f)Zq-iQi) = 0+(q—1)(2g—2)+1 > 0. 
Следовательно, существует ( р, q) -дифференциал 
Прима rp,q Q1 для р на Ff с единственным полю¬
сом в Qi точно порядка один. 

(rp,q Q1) 

Построим конструктивно такие дифференциа¬
лы, локально голоморфно зависящие от р и [р] : 

a) такой (р, q)-дифференциал Прима r p q ; Q 1  

можно задать в виде rpq; Q 1 = fujq, где f — мульти¬
пликативная функция для существенного харак¬
тера р на Ff, q > 1 и и>о — любой голоморфный 
абелев дифференциал на Ff. Дивизор 

Rl...RN , Nq 
(—WT~ (иоГ, 

(ио )q Qi 

где N = q(2g — 2) + 1 и точка Qi не принадлежит 
дивизору (ио). Отсюда получаем равенство 

p(Ri...Rg) = -2Kq + <p(Qi)-

-<p(Rg+i...RN) + -Ф(р) = a (*) 

в многообразии Якоби J( Ff) для Ff 
b) в случае р = 1 или р — несущественный 

характер при q > 1 такой дифференциал ищем 
в следующем виде TpqQi = frfi^, где fi — 
однозначная мероморфная функция с дивизором 
(fi) = (uo'iQi и ^ — мультипликативная единица 
для р на Ff. Здесь ф(р) = 0 и, по теореме Абеля, 
имеем равенство : 

<p(Ri...Rg) = -2Kq + <p(Qi) - <p(Rg+i...RN) = a. 
(**) 

При наших условиях в обоих случаях а) и b) 
верно неравенство N — g > g — 1 и dim Wg < g — 2. 
Шевелением дивизоров Rg+i...RN можно добить­
ся, что а не принадлежит W1 и уравнения (*) и 
(**), в многообразии Якоби, имеют единственные 
решения Ri ...Rg. 

Выбирая локально голоморфное сечение по [р] 
и р дивизоров Rg+i...RN над T g , получим диви¬
зор Ri ...Rg (как единственное решение предыду¬
щих уравнений в J( Ff)), тоже голоморфно зави¬
сящий от р и [р]. Причем малым шевелением ди¬
визоров Rg+i...RN можно добиться, чтобы точка 
Qi не совпадала с точками R i , R N . 

2) Если существует дифференциал rp;Q1  

для несущественного характера р c вычетом 
resQ1 r p ; Q x = CQ1 = 0 для некоторой его ветви, то 

о rp;Q1 абелев дифференциал с единственным 
простым полюсом в Qi и fо — мультипликатив¬
ная функция для р на Ff. По теореме о вычетах 
f-l(Qi)cQ1 = 0, где Qi = Qi. Противоречие. 

Это утверждение также следует из теоремы 
Римана-Роха так как ip(Qi

-i) = g = ip(1) для несу¬
щественного характера р. Действительно, 
0 = rp-i (Qi) = degQ) - g + 1 + ip(Q) = 

= —1 — g + 1 + ip(-Q^i). Теорема 2.3 доказана. 
Ясно, что (р, m)-дифференциал и имеет един­

ственный дивизор D = (и) из своих нулей и по¬
люсов, с учетом кратности, на F рода g > 2, и 
deg D = (2g — 2)m, m > 1. 

Выясним будет ли по заданному дивизору D 
на F рода g > 2, deg D = (2g — 2)m определяться 
(р, тт^-дифференциал и с точностью до умноже¬
ния на ненулевую константу на F. 

g 
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Известно из [8, с. 23], что любой дивизор D 
на F рода g > 2 степени (2g — 2)m, g > 1, 
m > 1 есть дивизор единственного (с точностью 
до умножения на ненулевую константу) (р, m)-
дифференциала, принадлежащего к единственно­
му нормированному характеру р. 

Т е о р е м а 2.4. Пусть D — дивизор, 
deg D = (2g — 2)m, m > 0 на компактной римано­
вой поверхности F рода g > 2, тогда: 

1) если существуют два дифференциала wi и 
LJ2, (wi) = (о>2) = D, для одного и того же харак­
тера р, то wi = cw2, где c = const = 0 на F; 

2) если существуют два дифференциала wi и 
и>2, (wi) = (^2) = D, для различных характеров pi 
и Р2, Pi = Р2, то wi = W2g, где g — мультиплика¬
тивная единица для несущественного характера 
ро на F, где pi = Р2Р0; 

3) если существуют два дифференциала wi 
и w2 , ( wi ) = ( w2 ) = D, для нормированных ха¬
рактеров Р1 и р2, то Р1 = р2 и wi = cw2, где 
c = const = 0 на F. 

3. О д н о з н а ч н ы е м е р о м о р ф н ы е 
д и ф ф е р е н ц и а л ы на п е р е м е н н о й 

компактной р и м а н о в о й п о в е р х н о с т и 

Обозначим через ^2(Ff) пространство одно¬
значных (абелевых) дифференциалов второго ро¬
да с конечным числом полюсов на Ff, а через 
&2,e(Ff) — подпространство всех точных диффе¬
ренциалов второго рода на переменной поверхно¬
сти Ff. 

Рассмотрим Ei = | J f)/'CI2 e(Ff), вектор-
[f] 

ное расслоение у которого над точкой [р] из базы 
T g лежит слой £l2(Ff)/Q2,e(Ff). 

Т е о р е м а 3.1. Векторное расслоение Ei явля¬
ется голоморфным векторным расслоением ранга 
2g над базой Tg при g > 2. При этом наборы клас¬
сов смежности дифференциалов 

Ci,..,Cg ,Т£1 + 1),..,Т£ 9 + 1 ) (*) 

и 
Ci,..,Cg ,Т?\..,тФ (**) 

задают базис локально голоморфных сечений это¬
го расслоения, где ni,...,ng — пробелы Вейер­
штрасса в Pi на Ff и r( ~ 1 ~ ) = 1 на Ff. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зададим отображение Ф1 
из пространства &2(Ff)/Q.2,e(Ff) на C 2 g по пра­
вилу: сопоставляем w его базисные периоды, т. е. 

Ф1 : w - ( J w , . . . , J w , J w , . . . , J w) e C 2 g . 

a\ ag b\ bg 

Ядро отображения Ф1 совпадает с Q.2,e(Ff). Дей¬
ствительно, если все указанные периоды для диф¬
ференциала w равны нулю, то и все остальные пе¬
риоды тоже равны нулю. Поэтому дифференциал 

w будет точным на Ff, а значит, принадлежит про¬
странству Q.2,e(Ff). Ясно также, что если диффе­
ренциал принадлежит пространству Q.2,e(Ff), то 
все его периоды равны нулю. Так как отображе­
ние Ф1 взаимнооднозначно и линейно на фактор 
пространстве, то dime $h(Ff)/Sh,e (Ff) < 2g. 

Докажем обратное неравенство 

dime Sl2(Ff)/il2te(Ff) > 2g 

и построим базис этого фактор-пространства. 
Возьмем мероморфные дифференциалы из на¬

бора (*) на поверхности Ff. Покажем, что клас¬
сы смежности с такими дифференциалами будут 
линейно независимы над C на Ff. От противно¬
го. Предположим, что существует линейная ком¬
бинация, у которой не все коэффициенты нули, 
равная нулевому классу, тогда верно равенство 

CiZi + ... + Cg Zg + Cir£ + i ) + ... + Cg + = df, 
где df — точный дифференциал второго рода, а f 
- однозначная мероморфная функция на Ff. 

Выберем среди коэффициентов Cj = 0 ко¬
эффициент с максимальным номером, например, 
j = jo. Тогда f будет иметь в качестве особенно­
стей только один полюс Pi порядка nj0. Это про­
тиворечит выбору пробелов в точке Pi на Ff. По¬
этому CCi = ... = CCg = 0. 

Осталось равенство CiZi + ... + CgZg = df. 
Теперь рассмотрим коэффициенты Ci , ... , Cg. 

Так как Zi , ... , Zg — канонический базис, то 
aj —период левой части будет равен Cj, а для пра¬
вой части все периоды равны нулю. Отсюда 
Ci = ... = Cg = 0. Таким образом, доказали линей¬
ную независимость классов смежности дифферен¬
циалов из набора (*). 

Рассмотрим набор (**). Если существует ли¬
нейная комбинация 

CiZi + ... + Cg Zg + CiT^ + ... + Cg = df, 

то все коэффициенты CCj = 0, j = 1, ... , g, так как 
в противном случае функция f будет иметь диви¬
зор (f) > p 1 p , что противоречит выбору точек 
Ci,...,C

g на Ff. Аналогично, как для набора (*), 
показывается, что Ck = 0, к = 1 , g . 

Поэтому dime $h(Ff )/ih,e(Ff) = 2g. 
Известно, что дифференциалы T(nJможно 

~p 

выбрать голоморфно зависящими от [р] [10; 11]. 
Теорема 3.1 доказана. 

С л е д с т в и е 3.1. Расслоение Ei является го­
ломорфным (глобально) тривиальным над про­
странством Тейхмюллера и существуют гло­
бальные сечения для Ei над Tg, т.е. существуют 
2g абелевых дифференциалов первого и второго ро¬
да, которые являются глобальными функциями 
от [р] на T g . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это следует из теоремы 
Грауэрта, в силу односвязности базы T g , о том, 
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что над такой базой расслоение становится гло¬
бально тривиальным или комплексно аналитиче¬
ски эквивалентным T g х C 2 g . Следствие 3.1 дока¬
зано. 

Обозначим через Q( Q 1

1 Q ,Ff) пространство 
абелевых дифференциалов с дивизорами кратны¬
ми Q 1

 1 Q , где Qi...Qs — локально голоморфное 
сечение в пространстве дивизоров степени s над 
T g , г д е s > 2 . 

Пусть EC

2 , Ff) векторное 
[f] 

расслоение над T g . По теореме Римана-Роха, 
r(Qi...Qs) = —s — g + 1 + i( Q I ^1

 QS). Отсюда 
i( Q I

 1 Qg) = s + g — 1, так как r(Qi ...Qs) = 0. 
1 • • -^s 

Рассмотрим набор дифференциалов 

Zg, T Q 2 Q i , . . . , T Q s Q i , 

(1) 

которые, по теореме Берса и по классическим ре¬
зультатам, локально голоморфно зависят от [р]. 

Этот набор линейно независим над C. Если 
CiZi+...+Cg Zg+C\TQ2Q1 + ...+CS-ITQSQ1 =0 на Ff, 

то Ci = ... = C s - i = 0, так как нет особенностей 
в правой части. Коэффициенты Ci = ... = Cg = 0 
в силу независимости Zi, ... , Zg над C на Ff. Таким 
образом, доказано предложение. 

П р е д л о ж е н и е 3.1. Векторное расслоение E2 
ранга g + s — 1 при s > 2 является голоморфным 
векторным расслоением над Tg , а набор диффе¬
ренциалов (1) дает базис локально голоморфных 
сечений этого расслоения. 

С л е д с т в и е 3.2. Векторное расслоение EC2 
комплексно аналитически эквивалентно прямому 
произведению Tg х Cg+s-i

 и существуют g + s — 1 
глобальных голоморфных сечений этого расслое¬
ния над T g . 

Обозначим через E3 = [j Q( Q

 1 Q ,Ff )/Q(1,Ff) 

га s — 1 над T g , и классы смежности дифферен¬
циалов набора (2) образуют базис локально голо¬
морфных сечений этого расслоения. Кроме того, 
E3 комплексно аналитически эквивалентно пря­
мому произведению Tg х Cs-i и существуют s — 1 
глобальных голоморфных сечений этого расслое¬
ния над Tg. 

4. П р о с т р а н с т в а д и ф ф е р е н ц и а л о в П р и м а 
на п е р е м е н н о й компактной р и м а н о в о й 

п о в е р х н о с т и 

Обозначим через ^2,p(Ff) пространство меро-
морфных дифференциалов второго рода для ха¬
рактера р на Ff, а через Qe<p(Ff) - подпростран¬
ство всех мультипликативно точных дифферен¬
циалов для р. Пусть wj - абелев дифференциал 
второго рода на Ff с единственным полюсом в 
точке Pj точно второго порядка с нулевыми a-
периодами, j = 1,...,g. Пусть Z i , C g - i - любой 
базис пространства голоморфных дифференциа¬
лов Прима для существенного характера р на Ff, 
которые голоморфно зависят от модулей [р] и ха¬
рактера р [8, с. 105]. 

Введем наборы дифференциалов, представля¬
ющих классы смежности в фактор пространстве 
Q2,p(Ff)/^e,p(Ff): 

( i ) для несущественных характеров 

[f] 

векторное расслоение над T g , s > 2, где Ff) 
— пространство голоморфных абелевых диффе¬
ренциалов на Ff. 

По теореме Римана-Роха, i( Q I

 1 Q ) = g + s — 1 
и i(1) = g поэтому 

dime il( 
1 

Qi...Qs 
,Ff)/Sl(1,Ff) s 1. 

Докажем, что набор классов смежности диф¬
ференциалов 

TQ2Qi, . . . , T Q s Q i (2) 

будет линейно независим над C на Ff. Если 
CITQ^QI + ... + CS-ITQSQI = w, где w — голо¬
морфный дифференциал, то все коэффициенты 
Ci = ... = C s - i = 0, так как особые точки правой и 
левой сторон различны. Таким образом, доказали 
предложение. 

П р е д л о ж е н и е 3.2. Векторное расслоение E3 
будет голоморфным векторным расслоением ран-

f0 Zg, f0w1, f 0 w g ,  

f0Z1, f0 Zg, f 0 T p n

i

1 + V ' \ f0T~n 

(1) 

(ni + 1) f T (rig + 1' (2) 

где T~m - абелев дифференциал, n i , n g - муль­
типликативные пробелы Вейерштрасса в точке Pi 
н а Ff и rp ( Pl^jr) = 1 ; 

( ii) для существенных характеров 

~(ni+i) -(Пд-i+i) 
Cb . . . , Z g - 1 , T 

~p ~p (4) 

где C~ m ) - дифференциал Прима, Cj - мультипли­
кативные пробелы Вейерштрасса на Ff в точке Pi, 

r p ( ) = 0. 
Pi. • • Pg-i-

Обозначим через Ei = \J {h,p(Ff)/{le,p(Ff) 
[ f ] , p 

векторное расслоение над T g х (Lg а E2 = 
= IJ &2,p(Ff)/£le,p(Ff) - векторное расслоение 

[ f ] , p 

над T g х Hom(r, C*) \ Lg. В силу леммы 1.1, ука¬
занные расслоения корректно определены над та¬
кими базами. 

Д л я любого характера р = 1 определим отоб¬
ражение из £l2,p(Ff) в H 1(Ff, р), сопоставляя диф­
ференциалу w его класс периодов [w] e H 1(Г'1Л,р) 
[4]. При р = 1 пространство H 1(Г1Л,р) является 
комплексным векторным пространством размер¬
ности 2g — 2. 

Поднимем w e &2,p(Ff) на U, где Ff = U/Г . 
Найдем классические периоды 
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Tzo 

wz0 (T) = J w + mi \ w + ... + mk § w, где обо-
zo 7i Yk 

значили через jj петлю обходящую только вокруг 
полюса Qj и не обходящую вокруг остальных по¬
люсов для w на Ff и mj e Z,j = 1 , к . При этом 

Tzo 

интеграл w берется по некоторому специально-
zo 

му пути в круге U, не проходящему через полюса 
дифференциала w. 

Так как w - дифференциал Прима второго ро¬
да, то все вычеты для всех ветвей w в полюсах 
равны нулю. Поэтому существует первообразная 
мероморфная функция f (z) на U такая, что w = df 

Tzo 

на Ff\{Qi, ...,Qk} и (T) = J df (z) для любого 
zo 

T e Г . 
Зададим отображение 

&2,p(Ff) Э w — [w] = 

= { w z o ( A 1 ) , . . . , w z o ( B g ) , w z o ( Y 1 ) , . . . , w z o (jk ) } e 

e H 1(т",р>), 

где p'(jj) = 1,j = 1,...,к, рр = р на ni(Ff) = Г. 
Здесь Г - фуксова группа первого рода уни-
формизирующая поверхность Ff\{Qi,Qk} в 
круге U. Так как все wzo (jj ),j = 1,...,к, рав¬
ны нулю, то класс [w] выражается только через 
wzo (Ai), ...,wzo (Bg), которые удовлетворяют урав-

g 

нению 0 = J2 [a(Bj)wzo (Aj) — a(Aj)wzo (Bj)], и для 
j=i 

р = 1 существует такое к, что при p(Ak) = 1 пери­
од wzo (Ak) = 0 и при fj(Bk) = 1 период wzo (Bk) = 0 
[4]. 

Значит, отображение ^2,p(Ff) Э w — [w] e 
H 1(Гц,р) корректно определено, хотя сначала 
[w] e H 1(Г" ,р). 

По лемме 1.2, если класс периодов [w] = 0 в 
H 1(Г^р) для некоторого w e &2,p(Ff), то диф¬
ференциал w является мультипликативно точным 
для р на Ff, а значит, w e Clep(Ff). 

Если w e Clep(Ff), то как раньше все wzo (jj) = 
0, j = 1 , ... , к. По условию w = df, где f - муль¬
типликативная мероморфная функция на Ff. От¬
сюда все периоды, по Р. Ганнингу, для w при¬
надлежат пространству B1{T f , р). Следовательно, 
[w]=0 в HрГ^р). 

Поэтому для любого р = 1 отображение пери¬
одов из Q2,p(Ff)/Qe,p(Ff) в H 1(Tf,p), задаваемое 
по правилу w + Q.ep — [w + £lep] = [w] будет кор¬
ректно определено, взаимнооднозначно и линейно. 
Следовательно, d,ime&2,p(Ff)/£lep(Ff) < 2g — 2 
для любого р = 1 . 

Т е о р е м а 4.1. Векторное расслоение Ei над 
Tg х (Lgбудет голоморфным векторным рас¬
слоением ранга 2g— 2, причем сокращенные наборы 
(1) и (2) из 2g — 2 классов смежности дифферен¬
циалов будут базисами локально голоморфных се-

чений векторного расслоения Ei. Кроме того, Ei 
аналитически изоморфно тривиальному вектор¬
ному расслоению над Tg х ( L g р а н г а 2g — 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что верно обрат¬
ное неравенство для размерностей и построим ба¬
зис в нашем фактор-пространстве. 

Рассмотрим наборы (1) и (2). Нужно показать, 
что два класса из перечисленных будут линейно 
зависеть от 2g — 2 остальных классов. Вместо од¬
ного из дифференциалов f0Zi,f0Zg можно взять 
df0 , который представляет нулевой класс смежно¬
сти. Действительно, если р0 = 1 на Ffo , то суще¬
ствует Ak e Г!, такое, что exp2nici~ = po(Ak) = 1. 
Поэтому ck = 0 для любого р из достаточно ма¬
лой окрестности U(р0) С L g и для любого 
[р] e U[р0]. Так как df0 = 2nicf0Zi +... + 2nicgf0Zg, 
то f0 k выражается линейно через остальные. 

Заметим, что верно неравенство (f0Tpn

1

i+i) > 
r l

1

i + i > n+i для любого j = 2,...,g и первый 

дифференциал f0Tpn

1

i + i лежит во всех простран­
ствах Qp( n

1.+i ),j = 2, ...,g, а значит, выражается 

как линейная комбинация через g — 1 остальных 
дифференциалов. 

Покажем, что сокращенный набор (1) 
классов смежности для дифференциалов 

Mi,...,f0Zk,...,f0Zg,f0w2,...,f0wg будет линейно 
независим над C. 

Предположим, что существует линейная ком¬
бинация, с коэффициентами не всеми равными ну¬
лю, вида 

C1f0Z1 + . . . + Ck f0)Ck + . . . + Cg f0 Zg + 

+C2f0w2 + ... + Cg f0wg = df, 

где f - (мероморфная) функция для р и df e 
Qe,p(Ff), а p(Ak) = 1. Верно неравенство (f) > 

p

 1

 p > p

 1

 p , но в силу выбора точек Pi, ...,Pg  

не существует таких функций f на Ff для р. По¬
этому коэффициенты C2 = ... = Cg =0. 

Оставшееся равенство влечет, что f является 
мультипликативной единицей и f = C[f0. Если 
C[ = 0, то Z i , C k , Z g будут линейно зависимы 
на Ff. Противоречие. 

Если Ci = 0, то Cidf0 = df = £ Cj f0Zj. Д л я 
j=k 

p0 = 1,p0(Ak) = 1, имеем 

Ci df0 = (X Ci 2nicj f0 Zj) + Ci 2nick f0 Zk 
j=k 

на Ff, где C[ck = 0. Отсюда получаем на Ff ра­
венство вида ( £ (Ci2nicj — Cj)Zj) + C[2nickZk = 0. 

j=k 
Противоречие с линейной независимостью абеле-
вых дифференциалов , ... , g. Поэтому Cj = 0 
для всех j = к. 

Покажем, что сокращенный набор (2) 
классов смежности для дифференциалов 
Mi,Mk,f0Zg, f0Tpn

l

2+1],f0T^9+1 будет 
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линейно независим над C. Предположим, что су¬
ществует линейная комбинация, с коэффициента¬
ми не всеми равными нулю, вида 

C 1 f 0 Z 1 + . . . + Ckf0Ck + . . . + Cg f0 Zg + 

+C2f0T (П2 +1) 
p + df, 

где f - мероморфная функция для р и 
df e Sle,p(Ff). 

Выберем среди коэффициентов CCj = 0 ко¬
эффициент с максимальным номером, например, 
j = jo. Тогда f будет иметь в качестве особенно¬
стей только один полюс P порядка njo . Это про¬
тиворечит выбору мультипликативных пробелов в 
точке P на Ff. Поэтому CC2 = ... = CCg = 0. Обра¬
щение в нуль коэффициентов C , ... , Ck, ... , Cg до¬
казывается также, как для предыдущего набора. 

Таким образом, построили два вида наборов 
классов смежности, локально голоморфно завися¬
щих от [р] и р, которые являются линейно неза¬
висимыми над C. Следовательно, верно обратное 
неравенство dime Q2p(Ff)/Qep(Ff) > 2g — 2. По­
этому dime 9.2,p(Ff)/Qe,p(Ff) = 2g — 2. 

По теореме Грауэрта [4; 11], в силу односвяз¬
ности базы T g х (Lg \ {1}), это расслоение анали¬
тически эквивалентно тривиальному векторному 
расслоению над T g х (Lg \ {1}) ранга 2g — 2. Тео¬
рема 4.1 доказана. 

З а м е ч а н и е 4.1. Из теоремы 4.1 следует, что 
для расслоения E существуют 2g — 2 глобальных 
голоморфных сечений над базой T g х (Lg \ {1}). 

Т е о р е м а 4.2. Векторное расслоение E2 над 
T g х (Hom(T, C*) \ Lg) будет голоморфным век¬
торным расслоением ранга 2g — 2. При этом на¬
боры (3) и (4) классов смежности дифференциа¬
лов будут базисами локально голоморфных сече¬
ний этого расслоения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нужно только доказать, 
что верно обратное неравенство для размерностей 
и построить базис в нашем фактор-пространстве. 
По теореме 1.1 существует g — 1 различных точек 
Pi, ...,Pg-i на Ff, голоморфно зависящих от [р] и 
р, таких, что rp( ) = 0, или не существует 

p pg-
мультипликативных функций f для р на Ff, чьи 
особенности только полюса порядка не выше 1 в 
этих точках. 

Кроме того, по теореме 1.3 о мультипликатив¬
ных пробелах Вейерштрасса для существенного 
характера р в точке PC на Ff, голоморфно зави¬
сящей от [р] и р, имеется ровно g — 1 мультипли¬
кативных пробелов nC , ... , nCg- , удовлетворяющих 
условию 1 < ni < n2 < • • • < n g - i < 2g [8, c. 76]. 

Покажем, что классы смежности, задаваемые 
дифференциалами Прима из набора (3) или (4) 
для р, будут линейно независимы над C на Ff. 

Докажем от противного. Если набор (3) линей¬
но зависим, то верно равенство 

Ci C + ... + Cg-1 Cg-1 + C'iCpP + ... + Cg-1 Cp-i = df, 

в котором не все коэффициенты равны нулю, где 
f - мероморфная функция для р на Ff. Коэффи¬
циенты C[ = C2 = ... = C'g-i = 0, так как не суще¬
ствует функции f для р, у которой только точки 
Pi, ...,Pg-i будут простыми полюсами. 

Если числа C , ... , Cg- не все равны нулю, то 
ввиду голоморфности левой части получим, что 
f - единица для р и характер р - несуществен¬
ный. Получили противоречие с условием. Поэтому 
Ci = ... = Cg-1 =0. 

Таким образом, показали, что набор (3) дает 
линейно независимые над C классы смежности на¬
шего фактор пространства. 

Покажем, что набор (4) представляет линей¬
но независимые классы смежности. Предположим, 
что есть линейная зависимость и верно равенство 

~(2) 

CiZi + + Cg-1Cg-1 + 

+C1C 
+ C g - i T P i 

(ng-i +1) df, 

где f - мероморфная функция для р на Ff. Если 
не все коэффициенты C[,C'g-i равны нулю, то 
существует коэффициент Cjo = 0 с максимальным 
номером, а значит, функция f имеет полюс только 
в точке Pi точно порядка njo. Противоречие, так 

мультипликативный пробел Вейерштрас-как nCjo 

са в Pi на Ff для р. Равенство нулю коэффици­
ентов Ci,...,Cg-i доказывается также, как выше. 
Таким образом, dimQ2p(Ff)/Qepp(Ff) > 2g — 2 для 
существенных характеров р на Ff. Теорема 4.2 до¬
казана. 

Обозначим через Qp( Q I

 1 Q ; Ff) пространство 
мероморфных дифференциалов Прима для р с 
полюсами не выше первого порядка в точках 
Qi,...,Qs, s > 2, а через Qe,p (1; Ff) - подпро¬
странство мультипликативно точных голоморф¬
ных дифференциалов для р, где дивизор Qi...Qs  

на Ff понимается как глобальное вещественно 
аналитическое сечение К. Эрла [12] расслоения це¬
лых дивизоров степени s над пространством Тейх-
мюллера T g [8]. 

Введем наборы дифференциалов, представ¬
ляющих классы смежности нашего фактор про¬
странства: для несущественных характеров 

f0Zg, f0TQ2Qi, f0TQsQi; ( * ) 

для существенных характеров 

ai^-i Zg-1,Tp;Q2Qi, ...,Tp;QsQi ,Tp;Qi. (**) 

Д л я несущественного р = 1 дифференциал 
df0 = 0 порождает одномерное подпространство в 
Qp (1; Ff), т.е. Qp(1; Ff) =< df0 > ®H, где H будет 
(g — 1)—мерным подпространством. Так если 
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р0 = 1, то существует ak такое, что exp2nici~ 
p0(ak) = 1 или ck = 0(mod Z). Далее 

df0 
f0 

2ni(ciZi + ... + cg Zg). 

Отсюда 2nick f0 Zk = df0 — J2 2nicj f0 Zj и H = 
j = k 

© {f0Zj). В достаточно малых окрестностях 
j = k 

U([р0]) и U(р0) для такого характера р0 для всех 
р e U(р0) верно p(ak) = 1 или ck = 0. 

Обозначим через 

Es = U QP( 
[f],p 

1 

Qi...Qs 
; Ff)/Qe,p(1; Ff) 

векторное расслоение над Tg х ( Lg\{1}). 
Используя формулу Римана-Роха, для любо¬

го характера найдем размерность Qp( Q 1

1 Q ; Ff). 
Имеем 

rp-i (Qi...Qs) = deg( 
1 ) — g + 1 + i p ( Q ^ ) . 

Q 1 . . . Q s 

Предположим, что существует f = 0, f e 
Lp-i (Qi...Qs), т. е. f для p - 1 , такая, что (f) > 
Qi...Qs,s > 1. Следовательно, 

0 = deg(f) > s > 1 > 0. 

Противоречие. Поэтому rp-i (Qi...Qs) 0 и 

Т е о р е м а 4.3. Векторное расслоение Es над 
Tg х (Lgбудет голоморфным векторным рас­
слоением ранга g + s — 2, причем сокращенный на­
бор (*) из g + s — 2 классов смежности диффе¬
ренциалов будет базисом локально голоморфных 
сечений этого векторного расслоения, где s > 2. 
Кроме того, Es аналитически изоморфно триви­
альному векторному расслоению над Tg х (Lg  

ранга g + s — 2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р - несущественный 

характер и р = 1 . Тогда существует f0 мульти¬
пликативная единица, т. е. ( f0) = 1 такая, что 
0 = df0 e Qe<p(1; Ff). Покажем, что нет других ба­
зисных элементов, кроме cdf0,c = 0, в Qep(1; Ff). 
Предположим противное, пусть существует w = 0 
и w = cdf0, принадлежащий Qep(1; Ff). Тогда 
w = df - мультипликативно точный голоморфный 
дифференциал, и существует голоморфная функ¬
ция f для р и deg( f) = 0. Так как у f нет полюсов, 
то нет и нулей, и f - мультипликативная единица 
для р на Ff. Поделив f на f0, получим функцию 

g = io, т а к у ю , ч т о ( g ) = (joo) = ( f ) = 1 , г д е g -

однозначная голоморфная функция на Ff, а зна¬
чит, g константа, отличная от нуля. Тогда f = cf0, 
и w = df = cdf0, c = 0. Противоречие. Поэтому 
Qe,p(1; Ff) =< df0 > и dime Qe,p (1; Ff) = 1. 

Отсюда получаем, что 

dime Qp( 
1 

Qi...Qs 
; Ff)/Qe,p(1; Ff)= g + s — 2. 

Д л я несущественного характера р построим 
базис в этом фактор пространстве. Возьмем для 
p0 = 1,p0(ak) = exp2nick следующие дифферен¬
ц и а л ы : foZ1, f0Zk,...,f0Zg,f0TQ2QI , . . . , f 0 T Q s Q i , 

где 2nick M k = df — 2ni J2 cj M j , ck = 0. Пусть 
j = k 

существует линейная комбинация, у которой не 
все нулевые коэффициенты, такая, что 

C 1 f 0 Z 1 + . . . + Ck f00Zk + . . . + Cg f0Zg + 

C2 f0TQ2Qi + . . . + C s f 0 T Q s Q i = d f 

на Ff, где f - голоморфная мультипликатив¬
ная функция на Ff. Тогда коэффициенты CC2 = 
0, ... , CCs = 0, так как дифференциалы в правой и 
левой частях имеют разные особые точки. 

Теперь, как в доказательстве теоремы 4.1, по¬
лучим, что Cj = 0 для всех j = к. 

Таким образом, набор классов смежности 
[f0Zl], [f0ZkL [f0ZgL [f0TQ2Qi L [f0TQsQi] б у ¬

дет базисом в нашем фактор пространстве для 
несущественного характера р = 1 , который голо¬
морфно зависит от [р] e U[р0] и от р e U(р0). 
Теорема 4.3 доказана. 

Заметим, что для р = 1,s > 1, дифференциа­
лы Zi,Zg ,TQ2QI ,...,TQSQI образуют базис в про­
странстве Q( Q T

 1 Q ; Ff) и Qe(1; Ff) = {0}, так как, 
по классической теореме Римана-Роха, 

i( 
1 

Qi...Qs 
) = s + g — 1+ r(Qi ...Qs) = s + g — 1. 

Т е о р е м а 4.4. Векторное расслоение E4 над 
Tg х (Hom^, C*) \ Lg) будет голоморфным век­
торным расслоением ранга g + s — 1. При этом на­
бор (**) классов смежности дифференциалов бу¬
дет базисом локально голоморфных сечений этого 
векторного расслоения, где s > 1, g > 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р — существенный 
характер. Рассмотрим пространство Qep(1; Ff). 
Предположим, что существует w = 0, w e 
Qe<p(1; Ff), тогда w = df — голоморфный муль¬
типликативно точный дифференциал для р. Сле¬
довательно, f — глобальная голоморфная мульти¬
пликативная функция для существенного р. Из¬
вестно, что deg(f) = 0, поэтому f — мульти¬
пликативная единица для р, а значит р — несу¬
щественный. Получили противоречие. Поэтому 

Qe,p(1; Ff) = {0}. 
Таким образом : 

dime Qp( 
1 

Qi • • • Qs 
; Ff)/Qe,p(1; Ff) 

dime Qp( 
1 

; Ff) = g + s — 1. 

С учетом теоремы 2.3, для существенного харак¬
тера р имеем g + s — 1 линейно независимых диф¬
ф е р е н ц и а л о в

 Z l , . . . , Z g - i , C p ; Q 2 Q i ,...,CP;QS Qi ,TP;QI
 . 
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Действительно, если существует линейная 
комбинация с ненулевыми коэффициентами вида 

ciCi + + cg-iZgg-i + ciZp.Qi + 

+ c2 Cp;Q2Qi + . . . + csTp;QsQi = d f , 

где df — голоморфный мультипликативно точный 
дифференциал Прима для р, то коэффициенты 
c2 = ... = cs = 0, поскольку точки Q2, ... , Qs не яв¬
ляются особыми для правой части. Затем ci = 0, 
так как в противном случае функция f не будет 
локально однозначна в проколотой окрестности 
точки Qi, что противоречит условию p(ji) = 1, 
где ji — петля, обходящая точку Qi. Остается ра­
венство + ... + c g - i Z

g - i = df. В нашем случае 
df = 0, а значит, коэффициенты ci = ... = c g - i = 
0. Теорема 4.4 доказана. 

Т е о р е м а 4.5. На компактной римановой по¬
верхности Ff рода g > 2 для первой голоморфной 
группы когомологий де Рама 

H h o l , p ( F f ) Qp(1; Ff)/Qe,p(1; Ff) 

g—1, 
н а F f

 : 

для характеров верно, что dime Hjiol p(Ff) 
если р = 1 . В этих фактор пространствах 

( i) для несущественного характера 
р0 = 1 , р0 ( ak ) = 1 , классы смежности 

[f0Zi], ...AMk],[Mg] дифференциалов образу¬
ют базис, которые локально голоморфно зависят 
от [р] и р; 

( ii) для существенного характера р классы 
смежности [(li],..., [Z

g-i] дифференциалов образу¬
ют базис, где C , ... , Cg- — любой базис голоморф¬
ных дифференциалов в пространстве Qp(1; Ff), 
которые локально голоморфно зависят от [р] и 
от р. 

5. Гармонические д и ф ф е р е н ц и а л ы П р и м а 
на п е р е м е н н о й компактной р и м а н о в о й 

п о в е р х н о с т и 

Гармоническим дифференциалом Прима ф на 
F для р e Hom^, C*) называется гармоническая 
(однозначная) дифференциальная 1-форма 

ф = фl(z)dz + ф2^)с!^ 

на U, такая, что фl(Tz)dTz + ф2(Tz)dTz = 
p(T)^i(z)dz + ф2(z)dz), T e e U. 

Гармонический дифференциал Прима ф на U 
представляется в виде ф = фl(z)dz + ф2(г)с!г, где 
фl(z)dz = dfi(z)^2(z)dz = df2 (z),fj (z) — голо¬
морфные функции на U, j = 1 , 2, которые опре¬
деляются с точностью до аддитивных комплекс¬
ных констант. Поэтому ф = df(z), где f(z) = 
fi(z)+ f2(z) — комплекснозначная гармоническая 
функция на U (гармонический интеграл Прима 
для дифференциала ф). Также получаем следую-
щие соотношения: 

где 

) = f (Tz0) — p(T )f (z0) = ) + ), 

ф1^ )= fi(Tz0) — p(T )fi(z0), 

ф2^ )= ffW^) — p(T )fhW). 

Здесь фl(Tz)dTz = p(T)фl(z)dz,ф2(Tz)dTz = 
p(T)ф2(z)dZZ,T e e U. Следовательно, отоб­
ражение периодов ф : T — ) или ф : Г — 
C , относительно гармонического интеграла При¬
ма f(z), есть элемент из Z 1(Г,р). Если fi(z) = 
fi(z) + ci, f2(z) = f2(z) + c2 — другие интегралы 
Прима для ф1(^)с!^, ф2^)с!^ соответственно, то 

Ji(T ) = ) + ci a(T), 

fa(T) = (f2(Tz0) + c2) — p(T )(f2(z0) + c2) = 

= MT)+ ~2o(T). 

Таким образом, 

^(T) = ) + (ci + c2)(1 — p(T)), T e Г, 

и отображения периодов при различных гармо¬
нических интегралах Прима для одного и того 
же гармонического дифференциала Прима будут 
отличаться на элемент из B1^^). Поэтому C-
линейное отображение p : ф — [ф] e H1 (Г,р), ко¬
торое гармонический дифференциал Прима ф пе¬
реводит в его класс периодов [ф], корректно опре¬
делено. 

Обозначим через TL1(p)) пространство 
всех гармонических дифференциалов Прима для 
р на F. 

Т е о р е м а 5.1. Пусть F — компактная рима-
нова поверхность рода g > 2, ф — гармонический 
дифференциал Прима на F для р e [S1]2g и [ф] = 0 
в HП(Г,Р). Тогда ф = 0 на F. 

Д о к а з а т е л ь с т в о 1. [8, с. 155]. По лемме 3.2.1 
[8] дифференциал ф = w + р, где w и р — го­
ломорфные дифференциалы Прима для р и р со¬
ответственно на F. Из условия [ф] = 0 и леммы 
3.2.2 [8] следует существование мультипликатив¬
ной функции f на F для р, такой, что w+р = df (z) 
на U. Покажем, что w = 0 = р на U. От противно¬
го. Предположим, что р = 0 на фундаментальной 
области А для группы Г (или на F). Тогда, поло­
жив р = g(z)dz на А, имеем : 

i 

2 j J р Л р = j J \g(z)\2dx Л dy> 0. 

С другой стороны, 

р Л р = р Л w + р Л р -

= р Л df = —d(fp). 

Отсюда 

f (Tz) = p(T)f (z) + ), ) = )+ p(S^(T), 1IA Р Л Р = I JA Р Л df I fP = 0 
•JSA 
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по теореме 3.2.3 [8, с. 155], так как pi = р,р2 = р, 
рр = 1 и для дифференциала df все a—периоды и 
b—периоды равны 0. Получили противоречие. По¬
этому ф = w. 

Повторяя предыдущие рассуждения с w, по¬
лучим, что w = 0 на U. 

Д о к а з а т е л ь с т в о 2. Используя обозначения 
предыдущего доказательства, получим, что 

0 < (ф,ф)= I I ф Л*ф = ( f (z)(*^)=0. 
J JA JSA 

Последнее равенство снова выводится из теоремы 
3.2.3 [8]. Отсюда, (ф, ф) = 0 на А и ф = 0 на А. 
Следовательно, ф = 0 на F. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е 5.1. Гармонический дифференци¬
ал Прима ф на F для р e [S1 ]2g\1 единствен¬
но определяется своим классом периодов [ф] e 
HП(Г,Р) и r(F, H1(p)) = H 1(Г,р). 

Множество всех гармонических дифференци­
алов Прима ф для р e Hom(Tf, C*) образует ком¬
плексное (2g — 2)-мерное векторное пространство 
r(Ff, TL1(p)) при р e Lg U Lg, так как 

nFf, н\р)) = Г ^ , о1,0(р)) е Г ^ , о0,1(р)), 

где Lg — образ Lg при отображении р — р. Вы­
берем базис (z; р, [р])dz}g:-1 для r(Ff,O1,0(p)), 
голоморфно зависящий от р в достаточно малой 
окрестности U(р0) С Hom(rf, C*)\(Lg U Lg) и 
голоморфно зависящий от [р] в достаточно ма¬
лой окрестности U([р0]) С Tg [8, c. 105; 4]. Од­
новременно выберем базис (z; р, ^^dz}9,!-1 в 

r(Ff, O1,0(р)), голоморфно зависящий от р в U(р0) 
(образ U(р0) при отображении р — р, это отоб­
ражение будет автоморфизмом на Lg U Lg) и го­
ломорфно зависящий от [р] в достаточно малой 
окрестности U([р0]). Здесь класс [р] имеет модули 
(ci, c 2 , c s g - s ) e C3g-s, а класс [р] имеет модули 
(ci,c2,...,co-g---3) e Csg-s. 

Поэтому набор гармонических дифференциа¬
лов Прима 

ф 1 ( ^ ; p , [ р ] ) d z , - ^ (i>g-1(z; р-, [ р ] ) d z , 

(j)1(z; p , [ р ] ) d z , (l)g-1(z; p , [ р ] ) ^ 

образует базис, голоморфно зависящий от р 
U(р0) и от [р]. 

Таким образом, на комплексном векторном 
расслоении (это есть так называемое гармониче¬
ское расслоение Прима) 

HP = U

l f ] , p / L g u b g Г ( ^ H \ p ) ) = p i , 0 е P 0 , 1 

ранга 2g — 2 над T g х Hom(r, C*)\(Lg ULg) опреде¬
лена структура голоморфного векторного рассло¬
ения. 

Скалярное произведение на слое r(Ff, TL1(p)) 
определено по формуле: 

(ф1,ф2)= i / / (uiu2 + viv2)dz Л dz, 
J Jw:(M](A) 

где А — фиксированная фундаментальная область 
для Г в U; фj = Uj (z)dz + Vj (z)dz, j = 1, 2. Здесь 
s ^ ) ] - локально голоморфное сечение Эрла над 
пространством Тейхмюллера [12]. 

Скалярное произведение эрмитово, так как 
(ф1, ф2) = (ф2, ф1). Легко видеть, что C—линейный 
оператор * (звезда Ходжа) будет изометрией на 
слое r(Ff, TL1(p)). Оператор * также изометрия 
слоя r(Ff,O1,0(p)) на себя и изометрия слоя 
r(Ff,O0,1(p)) на себя. 

Относительно этого скалярного произведения 
пространства r(Ff,O1,0(p)) и r(Ff,O0,1(p)) ор­
тогональны, так как, если ф1 = u(z)dz e 
r(Ff,O1,0(p))^2 = v(z)dz e r(Ff,O0,1(p)), тогда 
(ф1,ф2) = J Jws([^)](A) udzЛ^^)<1^ = 0. Векторные 
расслоения Pifi, Р0Д и HP являются эрмитовы¬
ми голоморфными векторными расслоениями над 
T g х Hom(r, C*)\(Lg U Lg). Следовательно, дока¬
зана 

Т е о р е м а 5.2. Гармоническое расслоение При¬
ма HP = U (fhp) r(Ff, O1,0(p)) е r(Ff, O0,1 (p)) яв¬
ляется эрмитовым голоморфным векторным рас¬
слоением ранга 2g — 2. Кроме того, HP является 
прямой суммой ортогональных эрмитовых голо¬
морфных * —инвариантных векторных подрассло-
ений P^0 и Р0Д ранга g — 1 над 

Tg х Hom(r, C*)\(Lg U L~g) 

при любом g > 2. 
Зададим конечное покрытие для Hom(r, C*)\1 

открытыми окрестностями Uj = {р : p(Aj) = 1}, 
Ug+j = {р : p(Bj) = = 1,...,g. Рассмотрим 
характер р e ([S 1]2g\1) П Ui. Д л я других окрест¬
ностей Uj, j = 2, ... , 2g рассмотрения будут анало¬
гичны. 

С л е д с т в и е 5.2. Для любого р0 e [S 1]2g\1 
существует окрестность U(р0) С {[S1]2g  

такая, что для р e U(р0) П Ui в r(F, TL1(p)) 
существует базис гармонических дифференциа¬
лов Прима ф1 = ф1(р; z),...^2g-2 = Ф2,-2(Р; z), 
вещественно-аналитически зависящий от р 
и имеющий матрицу периодов, относительно 
A2,...,Ag, B2,Bg, вида l2g-2 (единичная мат¬
рица порядка 2g — 2). 

Обозначим через Z 1(Г,р) при р e Hom(r, C*) 
множество всех отображений ф : Г — C, таких, 
что ) = ф(^) + p(S^(T), S,T e Г. 

Приведем основные свойства таких отображе¬
ний: 

1) ф(1) = 0, так как • 1) = )+ р^)ф(1) 
и p(S) = 0; 

2) -1) = — ^ , так как 

0 = ф(1) = ф(SS-1) = ) + p(S^(S-1) 

и <i>(S-1) = — Ш; 

3) ф^, B] • [C, D]) = ф([А, B]) + ф([С D]), так 
как p([A, B]) = 1; 
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4) ф^, B]) = a(B^(A) — a(A^(B) для любых 
A,B e Г, где a(T) = 1 — p(T), T e Г; 

5) 

ф(ABA-1) = ]B) = 

ф([A,B]) + ф^), A, B e Г; 

6) ф(ABA-1) = p(A^(B), A e r,B e [Г, Г]. 

Т е о р е м а 5.3. Когомологическое расслоение 
Ганнинга G является голоморфным векторным 
расслоением ранга 2g — 2 над 

Tg(F) х (Hom(r, C* 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При pf = 1 существует изо­
морфизм векторного пространства H 1(rf,pf) и 
векторного пространства Homp^ ([rf, rf ], C), со­
стоящего из гомоморфизмов ф0 : [rf, rf ] — (C, +), 
таких, что фo(SfTf(Sf)-1) = Pf(Sf^o(Tf), где 
Tf e [rf, rf],Sf e [Г, Г] — коммутант груп¬
пы Г. Таким образом, расслоение G над Tg(F) х 
(Hom(r, C*)\1) изоморфно расслоению со слоем 
H o m p l , ( [ Г ^ Гf],

 C )
 н а д ( [ р ] , p ) , г д е 

p(Aj) = pf(Af),p(Bj) = pf(Bf),j = 1, ...,g. 

Зададим карту Q(Ui, {Aj,Bj}g=1) над Tg(F) х Ui 
биективно отображающую G \ T 9 ( F ) X U { на T g(F) х 

Ui х C2g-2
 по правилу: элементу ф0([р],р!) e 

Ho (\rf, rf], C) сопоставляется набор 

( [ р ] , р ; Ci , . . . , C g , . . . , n g 

Здесь над Ui имеем: 

Cj = фo([р],Pf)([Af,Af]),r]j = фo([р],Pf)([B^f,Af ]), 

а н а д U g + i 

Cg+l = фo([р],Pf)([Af,Bf]), 

V

g+l = фo([р],Pf)([Bf,Bf]), 

где j = j, при 1 < j < l — 1, и j = j + 1, при 
l < j < g — 1. Д л я p e Ui, например, будет 
af(Af) = 1 — pf(Af) = 0 и любой элемент ф0 = 
ф0([р],р->!) e Homp^ ([[rf, rf], C) можно задать как 
ф0 = ф1 \[Г^,Г^] д л я ф1 = ф 1 ( [ р ] , р ! ) e Z 1

 (Гf,pf), 

такого, что 

фМ^) = 0^i(Tf) = af(Af)-^o([Tf,Af]),Tf e rf. 

Отсюда получаем соотношения: 

j = фo([Af+l,Af]) = ф1 ([Af+i,Af]) = 

= af(AFMAf+i), 

П1 = Фo([Bf+l,Af ]) = ф1(Щ+1 ,Af]) = 

= af (Af^i(Bf+i), j = 1,...,g — 1. 

Кроме того, из основного коциклического соотно¬
шения и задания координат над Ui следует, 
что : 

g - i 

ф ^ ) = af(Af)-2Y; [af(Bf+i)Ci — af(Af+i )V

i]. 
j = i 

Таким образом, ф1(Af)^1(Bjf ),j = 1,...,g, выра­
жаются через £i,rii,j = 1,...,g — 1, и последние 
можно взять в качестве координат для ф0 в слоях 
над T g(F) х Ui. Аналогично можно поступить для 
остальных окрестностей. 

Координаты Cj, nj являются линейными ком­
бинациями от фl(Aj),ф1 (Bj) с голоморфными ко­
эффициентами на U([р0]) х Ui, а также линейны­
ми комбинациями от фk(Aj(Bj) с голоморф­
ными коэффициентами на U([р0]) хUknUi, так как 
ф1 \[г,г] = ф0 = Фk\[г,г] над U(р0]) х Uk П Ui (здесь 
фk и Ф1 определяются, аналогично, как ф1 над Ui, 
над Uk и Ui соответственно). Далее, фk(Aj), фk(Bj) 
— линейные комбинации от £k ,nk с голоморф­
ными коэффициентами на U([р0]) х Uk. Поэтому 
координаты Cj, nj будут линейными комбинация­
ми от Ck,nj с голоморфными коэффициентами на 
U([р0]) х Uk П Ui. Таким образом, получим, что 
матрицы перехода Tk,i голоморфны на 

Tg(F) х (Ui П Uk) 

для всех к, l = 1, ... , 2g. Следовательно, такие кар¬
ты G(Ui, {Aj, Bj}g=1), l = 1 , 2 g , задают структу¬
ру голоморфного векторного расслоения на G над 
T g(F) х (Hom(r, C*)\1). Теорема доказана. 

Т е о р е м а 5.4. Векторные расслоения Ган­
нинга G = [J(f] p) H1 (rf,p) и Прима HP над 
Tg х [S1]2g\1 будут вещественно-аналитично изо¬
морфными, и расслоение Ганнинга G над 

Tg х [Sl]2g\1 

равно прямой сумме двух вещественно-
аналитических комплексных векторных подрас-
слоений ранга g — 1 для любого g > 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем включения 

[S 1]2g\1 С Hom(r, C*)\(Lg U Lg) С Hom(r, C*)\1, 

что сразу следует из теоремы Ф а р к а ш а -
К р а [6, с.130], по которой любой нормиро¬
ванный несущественный характер будет три¬
виальным. На [S 1]2g\1 есть естественная 
вещественно-аналитическая структура, согласо¬
ванная с комплексно-аналитической структу¬
рой на Hom(r, C*)\(Lg U Lg). Поэтому голо¬
морфные векторные расслоения G и HP над 
Tg х Hom(r, C*)\(Lg U Lg), ограниченные на 
Tg х [S 1]2g\1, будут вещественно-аналитическими 
комплексными векторными расслоениями [8; 4], 
а послойный C— линейный изоморфизм p будет 
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также вещественно-аналитическим изоморфиз­
мом расслоений G и HP над Tg х [S 1]2g\1. 

Второе утверждение следует из теорем 3.1, 3.3 
и 4.1, а также из теоремы 3.1.3 [8, c. 140]. Теорема 
доказана. 
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Т Е О Р Е М А С Т О К С А Д Л Я Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х Ф О Р М П Р О И З В О Л Ь Н О Й 
С У М М И Р У Е М О С Т И 

С. К. Водопьянов, А. О. Молчанова 

S T O K E S ' T H E O R E M F O R D I F F E R E N T I A L F O R M S O F A N A R B I T R A R Y 
S U M M A B I L I T Y 

S. K. Vodopyanov, A. O. Molchanova 

Работа посвящена исчислению дифференциальных форм соболевского типа. В работах [2, 3] в си­
туации, аналогичной теореме вложения пространства Wp, в пространство непрерывных функций 
при условии p > n, определяется интеграл Jx и и устанавливается теорема Стокса Jx и) = Jdx dui. 

В данной работе исследован случай, соответствующий вложению пространства Соболева Wp> в 
пространство Lq при условии p < n. В этом случае мы придаем смысл интегралу от k-формы по 
к-мерному ориентированному многообразию, чтобы он согласовывался с уже имеющейся теорией. 
Установлена справедливость формулы Стокса X и = Jgx du в модельном случае X С К", d imX = n. 
Существование интеграла справа понимается в смысле, описанном в данной работе. 

The work is devoted to the calculus of differential forms of Sobolev type. The authors of [2, 3] investigated 
a situation similar to the embedding theorem of Sobolev space W} into the space of continuous functions 
provided p > n, defined Jx и and established the Stokes' theorem jx uu = du. 

In this paper we study the case corresponding to the embedding of W}, into the Lq provided p < n. In this 
case we give meaning to the integral of k-forms on k-dimensional oriented manifold, to be consistent with 
already existing theory. We set the Stokes' formula J x и = du in the model case of X С К", d imX = n. 
The existence of the integral in the right hand side is understood in the sense described in this paper. 

Ключевые слова: дифференциальная форма, интеграл дифференциальной формы, теорема Сток-
са. 

Keywords: differential form, integral of differential form, Stokes' theorem. 
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1. Интегрирование ф о р м класса 
по fc-мерным многообразиям J в А р = (-l)k+1

 J и A dp. 

1.1. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е ф о р м ы классов Lp 

ство: 

W k 

V V 

Этим равенством форма в определяется одно­
значно. Форма в называется внешним дифферен-

Дифференциальной формой степени к на n-мерном ц и а л о м d u ф о р м ы и . 

гладком многообразии D называется произволь- П^дшсшожгш тегге^ ч т ° н а D з а д а н а гаад-

D р а с - кая риманова метрика. Эта метрика порождает в ное локально-интегрируемое сечение над D рас­
слоения Д k TD внешней степени кокасательного к а ж д о м с л о е р а с с л о е н и я Д Т'D сжмяртсю п р о 
расслоения Т'D. Две формы на D одинаковы, ес- и з в е д е н и е . П ш т о ^ для к а ж д о й ф о р м ы ш потта 
ли они совпадают на D почти всюду. Множество в с ю д у н а D о п р е д е л е н а ф у н к ц и я \и{х)\. Ш ж ж г ш 
всех дифференциальных форм степени к на D обо-
з н а ч и м с и м в о л о м Fk ( D ) . \\и\\р = / \u(x)\p dpD\ , 1 < p< oo, 

Дифференциальная форма и степени к на x 

D обобщенно дифференцируема, если существует 
дифференциальная форма в степени к + 1 на D , I M \ ° o e s s s u p . х } . 

такая, что для каждой гладкой формы р степени Здесь ри означает меру на D , порожденную 
n — к — 1, носитель которой компактен, не пере- римановой метрикой многообразия D . 
секается с краем многообразия D и содержится в Пространство L^,(D) состоит из дифференци-
ориентируемой области V С D, выполнено равен- альных форм и степени к, для которых \\ш\\р < о , 
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пространство Wp

k

q(D) = {и . ии е (D),d^ е 
Lk+1(D)}. Пространство (D) является бана­
ховым относительно нормы \\"\\р q = \\"\\р + Hdtv^. 

Пусть X и Y — римановы многообра­
зия. Рассмотрим отображение р . X — Y, диф¬
ференцируемое почти всюду и, кроме того, об¬
ладающее свойством: прообраз при отображе¬
нии р каждого множества меры 0 имеет ме¬
ру 0. Пусть форма и е Fk(Y), х е X, ei е TxX, 
тогда р(х) е Y и для почти всех х имеем 
dp(ei) е Tv(x)Y. Определим перенесенную фор­
му р*и> е Fk(X) равенством р*и(х,е,,... ,ek) = 
и(р(х), dp(el), .. ., dp(ek)), которое выполнено по¬
чти всюду на . При таком определении можно 
доказать, что р*( и А в) = р*и А р*в для любых 

форм и, в е Fk(Y). 
Из [3, лемма 1] можно вывести следующее 

утверждение: 
Л е м м а 1. Если X, Y — римановы многообра­

зия, X — компактно и f . X — Y — диффео­
морфизм, то для любых p > 1, q > 1 отобра­
жение f* переводит L^Y) в L^X), (Y) в 
Wp

k

q(X), причем \\Ри;\\р < CI\\UJ\\p, f*dw = df*и и 
\\f*'и\\Рл < С2\\и\\рЛ. 

Л е м м а 2 [3]. Если риманово многообразие 
D полно относительно метрики pj , то гладкие 
на D формы, имеющие компактный носитель, 
плотны в (D) при p < оо, q < оо. 

1.2. И н т е г р и р о в а н и е д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х 
ф о р м 

Пусть X — к-мерное подмногообразие в (к + m)-
мерном римановом многообразии D. В [2] установ¬
лено, что для этой поверхности существуют такие 
дифференциальные формы т степени m и р сте¬
пени m — 1 , заданные в D, что 

гральное представление имеет вид: 

= — и A dy+ 
x D x 

+(—1)k 

TflCm 

J dLo A Уз (1 — \y\-m)) d3y, (1) 

где djy = dy, A ... A dyj A ... A dym. 
Л е м м а 3. Пусть и — гладкая к-форма 

с компактным носителем на D, q < m, 1 < p, 
1 < r < m q . Тогда существует константа С, 
зависящая только от X, m, к, p, q, такая, что 
выполнено неравенство 

(I \J " I * ) ' 
xx{y} 7 

< С\\и\\р qq . 

Доказательство. Используя интегральное 
представление (1) и неравенство Минковского для 
суммы, получаем: 

\ ц т x x{z} 7 V 

J и A dy 

+ 
m C m 

c m \ J \Br, 
d + 

j=1 

d + 

+mtmi J \ y — z \ m ( y j — z j ) ( L j A j I . 

m W D j=1 7 

Используя неравенство Гёльдера и Минковско-
го, теорему Фубини, а также оценки на потенциал 
Рисса (см., например, [5, глава 5, теорема 1]), име¬
ем оценку для третьего слагаемого: 

dz < 

< C I | 

x 

J и = J и A т + ( — 1)kJ dw A р IJ \y — z\ m(yj — Zj )dw A dj y dzj 

JIJJ \М\У — z\1—m d,ydA dzj 
I x B I 

I J I J ^и\\у — z\1—m dy\ dzj 
B I B I 

для гладких ограниченных форм и на D. 
Из этого интегрального представления в рабо¬

те [3] (другим способом в [2]) получена оценка 
< 

< С\\"\\рл, p> m+1, q> m, 
< С2 < 

x 

которая позволяет определить и для всех 

и е Wkq(D). 
В настоящей работе исследован другой случай, 

аналогичный теореме вложения Wp, в простран­
ство Lr, 1 < p < n. 

Пусть X — к-мерное компактное гладкое ори¬
ентируемое многообразие без края, Bm — единич­
ный шар в R m , D = X х Bm. В этом случае инте-

< Сз 

< С4 

< 

I 
x B I 

Первые два слагаемых оцениваются также с 
помощью неравенства Гёльдера с учетом соотно¬
шения \ yj — zj\ < \ y — z\ < 2 . 

1 

1 

1 
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1 ^ I J и A dy dz^J < С 6 ^ J \"\р dz^J 

mmcmmi J ^ J ( y j — z j ) d " A d j y d z ) < 

С7{^ J \d"\q dz^j < 
Неравенство данной леммы получается выбо­

ром подходящей константы С. 

Если форма и е (D), то в силу лем¬
мы 2 существует такая последовательность глад¬
ких к-форм с компактными носителями "j, что 

— "\\р^ — 0. Лемма 3 дает, что 

J "З 
x x{y} 

dy 0. 

Таким образом, последовательность Jxx{y} "j 
фундаментальна в Lr(Bm

e ), предел этой последо¬
вательности обозначим Jxx{y} и. Тогда (вообще 
говоря, для некоторой подпоследовательности "jk, 
но переобозначив, можно считать, что для "j), для 
почти всех y е Bm выполнено: 

/ и = lim 
J j^oo J 

xx{y} xx{y} 

"j < OO. 

Получаем, что для любой формы и е (D) 
и для почти всех y е Bm интегралу xx{y} 

можно приписать определенное значение. Опреде¬
лить слои X х {у}, для которых определен инте¬
грал x x { y } и, можно с помощью теоремы Лебега 
о дифференцируемости интеграла (формулировку 
которой можно найти в [5, глава 1, теорема 1]). 

Таким образом, если и е W£q(К") и X С К " 
— к-мерное гладкое многообразие, то приведенные 
выше рассуждения позволяют определить инте¬
грал x и следующим образом 

О п р е д е л е н и е 1. Интегралом от дифферен­
циальной формы и е (К") по к-мерному глад¬
кому ориентируемому многообразию X будем на¬
зывать совпадающие пределы 

lim — т 

r^Q \Bm (r)\ 
г(г) xx{y} 

dy lim 

x 

"j (2) 

при условии, что они существуют и конечны. Об­
щее значение пределов в (2) называется интегра-

2. Теорема Стокса для д и ф ф е р е н ц и ­
альных ф о р м класса Wpq 

В этой главе установлена теорема Стокса для мо¬
дельного случая: X С К " — n-мерное гладкое ком­
пактное ориентируемое многообразие с краем dX, 
совпадающим с границей X, край обладает инду¬
цированной ориентацией (другими словами, глад¬
кая область с гладкой границей). Д л я такого мно¬
гообразия X его край dX можно представить как 
поверхность уровня функции g . К " — К класса 
С1 такой, что д—1(0) = dX, Уд(х) = 0 в точках 
х е dX, д < 0 на X \ dX и д > 0 вне X. Гра­
диент \7д(х) перпендикулярен касательной плос­
кости TxdX, и направлен вне многообразия X. В 
силу непрерывности, градиент \7д(х) будет также 
отличным от нуля и в некоторой окрестности мно¬
гообразия dX. Д л я достаточно близких к нулю t 
обозначим 

Xt = {х . д(х) < t, Уд(х) = 0 для д(х) = t}, 

при этом граница dXt  

сти n 1 . 
многообразие размерно-

В такой ситуации, если форма и е W"q

 1( 

Jx d " 
понимается в классическом то интеграл x 

смысле, а интеграл Jdx определен формулой 
(2), которую следует понимать следующим обра-

dx 

и = lim -.—г  r^Q \2r\ 
dt = lim / "З , (3) 

dx 

где "j — последовательность гладких к-форм с 
компактными носителями, которая фигурирует в 
определении 1. 

Используя формулу коплощади можно пока­
зать, что Jdxt" не зависит от выбора функции д. 

Д л я доказательства теоремы нам также пона¬
добится следующее техническое условие. На dX 
выберем счетный набор координатных окрестно¬
стей. Потребуем для любой окрестности U из это¬
го набора выполнение условия: 

U ndx 

и = lim -—г 
r^Q \2r\ . и 

KUndxt 1 

dy lim 
ГГ U ndx 

(4) 

Т е о р е м а Стокса. Пусть X С К " — n-мерное 
гладкое компактное ориентируемое многообразие 
с краем dX, совпадающим с границей X, край об¬
ладает индуцированной ориентацией, форма и е 
W"-1^"), и выполнены условия (3) и (4). Тогда 

и= 

x 
и = J d". 

dx 

(5) 

x 

1 

1 

зом: 

и 

лом 
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Доказательство. Д л я отрицательных t, доста¬
точно близких к нулю, имеем 

Xt С X, 

где многообразие Xt определено выше. Рассмот¬
рим форму и е 1(К"). Имеем 

Q 

ds Г T ^(х)а-(х) М " — 1 ( х )  

J = d x , { х ) а Л х ) \Vg(x)\ 
(9) 

(\\7д(х) \ не равен нулю на X \Xt при t, достаточно 
близком к 0). 

Обозначая символом п(х) = (п,(х),..., П"(х)) = 

d((g — t)") = dg A и + (д — t)d". (6) 

Л е м м а 4. В условиях теоремы верно равен­
ство 

= \^д(х)\ ^ (х),..., (x)j нормированный 
градиент, из (8) и (9) получаем: 

d((g —1)") = 0. 

x t 

Доказательство. Форма и е W" 

(7) 

) , для 

ds L^ni(x)ai(x) dH" 1(х) 
1 i=1 

нее существует такая последовательность гладких 
(n — 1)-форм с компактными носителями "j, что 
из — и в 1(К"). Обозначим в = (д — t)" и 
вз = (д — t)"j, возьмем компактно вложенную об¬
ласть U С К " . Тогда 

J d" + t J (д — t) d". 
x x \ x t 

Переходя в последней формуле к пределу при 
t — 0, имеем: 

< J \dg A (и — "j)\ + 

J ^т(х)а(х) dH"-1(x). (10) 
x g-1(Q) i=1 

Д л я доказательства теоремы остается прове-
+ / \ ( д — t ) ( d " — d"j)\ < С \ \ " — " j \ \ р л — 0 . рить, что правая часть (10) совпадает с < 

Таким образом, J dвj — J dв. Остается заметить, 
U U 

что вз — гладкая форма и на Xt верна классиче­
ская теорема Стокса, то есть J dBj = 0. Отсюда 

x t 

получаем утверждение леммы, положив U = Xt. 
Из (6) и (7) выводим J dg A и = — J д d" = 

e e xe xe J (д — t) d" — t J d" и J dg A и = — J(g — t) d". 
x x x t x 

Вычитая из первого равенства второе, получа-

J dg A и = — J (g — t) d" — ^ d " . (8) 
x \ x t x \ x t x 

Запишем форму и в следующем виде: 
" 

и = ( — 1)i-1ai(x) dxl A ... A dxi A ... A dx". 
i=1 

Тогда 

" dg 

dg A и = У ——(x)ai(x) dxl A ... A dxi A ... A dx". 

Если и — непрерывная форма, то интеграл от 
формы и по многообразию dX определяется с по¬
мощью разбиения единицы, подчиненного некото¬
рому конечному покрытию многообразия dX, и 
равенству J и = J ф*", для системы ко-

Undx tp(Undx) 

ординат (U П dX^) (см., например, [4]). 
Равенство (10) устанавливается с помощью вы¬

бора подходящей системы координат на dX и 
свойств дифференциальных форм (подробнее см. 
[ 1 ] ) .

 " 1 " 

В случае произвольной формы и е W"q

 1 (К") 
по лемме 2 выберем последовательность {"j } глад¬
ких форм с компактными носителями, сходящую¬
ся к и в W"-1^"). 

Используя (4) и лемму 1 получаем: 

и = lim -—г 
J r^Q \2r\ 

Undx -r xUn(dxx{y}) 

и dy 

i=1 

lim lim -—r / [ / из | dy 
r -r Un(dxx{y}) 

Преобразуем левую часть (8) по формуле ко-
площади (см. [6, п. 3.2.12]), где H" — n-мерная 
мера Хаусдорфа (подробнее см., например, [6, п. 
2.10.2]) 

dg A ии I ^df~ (x)ai(x) dx 
x \ x t g-1(t,Q) 

lim lim —— 
r—>Q j^oo \2r\ 

- r \(Un(dxx{y})) 

J Ф*"А dy 

= lim -—r 
r^Q \2r\ 

- r \(Un(dxx{y})) 
) Ф*и dy 

ем: 
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= Ф*и. 

ip(U ndx) 

Таким образом, выбрав на dX конечное по¬
крытие и разбиение единицы, подчиненное этому 
покрытию, получаем (5). • 
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I S O M E T R I E S O N R O T O - T R A N S L A T I O N G R O U P 
D. V. Isangulova 

Описана группа С"2 -гладких изометрий на контактном субримановом многообразии — группе 
поворотов-сдвигов. Найдены условия, при которых векторное поле порождает локальную однопа-
раметрическую группу контактных или локально билипшицевых преобразований группы поворотов-
сдвигов. 

We describe the group of С2-smooth isometries on contact sub-Riemannian manifold, precisely on roto-
translation group. We find the conditions providing for a vector field to generate the local one-parameter 
group of contact or local biLipschitz transformations of roto-translation group. 

Ключевые слова: группа поворотов-сдвигов, изометрия, однопараметрическая группа преобра¬
зований. 

Keywords: roto-translation group, isometry, one-parameter group of transformations. 

Работа выполнена при поддержке Российского ф о н д а ф у н д а м е н т а л ь н ы х исследований (№ 11-01-00819) и 
Совета по грантам Президента Р Ф по поддержке Ведущих научных школ (НШ-6613.2010.1) . 

1. Введение 
В настоящей работе мы исследуем изометрические 
и билипшицевые отображения группы поворотов-
сдвигов RT (roto-translation group). Группа 
поворотов-сдвигов — это трехмерное топологиче¬
ское многообразие, диффеоморфное К 2 х S1, с 
координатами ( х, y, в) и умножением 

(xQ,yQ, вQ) • (x,y, в) = 

= (xQ + х cos во — y sin во,уо + х sin во + y cos во, 

вQ + в). 

Векторные поля 

d d d 
A = cos в— +sin в—, B = —, 

dx dy с>в 

d d 
С = — sin в——+ cos в— 

dx dy 

являются левоинвариантными. При этом выпол¬
няются следующие коммутационные условия: 

[A,B] = —С, [C,B]= A, [A,C]=0. 

Заметим, что алгебра Ли группы RT не является 
нильпотентной. 

На группе поворотов-сдвигов можно ввести 
субриманову структуру, то есть выделить гори¬
зонтальное подрасслоение H = span{A, B} в ка¬
сательном расслоении, которое своими коммута¬
торами порождает все касательное расслоение и 
определяет субримановую метрику (метрику Кар-
но — Каратеодори). Метрика Карно — Кара-
теодори d задается как инфимум длин всех го¬
ризонтальных кривых, соединяющих две точки 
(кусочно-гладкая кривая называется горизонталь¬
ной, если ее касательный вектор принадлежит H 
почти всюду). Д л я измерения длин горизонталь-
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ных кривых введем такое внутреннее произведе¬
ние на H, при котором векторные поля A и B ор-
тонормированы. 

Отметим, что локально геометрия группы 
поворотов-сдвигов близка к группе Гейзенберга 
H 1 , поскольку H 1 является касательным конусом 
к RT в смысле Громова [3]. Подробное описание 
группы RT с явным видом геодезических можно 
найти в книге [1]. 

Группа поворотов-сдвигов возникает в вопро¬
сах моделирования неголономного движения и 
оптимального контроля. Рассмотрим простейший 
пример средства передвижения — одноколесный 
велосипед. Д л я моделирования его движения в 
плоскости введем стандартные координаты на 
плоскости: (x,y), и переменную в, описывающую 
угол отклонения колеса от оси х. Пространство 
К 2 х S1 описывает все возможные положения вело¬
сипеда. При прямолинейном движении без измене¬
ния угла, путь можно задать как ( х + t cos в, y + 
t sin в). Беря производную по переменной t, полу¬
чаем одно из возможных направлений движения: 
A = cos в dX + sin в dyy. Поскольку велосипедист 
может поворачивать колесо, стоя на месте, второе 
направление движения — это просто B = . Та­
ким образом, мы получаем группу RT в качестве 
модели движения одноколесного велосипеда. От¬
метим, что мы не можем начинать движения в на¬
правлении векторного поля С = — sin в dX +cos в dyy, 
поскольку оно ортогонально оси колеса. Однако, 
комбинируя движение вперед и повороты, велоси¬
педист может достичь любой точки на плоскости 
с любым наперед заданным углом в. Таким обра¬
зом, нахождение геодезических в метрике Карно 
— Каратеодори d эквивалентно задаче нахожде¬
ния оптимального пути. 

Геометрия группы поворотов-сдвигов возника¬
ет также в задаче визуализации при моделиро¬
вании восприятия человеческим мозгом плоского 
черно-белого изображения (см. работы А. Сарти 
и Д ж . Читти [2], Р. К. Хладки и С. Д. Полса [4]). 
В построенной модели (х, y) — координаты точки 
на плоскости, а в — направление градиента изме¬
нения цвета. То есть предполагается, что человек 
видит не сам цвет, а изменение цвета, что нахо¬
дится в полном соответствии с физиологическими 
исследованиями (см., например, Ж . Петито [6]). 
Построен алгоритм [4] восстановления закрытой 
части изображения с использованием минималь¬
ных поверхностей в субримановой метрике. 

Настоящая работа посвящена исследованию 
изометрий, контактных и билипшицевых отобра¬
жений на группе RT. Напомним, что гомеомор¬
физм F: ll — ll' областей ll, ll' С RT называ¬
ется изометрией, если он сохраняет расстояние: 
d(F(£),F(п)) = d(Cv) для всех £,п е ll. В сле­
дующей теореме приведено описание группы С 2 -
гладких изометрий. 

Т е о р е м а 1. Всякая С2 -гладкая изометрия на 

группе RT есть композиция следующих отобра¬
жений: 

l ( x 0 , y 0 , в 0 ) ( x , y , в ) = ( x Q , y Q , в Q ) • ( x , y , в ) , 

i(x, У, в) = (—х, У, —в) 
— отражения. 

а ( х , у , в ) = ( — x , — у , в ) 

Заметим, что, в отличие от евклидового про¬
странства или группы Гейзенберга, на группе RT 
не определены аналоги поворотов. 

Пусть ll — область в RT. С 1 -гладкое отоб­
ражение F: ll — RT называется контактным, 
если оно сохраняет горизонтальное пространство: 
AF(£),BF(С е H F д л я всех £ е ll. Известно 
(см., например, [7]), что гладкие липшицевые отоб¬
ражения являются контактными. Приведенное по¬
нятие контактности совпадает с классическим, по¬
скольку на RT определена контактная левоинва-
риантная форма и = — sin в dx + cos в dy. При этом 
контактная структура согласована с субримано-
вой: ker и = H. 

Говорят, что векторное поле v генерирует по­
ток отображений F s , если Fs = v о Fs, FQ = id. 
Поле v называется также инфинитезимальным 
генератором потока Fs, причем Fs будет (локаль¬
ной) однопараметрической группой преобразова¬
ний. В теореме 2 приведены условия на v, при ко¬
торых генерируемый поток является группой кон¬
тактных преобразований. 

Т е о р е м а 2. Векторное поле вида 

v = —BqA + AqB + qC 

(здесь q — произвольная гладкая веществен-
нозначная функция) генерирует локальную одно-
параметрическую группу контактных преобразо¬
ваний. Обратно, всякое гладкое векторное поле v, 
которое генерирует локальную однопараметриче-
скую группу контактных преобразований, имеет 
такой вид с q = (и, v). 

Теорема 2 показывает, в частности, что про¬
странство контактных отображений на группе RT 
бесконечномерно. 

Далее мы исследуем следующий вопрос: когда 
контактный поток Fs будет потоком локально би-
липшицевых отображений? Напомним, что отоб­
ражение F: ll — RT, ll С RT называется локаль­
но L-билипшицевым, L ^ 1, если для всякой точ­
ки £ е ll определена окрестность U <•= ll, такая, 
что Ld(Z,n) < d(F(Z),F(п)) < Ld(Z,n) для всех 
Сп е U. Ответ дает следующая теорема. 

Т е о р е м а 3. Пусть q — гладкая функция и 
векторное поле v = —BqA+AqB+qC порождает 
локальную однопараметрическую группу преобра¬
зований Fs. Если 

( 

1 
k=SUpX|(ABq)2 + (BAq)2 + 2(A2q—B2q—q)2 

< +сс, 
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то Fs локально Lg-билипшицево с 

L2 + L2 

При доказательстве теорем 2 и 3 мы будем опи¬
раться на работу [5], где доказаны сходные фак¬
ты для контактных и квазиконформных потоков 
группы Гейзенберга H 1 . 

Несколько слов о структуре работы. Во вто¬
ром параграфе доказывается теорема 1. Третий 
параграф посвящен доказательству теорем 2 и 3. 
Также в нем приведены два примера инфинитези-
мальных генераторов изометрических потоков. 

2. Описание C2-гладких изометрий 
Нетрудно проверить, что левые сдвиги и отраже¬
ния являются изометриями, причем 

L 2 = а2 = id, L о а = а о L, 

1 о l ( x 0 , y 0 , e 0 ) = h(x0,y0,e0) о 

а о l ( x 0 , y 0 ,во) = l a ( x 0 , y 0 , e 0 ) о а . 

Покажем, что они порождают всю группу С 2 -
гладких изометрий на R T . 

Пусть С2-гладкое отображение 

F : ( х , у , в ) — ( f , g , p ) 

является изометрией. Тогда F будет диф¬
ференцируемым в субримановом смысле (hc-
дифференцируемым, см., например, [7]) и, в част¬
ности, F будет контактным, то есть выполняется 

AF (£) = an A(Z) + a21B(Z), 

BF (£) = auA(Z)+ a22B(Z), 

где £ = (x,y, в), Z = F(£), или, эквивалентно: 

Af = an cos tp, 
Ag = an sin p, 
Ap = a21, 

Bf = a12 cos p, 
Bg = a 12 sin p, 
Bp = a22. 

Отсюда получаем так называемые условия кон¬
тактности: 

Af sin p = Ag cos p, Bf sin p = Bg cos p. (1) 

Матрица ( a 1 1 a'12 ) 
\a21 J 

a11 

av2 

a21 a22 

Af Ag 

с элементами 

sin p 
a21 = Ap, 

cos p 
Bf Bg B , a22 = Bp (2) 

sin 

называется горизонтальным дифференциалом и 
обозначается символом DhF. Применяя левые 
сдвиги, если требуется, всюду далее будем счи¬
тать, что cos = 0 и sin = 0. 

Если F — изометрия, то как и в евклидовом 
случае DhF должен быть ортогональной матри¬
цей. Очевидно, что 

\an\ = \a22l \au\ = \a21\, 

Рассмотрим последнее равенство: + = 
= (Ap)2 + (Bp)2 = 1. Введем новую переменную 
функцию а : (х,у,в) — такую, что 

A — cos а, B = sin а. 

Далее рассмотрим два возможных случая: 
det DhF > 0 и det DhF < 0. 

1) det DhF > 0. Тогда an = a22, a21 = —ay2. 
Покажем, что все производные от f и g выража¬
ются через и а. Действительно: 

a11 

a21 

a22, 

—a12, 

Af Ag 

cos 
Bf 

sin 

Bg 
cos sin 

B , 

—A , 

Af = cos sin а, 
Bf = cos cos а, 
Ag = sin sin а, 
Bg = sin cos а. 

Соответственно, 

Cf = [B, A]f = cos p(Ba cos а + Aa sin а) — sin p 

и 

Cg = [B, A]g = cos p + sin p(Ba cos a + Aa sin a). 

Д л я вычисления функции а мы воспользуем-

cos 
ся соотношениями на коммутаторы: [A, С] 
[B, С] = A. Имеем: 

0и 

1 
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0 =[A, C]f = ACf — CAf = sinpBa+ 

+ cos p(cos a — AaBa sin a + 2ABa cos a — BAa cos a + (Aa)2 cos a + A2a sin a), (3) 

0 =[B, C]f — Af = BCf — CBf — Af = 

= sin p Aa + cos p(—AaBa cos a + ABa sin a — 2BAa sin a + (Ba)2 sin a — B2a cos a), (4) 

0=[A,C]g = ACg — CAg = — cos pBa— 

— sin p(cos a — AaBa sin a + 2ABa cos a — BAa cos a + (Aa)2 cos a + A2a sin a), (5) 

0 =[B, С]д — Ag = BCg — CBg — Ag = 

= cos p Aa — sin p(—AaBa cos a + ABa sin a — 2BAa sin a + (Ba)2 sin a — B2a cos a). (6) 

Сравнивая (3) с (5), и (4) с (6), получаем, что 

Ba = 0, 

cos a — AaBa sin a + 2ABa cos a — BAa cos a + (Aa)2 cos a + A2a sin a = 0, 
Aa = 0, 

— AaBa cos a + ABa sin a — 2BAa sin a + (Ba)2 sin a — B2a cos a = 0. 

Откуда очевидно следует, что Если a = — п , то 

Aa = Ba = 0, cos a = 0 =>• F(х,у,в) = (х cos в0 + y sin в0 + xQ, 

x sin во — y cos во + уо ,во — в) = 

= l(xo ,yo,9o)
 о 1 о а ( х , у , в ) . 

a = или a = —. 
2 2 

Если a = п , то 
Теорема 1 доказана. 

F(х, у, в) = (х cos в0 — y sin в0 + xQ, 
х sin во + y cos во + уо,в + во) = 3. О д н о п а р а м е т р и ч е с к и е группы п р е -

= kxo,yo ,во)
 ( х , у , в ) . 

Если a = —п, то 

образований 

3.1. Генератор контактного потока 

В данном параграфе мы приведем доказательство 
F(х, у, в) = (—х cos во — y sin во + XQ, т е о р е м ы 2 

— х sin во + y cos во + уо,во — в) = Рассмотрим векторное поле 

= kxo,yo,6o)
 о 1 ( х , у , в ) . d d d 

v = a-г- + Ъ— + c— = pA + cB + qC, 
2) det DhF< 0. Имеем a11 = —a22, a12 = a21. d x d y d t > 

К а к и в предыдущем случае, производные от f и г д е 

g можно выписать через a и p: p = a cos в + Ъ sin в, q = —a sin в + Ъ cos в, 

Af = — cos p sin a, Bf = — cos p cos a, и 

Cf = sin p — cos p(Ba cos a + Aa sin a); a = p c o s в — q s i n в , Ъ = p s i n в + q c o s в . 

Ag = — sin p sin a, Bg — sin p cos a, 
n _ . - i л 

Здесь мы воспользовались следующими простыми 
соотношениями: 

С д = — c o s p — s i n p ( B a c o s a + A a s i n a ) . _ =cos в A — sin вС, — =sin в A + cos вС, 
dx dy 

Выписывая коммутационные соотношения d 
[A, С] = 0 и A = [C,B] для функций f и g, мы — = B. 
получим в точности те же самые уравнения (3)-
(6), что и в предыдущем случае (с точностью до 
умножения на —1). Соответственно, функция a 
может быть равна только — п или п . 

Если a = п , то 

Ш А Г 1. Пусть a, Ъ, c,p,q — гладкие функции и 
поле v задает однопараметрическую группу кон¬
тактных отображений Fs = (^8,д8,в8) в виде ре¬
шения дифференциального уравнения: 

d F s = v о Fs, FQ = id. 
ds 

x sin в0 — y cos в0 + у0,в + в0)= Поскольку Fs — контактные отображения, то вы¬
полнены условия (1). Продифференцируем их по 
переменной s и перейдем к пределу при s — 0: 

F(х, у, в) = (—х cos в0 + y sin в0 + XQ, 

+ Уо,в + во 

l(xo,yo,eo) о а ( х , у , в ) . 
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ds 
(sin psAfs — cos psAgs) cos ps—p-Afs + 

ds 
dfs dps 

sin psA— + sin ps—;— Ags 
dgs 

cos psA— > 
ds ds ds 

cos вcAx + sin вAa + sin вcAy — cos вAЪ = c + sin вAa — cos вAЪ, 

ds (sin psBfs — cos psBgs) 

dps dfs dps 

cos ps—Г- Bfs +sin psB— +sin ps~T Bgs 
ds ds ds 

d g s 

cos ps B— > 
ds 

Отсюда выводим 2 соотношения: 

c + sin вAa — cos вAЪ = 0 

cos вcBx + sin вBa + sin вcBy — cos вBЪ = sin вBa — cos вBЪ. 

Окончательно получаем, что v является инфини-
тезимальным генератором контактного потока, ес-

sin вBa — cos вBЪ -

Следовательно, 

0. 

Aq = A( — a sin в + Ъ cos в) = 

= — sin вAa + cos вAЪ = c 

Bq = B(—a sin в + Ъ cos в) = 

= — sin вBa — a cos в + cos вBЪ — Ъ sin в — p. 

где 

v = —Bq A + AqB + qC, 

(",v) = —a sin в + Ъ cos в = 
= — sin в(р cos в — q sin в)+cos в(р sin в + q cos в) = q. 

Теорема 2 доказана в одну сторону. 

Ш А Г 2. Обратно, пусть q — гладкая функция и 
векторное поле v = —BqA + AqB + qC порожда¬
ет локальную однопараметрическую группу пре¬
образований Fs = (fs,gs^s). Нам надо показать, 
что Fs удовлетворяют условиям контактности (1). 
Пусть £ = (х,у,в) е RT, F(£) = Z = е 

. Имеем: 

ds (sin ps Afs — cos psAgs) = cos psc(Z )Afs + sin psA(a о Fs) +sin psc(Z )Ags — cos psA^ о Fs) 

cos psAq(Z )Afs + sin ps(^ Afs 
da . da \ . 

+ dyl + Aps) +sin psAq(Z)Ags — 

/ —Ъ —Ъ —Ъ л 

cos ps[^— Afs + -— Ags + — Aps 
\dx1 dy1 ссв1 

Выписывая функции a, Ъ через функции p, q, и, следовательно, sinpsBfs — cospsBgs = 0. Таким 
а производные по х1 , y1 через производные вдоль образом, Fs удовлетворяет системе (1) и является 
A, С, после несложных вычислений получаем, что контактным. 

Теорема 2 доказана. 
d 
ds 

( s i n p s A f s — c o s p s A g s ) 

= Cq(Z )(sin ps Afs — cos psAgs). 

Следовательно, 

sin psAfs — cos psAgs = const C q ( z ^ d s . 

Подставляя начальные данные (sin psAfs — 

3.2. Поток локально билипшицевых 
преобразований 

Данный параграф посвящен доказательству тео¬
ремы 3. Прежде чем переходить к доказательству, 
приведем вспомогательную лемму. 

Л е м м а . Пусть q — гладкая функция и век-
cos psAgs)\ =Q = 0 (так как FQ = id является кон- торное поле v -BqA + AqB + qC порожда-

тактным), выводим, что sinpsAfs — cospsAgs  

Аналогично проверяем, что 

d 
ds 

( s i n p s B f s — c o s p s B g s ) 

0. ет локальную однопараметрическую группу кон¬
тактных преобразований Fs. Тогда 

d 

= Cq(Z)(sin psBfs — cos psBgs), 

(sin psBfs — cos ps Bgs)\s=Q = 0 

где 

-r-DhFs = V • DhFs, 
ds 

f—ABq —B2q — q\ 
\ A2q BAq ) 

d 
0 

и 

d 
0 

ли 

и 

и 

d 

V 
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Доказательство. Положим F = (f, д, p) 
(мы будем опускать нижний индекс s), 
j-, ^ I an ai2 \ 7-л 7-i DhF = , где элементы матрицы DhF 

\a21 a22 J 

определяются соотношениями (2): £ = (х, y, в) е 
RT, F(£) = Z =(х1,у1,в1) еRT. 

Проверим, что для любой С 1 -гладкой функ¬
ции h выполнено правило дифференцирования 
композиции: 

dh dh dh 
о F(£)) = (Z)Af (£) + (Z)Ag(£) + — (Z)Ap(£) = (Ah(Z)cos p — Ch(Z)sin p)Af+ 

+ (Ah(Z)sin p + Ch(Z)cos p)Af tg p + BhAp = Aha11 + Bha21, 
dh d h d h 

о F(£)) = (Z)Bf (£) + -y-(Z)Bg(£ —в1 

(Z )Bp(£) = (Ah(Z )cos p — Ch(Z )sin p)Bf+ 

+ (Ah(Z) sin p + Ch(Z) cos p)Bf tg p + BhBp = Aha12 + Bh a22. 

Выпишем элементы матрицы -jrDhFs 

d 
-ran 
ds 

d_ ( 

ds cos p 
1 

ds 

1 d 
cos p ds 

покомпонентно: 

(Af ) + ^ d d f A f = J - A m 
cos2 p ds cos p \ds/ 

L +^si"npc(Z) Af cos2 
p 

cos p 
-A(a о F) + tg pc(Z) a--

1 

cos p 
-(Aaa-i + Baa2i) + tg p c(Z)a-- = v—a-- + v-2a2-. 

Вычислим v-i и v-2. Д л я этого вспомним, что 
a( £) = p( £) cos в — q( £) sin в, c = Aq и p = — Bq. 
Следовательно, 

Aa = Ap cos в — Aq sin в, 

Ba = Bp cos в — p sin в — Bq sin в — q cos в = 

= ( — B2q — q)cos в. 

Имеем: 

1 
v11 = 

cos p 
(Ap(Z) cos p — Aq(Z) sin p)+ 

+ tg pAq(Z) = —ABq(Z), 

v-2 = — Ba(Z ) = —B2q(Z) — q(Z). 
cos p 

Аналогично выводим: 

d d / Bf \ 
ds 1 2 ds\ cos p) 

1 d (Bf) + ^ s ^ n p d p B f = 
cos p ds 

cos p ds 
+ 

cos2 p ds 
sin p 

cos2 
p 

c(Z) Bf 

1 

cos p 
B(a о F) + tg pc(Z) a-2 

1 

cos p 
-(Aaa-2 + Baa22) + tg pc(Z)a-2 

= v—a-2 + v-2a22. 

Осталось найти производные по s от a2i и a22: 

d 
(Ap) 

d 
ds 2 1 ds * 

= A(c о F) = Ac(Z) a-- + Bc(Z) a^i = 

= v2-a-i + v22a2i, 

d 
(Bp) =B ( d p p \ d 

ds 2 2 dsK г / V ds J 
= B(c о F) = Ac(Z) a-2 + Bc(Z) a22 = 

= v2-a-2 + v22a22, 

где v-i = Ac(Z) = A2q(Z), V22 = Bc(Z) = BAq(Z). 

Доказательство теоремы 3. Пусть поток 
v = —BqA + AqB + qC порождает локальную 
однопараметрическую группу контактных преоб¬
разований Fs. Обозначим M = DhFs. В силу лем­
мы 1 имеем drM = V • M. Отсюда: 

d 
ds 

(M гМ) = Mf'(V1 + V )M = 2M fSM, 

где 

S=V 
t+V ( —ABq A 2 q — B 2 q — q " 

A2q—B2q—q 

V 
2 

BAq 

Получаем дифференциальное неравенство: 

ds 
\\M f = 2tr(Mt SM) = 2tr(SMM*) < 

Здесь \\M 

а IISII 

< 2\\S\\ \\M\\2 < 2^\M f . 

tr(M tM), 

(ABq)2 + (BAq)2 + 2 (A2q—B2q—q)2 < к < 
-ж по условию теоремы. 

Следовательно, \\M\\2 можно оценить сверху: 

\\M\\2 < e2klsl. 

Выведем из этой оценки, что Fs локально билип-
шицево. Обозначим через Х- ^ Х2 > 0 собствен­
ные числа матрицы MtM. Тогда > ~t[ > 0 

2 

d 
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— собственные числа матрицы (M-1)tM-1. Д л я 
того чтобы отображение Fs было локально L-
билипшицевым, необходима ограниченность вели¬
чины L2 = s\ipm&x{Xi, } на всей области опре¬
деления. 

Если Х- ^ , то 

L2 + L- ^ Х- + Х2 < 2 e 2 k s . 

Если Х- < -Х, то для функции F-s будет вы¬
полнено 

L2 + < ^ + ^-=\\DhF-s\\2 = \\M-1\\2 < 2e2k 1 s I 
L2 Х- Х2 

3.3. Примеры изометрических 
потоков 

1) Рассмотрим q = —XQ sin в + уо cos в. Тогда 
Aq = 0, Bq = -xQ cos в - yQ sin в и 

v = (XQ cos в + yQ sin 0)A+ 
d d 

+ (—XQ sin в + уо cos в) С = XQ + Уо —у. 

Поле v порождает однопараметрическую группу 
левых сдвигов по переменным х, y: 

F s ( x , y , z ) = 

= l(sxo,syo,Q)(x, y , z ) = (sxQ + x , syQ + y , в ) . 

2) Пусть q = в0x cos в + в0у sin в. В этом случае 
Aq = в0, Bq = -в0х sin в + в0у cos в и векторное 
поле 

v = (в0х sin в - в0у cos в) A + вQB+ 

+ (в0х cos в + в0у sin в)С = 

d d d 
= -воу— + во х— + во — 

dx dy ссв 

порождает однопараметрическую группу левых 
сдвигов по переменной в: 

F s ( x , y , z ) = l ( Q , Q , s e o ) ( x , y , z ) = 

= (cos(sвQ)x - sir^(sвQ)y, 

sir^(sвQ)x + cos(sвQ)y, sвQ + в). 
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УДК 517.987+519.214 

Н Е Р А В Е Н С Т В А , П О З В О Л Я Ю Щ И Е О Ц Е Н И В А Т Ь 
С К О Р О С Т И С Х О Д И М О С Т И В Э Р Г О Д И Ч Е С К И Х Т Е О Р Е М А Х 

А. Г. Качуровский, В. В. Седалищев 

I N E Q U A L I T I E S F O R E S T I M A T I N G C O N V E R G E N C E R A T E S 
IN E R G O D I C T H E O R E M S 

A. G. Kachurovskii, V. V. Sedalishchev 

Получены неравенства на скорость сходимости в эргодической теореме фон Неймана, вытекаю­
щие из эквивалентности друг другу степенной скорости сходимости в этой теореме, и степенной 
же (с тем же показателем степени) особенности в нуле спектральной меры усредняемой функции 
относительно соответствующей динамической системы. Эта же скорость сходимости оценена 
также через корреляционные коэффициенты. Отдельно рассмотрены важные для возможных при¬
ложений частные случаи степенной и экспоненциальной скорости убывания корреляционных коэф¬
фициентов. Получены оценки скорости сходимости в эргодической теореме Биркгофа по известной 
скорости сходимости в теореме фон Неймана. Все результаты работы имеют точные аналоги для 
стационарных в широком смысле стохастических процессов. 

Mean ergodic theorem convergence rate inequalities are obtained. The existence of such inequalities is 
implied by the equivalence between power-function convergence rate in this theorem and the presence of the 
power singularity (with the same exponent) of averaging function spectral measure at zero which is related with 
corresponding dynamical system. The same convergence rate was also estimated via correlation coefficients. 
Important for possible applications particular cases when correlation coefficients decay rate is power and 
exponential were considered apart. Estimates for pointwise ergodic theorem convergence rate were obtained 
for the case when mean ergodic theorem convergence rate is known. All results of the paper have their exact 
analogues for stationary in the wide sense stochastic processes. 

Ключевые слова: эргодическая теорема фон Неймана, эргодическая теорема Биркгофа, скоро­
сти сходимости эргодических средних, спектральные меры динамической системы, стационарные в 
широком смысле стохастические процессы. 

Keywords: mean ergodic theorem, pointwise ergodic theorem, ergodic averages convergence rate, spectral 
measures of dynamical system, stationary in the wide sense stochastic processes. 

Работа поддержана программой государственной поддержки ведущих научных школ Российской Федера­
ции (проект НШ-8508-2010.1). 

1. Введение 

Пусть T — эндоморфизм пространства (Q, 3,Х) 
с вероятностной мерой. Напомним, что эндомор¬
физмом пространства Q называется отображение 
T : Q — Q, такое, что для всех A G F множество 
T—1A принадлежит F, и = Х(T—1A). Авто­
морфизмом пространства Q называют его п.в. вза¬
имнооднозначный эндоморфизм. 

Д л я f G L2(Cl) введём эргодические средние 

n — l 

Anf =-У1 f о Tk. 
k=Q 

Эргодические теоремы фон Неймана и Бирк-
гофа гарантируют существование предела 
lim Anf = f*, первая теорема в смысле L2(H), 

n—>оо 

вторая — почти всюду в Q. Д л я измерения скоро¬
сти сходимости п.в. используются 

P£

n = Х ( sup\Ak f - f *\> Л, 

поскольку сходимость для любого £ > 0 при 
n — оо последовательности Pn к нулю эквива­

лентна сходимости п.в. Anf к f *. Через UT обозна­
чим изометрический оператор (называемый ино¬
гда оператором Купмана) , действующий в гиль¬
бертовом пространстве L2(H) по формуле UTf = 
f о T (в случае, когда T — автоморфизм, этот 
оператор, более того, является унитарным). Кор¬
реляционные коэффициенты bkf определим так: 
bk f = (U%f, f) при k > 0 и bk f = b—k f при k < 0. 
Тогда, в силу теоремы Бохнера-Хинчина, коррект¬
но определена (единственная) спектральная мера 
аf усредняемой функции относительно динамиче¬
ской системы, связанной с эндоморфизмом T, т. е. 
такая конечная борелевская мера на единичной 
окружности, что 

bk f = j eikxdaf (x) 

для всех целых k. 
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2. Описание реализуемых скоростей 
сходимости в теореме ф о н Неймана 
и их численные оценки при наличии 
информации о спектральной мере 

Скорость сходимости в теореме фон Нейма¬
на не может быть произвольной: соотношение 
\\Anf - f*\\2 = O(n—a) при а > 2 может иметь ме­
сто лишь при f - f * = 0 тождественно (см., на­
пример, следствие 5 в [2]), т. е. степенной скоро­
сти сходимости с показателем а > 2 не бывает, за 
исключением упомянутого вырожденного случая. 
Про оставшийся диапазон а G [0, 2] известно сле¬
дующее: в [5] было показано (см. теорему 3), что 
для а G [0, 2) утверждение \\Anf - f * Щ = O(n—a) 
эквивалентно утверждению af—f * (-S,S] = O(Sa) 
при S — 0, а для а = 2 эта эквивалентность 
не имеет места (аналогичные результаты для слу¬
чая непрерывного времени были доказаны в ра¬
боте [6]), более того, в [3] доказана импликация 
af—f * (-S,S] = O(S2) ^ \\Anf - f*\\2 = O( in?). 
Отметим также, что случай а = 2 эквивалентен 
когомологичности нулю функции f, т. е. условию 
f = g о T - g для некоторой функции g G L2(H) 
(см. лемму 5 в [9]). 

Следующая теорема уточняет уже упоминав¬
шуюся теорему-критерий 3 из [5] в направлении 
перехода от асимптотических соотношений к ал¬
гебраическим неравенствам и теорему 1 из [7] в на¬
правлении уменьшения фигурирующих в ней кон¬
стант и исследования неравенств на точность. 

Т е о р е м а 1. Пусть а G [0, 2). Тогда: 

1) Если для всех S G (0, п] выполняется 
af—f * (-S,S] < ASa, то 

при а G [0, 1) : 

\\Anf - f*№< 

<Ana ^ 2 -и—а + -^— n — 1 — a -

2 -
+ 2 - а 1 - а 

2 - а 1 - а 

2\ n - 2 - n — 2 — a ) < 

2 а - а 

при а = 1 : 

\\Anf - f*\\2 < 

< An [2n—1 + 
ln n 
n2 

< An(2n-1 + —^); 
n2 

при а G (1, 2) : 

\\Anf -f*\\2 < 
2 

2 а 
n - a + 4 

2 1 
+ 

2 + 
1 

а 1 

2 - а а - 1 

n - 1 - a - n - 2 - a ) < 

n - 2 -

2 
2- а 

n - a + (4 
2 1 

2 а а Л И 
а - 1 J 

2) Если \\Anf - f*\\2 < Bn a , то для всех 
S G (0,n] будет a f - f * (-S,S] < CSa, где 

( П 2 - а 70 A ^ „ ^ 1 

причём C — неулуч-C 
\ f S B , 1 < а< 2 

шаема в том смысле, что её нельзя уменьшить. 

К а к очевидное следствие этой теоремы, полу¬
чаем следующее замечание, уточняющее асимпто¬
тическую теорему 4 из [5] и замечание 2 из [7]. 

З А М Е Ч А Н И Е 1. Если мера af-f* абсолют­
но непрерывна с плотностью р G L0(-n,n], то 
\\Anf - Г Ш < 2П\\Р\\ОО(2П-1 + ^) для любого 
натурального n. 

Следующая лемма, использовавшаяся при до¬
казательстве теоремы 1, интересна также и са¬
ма по себе, поскольку показывает влияние меры 
af-f* на скорость сходимости \\Anf - f*\\2 без 
предположения наличия степенной особенности в 
нуле меры af-f* , как это было в условии теоремы 
1. 

Л е м м а 1. Положим Sk = af-f * (-^, ^], 
ak = Sk

 - Sk+i = a f - f * { ( - П ;
 -kk+i] u (kk+i; I ] } .  

Тогда для любого натурального n выполнено нера¬
венство 

n2 

n - 1 

Sn < \\Anf - f *\\2 < Sn + n^Y. (k + 1)2ak 
k=1 

(S- + J2(2k + 1)S,)j . 
1 

n2 

3. Оценка скорости сходимости в 
теореме ф о н Неймана при наличии 
информации о корреляционных 
коэффициентах 

К а к уже отмечалось выше, скорость сходимости 
в эргодической теореме фон Неймана полностью 
определяется поведением меры af-f* в окрестно¬
сти нуля, а так как определение этой меры вво¬
дится через корреляционные коэффициенты, то 
не вызывает удивления факт возможности полу¬
чения оценок скорости сходимости через корреля¬
ционные коэффициенты. Следующая ниже теоре¬
ма даёт либо эти оценки, либо даже тождества, 
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выражающие \ \ A n f — f *\\2 через всю совокупность 
{bk(f - f*)}°о=о корреляционных коэффициентов 
при тех или иных предположениях о свойствах 
этих коэффициентов, уточняя тем самым теорему 
6 из [5] и теорему 2 из [7]. 

Т е о р е м а 2. Справедливы следующие утвер¬
ждения: 

n-1 

1) \\Anf-f*\\2 < nbo(f-f*) + n £ \bk(f-f*)\. 

2) Если {bk(f - f*)}°=Q G lp при p G [1, +oo], 
то \\Af - f*\\2 < 2\\{bk(f - f*)}\\pn-F . 

3) Если ряд £ bk(f — f*) сходится абсо-
k=-o 

лютно, то мера af-f* абсолютно непрерывна с 
непрерывной (неотрицательной) плотностью р; 
при этом 

р(х) 
1 

2-

+ <оо 

X bk(f - f*)eikx 

k= 

для G (—-,-], и, следовательно, 

£ bk(f - f*) = 2пр(0), причём 
k = -co 

\\Anf - f*\\2 - 2ПР(0)П--

n2 
l-2 X \ k \ b k ( f - f * ) - -n X b k ( f - f * ) . 

| k | <n k n 

4) Если, более того, ряд kbk(f - f*) схо-
k = - o 

дится абсолютно, то, более того, плотность 
р меры af-f* непрерывно дифференцируема; при 
этом 

1 

р(х) = 2 П Е ikbk(f - f*)eikx 

k= 

для всех х G (-п,п\ и, следовательно, 
+ <оо 
£ \k\bk(f - f*) = 2п(р')°(0), где 

k = -co 

(р')С(х) = 2 - X \k\bk(f - f*)eikx 

k= 

— сопряжённая функция к р'(х) (см. [1], глава 
VIII), причём 

\\Anf - f*\\2 - 2-Р(0)П-- + 2-(р')c(0)n-2 = 

n2 

k n 

Д л я некоторых типов динамических систем 
(например, системы бильярдного типа, системы 
Аносова) при надлежащем выборе функции f, по 
которой производится усреднение, удаётся полу¬
чить оценки на скорости убывания корреляцион¬
ных коэффициентов, оказывающиеся степенными 

или экспоненциальными. Предыдущая теорема с 
учётом таких частных случаев убывания {bk (f -
f *)}(k=Q приводит нас к следующей теореме. 

Т е о р е м а 3. Пусть корреляционные коэффи¬
циенты со степенной скоростью стремятся к 
нулю, т.е. для некоторой положительной кон¬
станты C при всех натуральных n выполнено 
неравенство \bn(f - f*) \ < Cn 1. Тогда: 

1) Если 0 < Y < 1, то для всех n 

2 C 

\\Anf - f < \\f - f * \ \ 2 П - 1 + - < 
1 - Y 

< { \ \ f \ \ 2 + - 2 C Y ) n — 1 1 

2) Если Y = 1, то для всех n 

\\Anf - f*\\2 < \\f - f*\\2n-1 + 2C < 

< (\\f№ + 2C) 

n 
ln n + 1 

Если Y > 1, то мера af-f * абсолютно непрерывна 
с непрерывной (неотрицательной) плотностью 
р; при этом 2-р(0) < \\f \\2 + 2C^-j, причём: 

3) Если 1 < Y < 2, то для всех n > 2 

\\\Anf - f*\\2 -2-Р(0)П-1 | < 

4) Если Y = 2, то для всех n > 2 

\\\Anf — f*\\2 — 2-Р(0)П-1\ < 

< 2C (lnn + 2+ . 1

 Л. ) n - 2 . 
\ n(n — 1) J 

5) Если Y > 2, то, более того, плотность 
р меры af-f* непрерывно дифференцируема; при 
этом \2-(р')С(0)\ < 2 C , причём для всех n > 2 

\\\Anf — f *\\2 — 2-Р(0)П-- + 2-(р>)С(0)п-2 \ < 

Y — 2 \ nJ 

х (\k\—n)bk(f—f*). An>f 

6) Если, более того, корреляционные коэффи¬
циенты убывают экспоненциально, т.е. 

f*)\ < A e - B n для некоторых констант 
A > 0 и B > 0 при всех n (что эквивалентно ана¬
литичности плотности р — см., например, [1], 
глава I, §25), то 

2-р(0) < \\f\\2 + 

\2-(р')С (0)\< 

2A 

2A 

сех х 
n 

1 
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и для всех n 

\\\Anf — f*\\2 — 2-р(0)п-1 + 2-(р')С(0)п-2\ < 

eB ( 1 1\ e-Bn 

< т 1 + г • -
eB — 1 \ eB — 1 n J n 

4. Неравенства, связывающие м е ж д у 
собой скорости сходимости в 
эргодических теоремах ф о н Неймана 
и Б и р к г о ф а 

К а к было показано в [5], нельзя сказать что-либо 
о скорости сходимости \ \ A n f — f * \ \ 2 , зная толь­
ко поведение Pn; в то же время в работах [3], [4] 
и [5] приводились оценки асимптотики убывания 
Pn при известной скорости убывания \ \ A n f — f *\\2, 
но они были только в терминах " O" и " о". Следу¬
ющая теорема уточняет эти результаты в направ¬
лении перехода от асимптотических оценок к ал¬
гебраическим. 

Т е о р е м а 4. Пусть для любого натурального 
n выполнено неравенство \\Anf — f * \ \ 2 < B n - a , 
где B — некоторая положительная константа, 
а G (0, 2]. Тогда для любого £ > 0 при всех нату¬
ральных n > 2 выполнено неравенство: 

PF

n = Х\ sup\Ak f — f *\> A <<f(аln)B£—2l 
k>n 

причём в зависимости от а: 
1. Если а G (0,1s), то 

p(^n) = (1 + h-T-) n - a . 
1 2 V (1-2— )*J ^ 

2. Если а =1, то р(а,и) = 8 ( - + Ъ е 2

п

n ) 2 + 3 . 
3. Если а G (1 , 2], то 

p(а.ln) = 8(- + 1 2

 (

J-;$::)3) n - 1 . 

З А М Е Ч А Н И Е 2 . При а = 2 неравенство в 
предыдущей теореме можно заменить на 

Х{ sup \Ak f — f* \ >Л< B n - 1 £ - 2 . 
k>n 

З А М Е Ч А Н И Е 3 . К а к показано в [5] (пример 1 
после доказательства теоремы 11), оценка пунк¬
та 1 предыдущей теоремы асимптотически (по n) 
неулучшаема. 

5. Связь полученных результатов с 
теорией стационарных в широком 
смысле стохастических процессов 

Напомним (см., например, [8], гл. 6), что 
стационарными в широком смысле процессами 
£ = (... ^--^о,^,...) (с конечным вторым 

моментом) называются последовательности ком-
плекснозначных случайных величин, удовлетво¬
ряющие (помимо требования существования ко¬
нечного второго момента) ещё двум условиям: 
E£n = E£Q и cov(£n+m,£n) = cov(£m,£o) при всех 
целых m и n. Без потери общности можно счи­
тать, что E£Q = 0, что мы и будем делать всюду в 
дальнейшем. 

Введём ковариационную функцию R(n), опре¬
делённую на множестве всех целых чисел, по фор¬
муле R(n) = cov(£n,£o), тогда, в силу теоремы 
Герглотца, найдётся функция F(Х), (называемая 
спектральной функцией стационарного процесса 
£), такая, что будет справедливо спектральное 
представление ковариационной функции: 

R(n)= j eiXnF (с1Х) 

для всех целых n. 
Далее нам потребуются стационарные в уз¬

ком смысле случайные последовательности (см., 
например, [8], гл. 5). Пусть £ = (£-,£2,...) — 
последовательность случайных величин. Введём 
следующее обозначение: dk £ = (£k+i, £k+2,...). 
Говорят, что последовательность £ стационарная 
в узком смысле, если для любого натурального 
k > 1 распределения вероятностей для после­
довательностей 9k£ и £ совпадают. Имеется тес¬
ная связь между эндоморфизмами пространств 
с вероятностной мерой и стационарными в уз¬
ком смысле процессами: если £-(ш) — случай­
ная величина на (Q, $,Х), а T — эндоморфизм, 
как и ранее, этого пространства, то последова¬
тельность (£-, £-(Tu>), £-(T2UJ), ...) будет стацио¬
нарной в узком смысле, т. е. наличие эндомор¬
физма позволяет построить стационарную в уз¬
ком смысле последовательность. В определённом 
смысле верно и обратное: для каждой стационар¬
ной последовательности £ можно указать веро¬
ятностное пространство (Q, F , £ ) , последователь­
ность £ случайных величин в нём, совпадающую 
по распределению с £ и эндоморфизм T , такие, 
что £ = (£i(^),£i(T^),£i(T2^),...) для некоторой 
случайной величины £i(&). Доказательства этих 
фактов можно найти в главе 5 монографии [8]. 

Стационарные в широком смысле процессы, 
оправдывая своё название, содержат как подкласс 
стационарные в узком смысле процессы (см. главу 
6 в [8]). Несмотря на это, приведённые ранее тео¬
ремы 1-4 имеют очевидные точные аналоги для 
стационарных в широком смысле процессов. При¬
ведём здесь соответствующий аналог теоремы 1. 

Т е о р е м а 5. Пусть {Xn,n G Z} — стационар¬
ный в широком смысле процесс (с конечным вто¬
рым моментом), E X n = 0, F(Х) — спектральная 

n-1 
функция, Sn = Xk и пусть а G [0, 2). Тогда: 

k=Q 
1) Если для некоторой положительной кон-
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станты A при всех S G (0, -] выполняется нера­
венство F(S) — F(-S) < ASa, то для любого на¬
турального n 
при а G [0,1) : 

D Sn < A-° (-2— n 2 - a + n 1 - a -
2— а 1 — а 

— + 1

±

а — 2) — n-A < 2— а 1 —а 

< A^i-d2— n 2 - a + n1-a); 
2—а 1—а 

при а = 1 : 

D Sn < A-(2n + lnn — n-1) < A-(2n + lnn); 

при а G (1, 2) : 

D Sn < A - < * ( n 2 - a + (4 — + -^—) — 
2— а 2—а а—1 

-('2+^—)nl-a — n - a ) < 
а— 1 

< A - * ( n 2 - a + (4 — - + - J - ) ) . 
2—а 2—а а—1 

2) Если для некоторой положительной кон¬
станты B при всех натуральных n выполняет¬
ся неравенство D Sn < B n 2 - a , то для любого 
S G (0,-] 

F(S)—F(-S) < CS2-a, где C ={ B 1 , 0 < а < 1 

B, 1 < а< 2 
причем константа C неулучшаема в том смысле, 
что её нельзя уменьшить. 

Аналог теоремы при а = 2 не имеет места 
ни с какими константами, а степенного убыва¬
ния D Sn (случай а > 2) при Xn ф 0 просто не 
бывает. 
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IN B I R K H O F F A N D B O W E N T H E O R E M S F O R A N O S O V F L O W S 

A. G. Kachurovskii, I. V. Podvigin 

Для равномерно гиперболических динамических систем получены экспоненциальные оценки на 
скорость сходимости почти всюду эргодических средних в теоремах Биркгофа и Боуэна с использо¬
ванием ранее известных аналогичных оценок на скорость сходимости по мере в этих теоремах. 

We obtain exponential estimates of the rate of convergence in Birkhoff and Bowen theorems for uniformly 
hyperbolic systems. Well-known analogous estimates for large deviations in these theorems, are used in the 
proof. 

Ключевые слова: скорости сходимости в эргодических теоремах, поток Аносова, теорема Бирк-
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Введение 

Пусть (0.,Х, {TT }Т - классическая динамиче­
ская система [1]. Это означает, что Q - г л а д к о е 
многообразие, TT - однопараметрическая группа 
диффеоморфизмов на Q, сохраняющих борелев-
скую меру , которую будем предполагать вероят¬
ностной, т. е. Х(01) = 1. В локальных координатах 
многообразия Q такая группа диффеоморфизмов 
определяется системой дифференциальных урав¬
нений: 

xi = fi(x-,x2,... ,xn), i =1,...,n, n = dimQ. (1) 

Среди классических систем, обладающих су¬
щественно стохастическими свойствами и исполь¬
зуемых для моделирования динамики физиче¬
ских процессов, выделяют равномерно гиперболи¬
ческие системы (диффеоморфизмы и потоки Ано¬
сова). 

В этом случае TT - C2-гладкий поток, Q -
компактное С^-гладкое риманово многообразие, 
для каждой точки и = (х-,х2,... ,xn) которого 
справедливо разложение касательного простран¬
ства Tu Q в сумму трех подпространств, образую¬
щих в совокупности непрерывные подрасслоения 
расслоения TQ, инвариантные относительно д и ф ­
ференциала DTT [2, 3]: 

LQ = Eu 0 El 0 EZ, 

где Еш - касательная к траектории системы (1), 
проходящей через и, и 

\\DTTw\\ < ce-eT\\w\\,w G El,т > 0, 

\\DTTw\\ < сввт\\w\\,w G EZ,T < 0, 

для некоторых констант c и 9, не зависящих от и. 

Множество инвариантных мер для гиперболи¬
ческих систем бесконечно. К примеру, так как пе¬
риодические точки плотны в Q, то инвариантными 
будут меры сосредоточенные на таких периодиче¬
ских орбитах. Д л я некоторых систем инвариант¬
ным может быть и риманов объём (мера Лебега), 
хотя число таких систем не велико, с точки зре¬
ния теории категорий. В качестве инвариантной 
меры мы будем рассматривать "физическую" ме­
ру Синая-Рюеля-Боуэна (SRB-мера) [3]. 

В дальнейшем будем использовать обозначе¬
ния: ц - риманов объём, Х - SRB-мера, а v - про¬
извольная вероятностная мера. 

Классическими примерами гиперболических 
систем являются геодезические на компактных 
римановых многообразиях отрицательной кривиз¬
ны, а также специальные потоки над диффеомор¬
физмами Аносова [2, 4]. 

Будем предполагать поток TT топологически 
транзитивным, т. е. что для любых непустых от¬
крытых множеств U,V С Q для некоторого t верно 
соотношение U П TtV = Ф. 

З А М Е Ч А Н И Е 1. Это условие не является огра¬
ничительным, так как, по теореме Смейла [2], 
о спектральном разложении в противном случае 
Q разлагается в конечную сумму подмножеств, 
сужения, на которые дают топологически транзи¬
тивный поток. 

Д л я f G L1(Q), и G Q и t G R+ обозначим эр-
годическое среднее: 

t 

Atf (и) = -t j f (TTи) dT, t > 0, Aof = f. 
Q 

Так как мера будет эргодической (т.е. ин¬
вариантными множествами будут только множе-
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ства нулевой меры и все пространство), то теоре¬
ма Биркгофа утверждает для всякой f G L-(Q) су¬
ществование -почти всюду предела, равного кон¬
станте: 

lim Atf = f fdA. 
t — ° J 

По теореме Боуэна [3, 5], этот предел для 
непрерывных функций существует и равен той же 
константе для / -почти всех и. 

З А М Е Ч А Н И Е 2. Важность теоремы Боуэна и 
теоремы Биркгофа заключается, в частности, в 
том, что, используя их вместе, можно показать, 
что если гиперболическая система обладает инва¬
риантным римановым объёмом то тогда SRB-
мера совпадает с ним, т. е. / = Х [5]. 

Естественно попытаться ответить на вопрос: 
с какой скоростью для рассматриваемой динами¬
ческой системы происходит стремление к преде¬
лу эргодических средних от непрерывной функции 
как в теореме Биркгофа, так и в теореме Боуэна? 

Скорость сходимости почти всюду относитель­
но меры v средних Atf к J fdХ будем определять 
убыванием при s — ж для каждого £ > 0 величин 

= v{su>p \Atf — j fdХ\> ej 

При v = получаем скорость сходимости в 
теореме Биркгофа, а при v = / и непрерывной 
функции f - в теореме Боуэна. Наряду с этим па¬
раметром будем рассматривать вероятности боль¬
ших £-уклонений, т. е. величины 

?v

a'e = v { \ A s f — J fd\\> ej 
стремление которых к нулю при s — ж означает 
сходимость по мере v. 

Основные результаты 

Л е м м а об эквивалентности 

Сходимость по мере не влечет сходимости почти 
всюду. Однако для эргодических средних от суще¬
ственно ограниченных функций степенная сходи¬
мость по мере эквивалентна степенной же сходи¬
мости почти всюду [6, теорема 12]. Оказывается, и 
для более общих скоростей убывания справедлив 
аналогичный результат. 

Л е м м а . Пусть v - произвольная вероят­
ностная мера, f G L0(Q, v)f] L-(Q, Х), и функция 
p(x) : R+ — R+ убывает (при х > XQ) к нулю так, 

p ( x ) 

dx = O(p(N)) при N — ж, (22) IN 

тогда следующие утверждения равносильны: 

1) PS,£ = O(p(s)) при s — ж для любого e > 0; 

2) Ps' = O(p(s)) при s — ж для любого e > 0. 

Рассмотрим класс функций, удовлетворяю¬
щих (2). Легко проверить, что функции вида 
p(x) = , где e > 0 и ф - положительная невоз-
растающая (при х > XQ ) функция, удовлетворяют 
условию (2). 

Кроме степенных функций в таком виде пред¬
ставляются степенные с логарифмическим множи¬
телем и экспоненциальные функции. Кроме того, 
из функций, удовлетворяющих условию (2), мож¬
но получать новые функции с помощью степенной 
замены переменной. Таким образом, из экспонен¬
циальной функции можно получить растянутые 
экспоненциальные функции e ' x , Y,S > 0. Таких 
функций достаточно для наших дальнейших рас¬
смотрений. 

Э к с п о н е н ц и а л ь н ы е о ц е н к и 

Оценка в т е о р е м е Б о у э н а . Д л я потоков Аносо­
ва оценки вероятностей больших e-уклонений от¬
носительно меры / хорошо изучены. К а к показано 
в [7, 8, 9], для всякой непрерывной на Q функции f 
справедлив принцип больших уклонений: 

1 
lim —ln /л-

t—оо t 
{\Atf — J fd\\> e} < -Yn(e) 

для некоторой константы Yt(e) > 0, зависящей от 
динамической системы и функции f. Откуда вид¬
но, что для достаточно больших t, т. е. для t > Tt, 
будет верно неравенство: 

М { \ A t f — J fdM> e} < e - 1 ^ . 

Тогда найдётся такая константа Ct(e) > 0 
(можно взять Ct(e) = e7^(e)T^), что для всех t > 0 
будет верно неравенство 

м{ \A t f — J fdM> ej < Ct(e)e-1^(£)t. 

Другими словами: pll'E = O(e '^(е)г) при 
t — ж. Применяя лемму, получаем аналогичное 
асимптотическое соотношение для скорости схо¬
димости в теореме Боуэна: 

р = 
t 

O(e-1i^e)t) при t . (3) 

Отметим, что соотношение (3) даёт отличное 
от оригинального доказательство самой теоремы 
Боуэна. 

Оценка в т е о р е м е Б и р к г о ф а . Оценки веро­
ятностей больших e-уклонений относительно ме¬
ры также интенсивно изучались последние два¬
дцать лет. Кроме того, в случае меры получена 
более точная асимптотика. 

В работе [10, раздел 7] показано, что для вся¬
кой гёльдеровской непрерывной на Q функции f 
справедлив следующий принцип больших уклоне¬
ний (который является следствием более общего 

что 

х 
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принципа). Пусть J - замкнутый интервал, не со¬
держащий значение fd , тогда найдутся кон¬
станты C и Y > 0, зависящие от интервала J и от 
функции f, такие, что 

e - 1 t 

ХШ G J } < 

для достаточно больших t. Этот принцип справед-

лив в предположении, что функция f и поток TT  

независимы в смысле Лалли [10, определение 2; 
11, гипотеза B]. 

Пусть K = sup \f (и) \, тогда Atf (и) G [—K,K] 

для Х-почти всех точек и и t > 0. Используя этот 
факт и описанный выше принцип для достаточно 
больших t, т. е. для t > T\, получим неравенства: 

pt'£ = ^\Atf — j fdM > ej = Х { | fdХ — e > Atf > j fdХ + ej 

= ^Atf G —KlJfdХ — e U j fd\ + e ,K J = 

Х < Atf G —K, fd — e 

fd + e, K 

+ ^Atf G J fdХ + e,K J < 
e—'1t

 e

— l 2 t

 e—'x ( £ ) t 

где константы C-,Y- и C2, Y2 соответствуют отрез- ^ VY + 2 — A / 7 (Q) 

кам J1 = \—K,J fd\ — e] и J2 =\j fd\ + e,K], а VY+2 + VY . ( ) 

C3 = max{C-,C2} и Yx(e)=min{Yi,72}. u „ Л Действительно, обозначим левые части нера-
Тогда найдётся такая константа CX(e) > 0 ,r, , „ ,,т, . n T ( ) ^ венств (5) и (6) как функции F1(N) и F2(N). Тогда 

( м о ж н о в з я т ь C x ( e ) = - l x ^ ч т о д л я в с е х легко проверить, что 
t > 0 будет верно неравенство: г о — ' N x г о — ' N x 

, Г Г 1 e-ix(s)t F1 (N )= dx, F2(N )= - rr^dx. 

pt

x,e = ^\Atf — J fdA\ > e} < cx(e)e-—R. JQ x + 1 JQ ( x + 1 ) 3 / 2 

Обе функции являются убывающими и, следова-
Таким образом получили, что pt

X'E=O (^-тР1) т е л ь н о , F i ( N ) < F i = 1 , 2 , N > 1 . З а м е н о й ire¬

. тт ременной находим FL(1) = e1 E1(Y). Равенство 
при t — ж. Применяя лемму, получаем аналогич- 1 1 

ное асимптотическое соотношение и на скорость ^ ,-. f ,— , r u 

F2(1)=2(1 — e'y-Y erHV7)) 
сходимости в теореме Биркгофа: 

получаем интегрированием по частям. Вторые 
и (6) см., например, в 

и 
Положим A = supn \ f — j fdХ\, и r(e) = 1 + . 

С в я з ь т а ю щ и е к о н с т а н т ы . А с и м п т о т и ч е - Справедлива следующая теорема. 

Теорема . Пусть (01,Х, { T T } Т - топологи­
чески транзитивный поток Аносова и f - гёльде-
ровская непрерывная функция; тогда для любого 

/ t e—^ e > 0 для введенных выше констант Yt(e) и Ct(e) 
p i = e , p 2 = Vi , Y > 0 . П у с т ь при всех t > 0 справедлива оценка 

— X 2е I e—'x(e)t \ 
Pt' = O ( ] п р и t — ж . (4) неравенства в (5) и (6) см., например, в [12, со-

Vi J отношения 5.1.20 и 7.1.13]. 

константы. Асимптотиче¬
ские соотношения (3) и (4) можно переписать 
в виде неравенств с вполне определёнными кон¬
стантами. Д л я этого нужно получить неравенства, 
уточняющие соотношение (2) леммы для функций 

Ei(x) = [ e-— dt,x> 0, < Ct(e) (1 +
 41+nffi^) e-1^. 

2 f°° —t2^ R Если, кроме того, функция f и поток независимы 2 f ° 2  

erfc(x) = —= e tt dt,x 
- x 
— J , . в смысле Лалли, то для любого e > 0 для введен­

ных выше констант Yx(e) и Cx(e) при всех t > 0 
справедлива оценка Покажем, что для функций p- и p2 выполняются 

неравенства при всех N > 1 : 

1 Г Р - ( Х ) . dx < E-(Y) < ln{1+Г); (5) Р*'2£ < C x ( £ ) -
P - ( N ) J N x ~ K ' V ТУ' 4

 ' ( i + 2 _ y/Yx(e)+2 —V7XT£) \ e —

—

( c ) t 

1 г о P 2 ( x ) V l n r(e)(V Yx(e) + 2+y/7Y~Te))) лД 
' P 2 K x - dx < 2(1 — e1 —-Yerfc(—Y)) < 

x(e)+2 -у<7>Ж) У 
[V

/YX(£) + 2+V<7XJ£)) J 

P2(N) N 
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УДК 514.7 

П Е Р И О Д И Ч Е С К А Я С О С Т А В Л Я Ю Щ А Я Ф И Н И Т Н О Г О С И Г Н А Л А 
В П Р О С Т Р А Н С Т В Е Л Е Б Е Г А 

М. С. Козаченко, В. В. Славский 

P E R I O D I C C O M P O N E N T O F F I N I T E S I G N A L IN T H E L E B E S G U E S P A C E 
M. S. Kozachenko, V. V. Slavsky 

Важной прикладной задачей является спектральный анализ финитных сигналов [1]. Класси¬
ческий подход к решению данной задачи - анализ Фурье и различные его модификации (например 
вейвлет-анализ). Анализ Фурье наиболее приспособлен для исследования сигналов рассматриваемых 
на всей временной оси. Финитные сигналы, определенные на конечном промежутке, при этом при¬
ходится "искусственно" заменять на неограниченные. 

Иногда для исследования сигнала не требуется определения его спектра, а достаточно найти его 
периодическую составляющую. В данной работе предлагается непосредственный прямой вариацион¬
ный метод нахождения периодической составляющей финитных сигналов в пространствах Лебега 
L2 [a, b] ив более общем случае в пространствах Соболева Wp [a, b]. Находится наилучшая в смыс¬
ле норм этих пространств периодическая составляющая. Для конечных цифровых сигналов данный 
алгоритм реализован в системе MatLab. 

Spectral analysis of signals is An important applied problem, in particular the allocation of the periodic 
component. The classical approach to this task solution - Fourier Analysis and its various modifications (such 
as wavelet analysis). Fourier analysis is best suited for the study of signals under consideration for the entire 
time axis. 

The finite signals are defined on a finite interval with the "artificial" must be replaced at no limited. 
In this paper, a direct variational method for studying finite signals in Lebesgue spaces L2 [a, b] and more 
generally in the Sobolev spaces Wp[a,b] . Located in the best sense of the norms of these spaces, the periodic 
component. For finite digital signals, the algorithm is implemented in the MatLab. 

Ключевые слова: периодическая составляющая, спектральный анализ, анализ Фурье, вариаци¬
онный метод, конечный сигнал. 

Keywords: periodic component, spectral analysis, Fourier analysis, variational method, finite signals. 
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1. Периодический конечный сигнал 
из пространства L2[a,b] 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть дано число 0 <T <b — a, 
обозначим через L21 [a,b] С L2 [a,b] векторное 
подпространство функций g G L2 [a, b], таких, 
что g(t) = g(t + T) для почти всех t, при усло­
вии t,t + T G [a,b]. 

Т е о р е м а 1. При условии 0 < T < b — a 
подпространство L2 TT [a,b] С L2 [a,b] Гильбер­
това пространства L2 [a, b] будет замкнутое. 
Доказательство. Введем следующий линейный 

изометричный оператор 

LT g(t)= g(t + T), 

из пространства L2 [a, b] в пространство 
L2[a—T,b—T ]. Тогда условие, что функция g имеет 
период T на отрезке [a, b], примет вид: 

g \ [C'b—T] = L T g \ [a'b—T] . 

Так как оператор LT непрерывен и оператор суже¬
ния функции на отрезок также непрерывен отно¬
сительно нормы пространства L2 [a, b], то данное 
равенство определяет замкнутое подмножество в 
L2 [a, b]. 

В работе решается задача: пусть дана функция 
f G L2 [a, b] и число 0 < T < b — a. Требуется найти 
функцию g G L2'T [a,b] аппроксимирующую наи­
лучшим образом f в пространстве L2 [a, b]. Други¬
ми словами, найти минимум: 

J(T)=min{\\f — g \ \ b 2 { a M : g G L2,T[a,b]} . (1) 
Не ограничивая общности, можно считать, что от¬
резок [a, b] единичный [0, 1]. 

Т е о р е м а 2. Пусть период T принадлежит 
интервалу _ nтогда минимум функциона¬
ла J( T) достигается при следующем выборе пе¬
риодической функции g G L2TT[a,b]: 

( f (t)+LT f (t) + ...+Ln f (t) 

при 0 < t < 1 — nT, 

f (t)+LT f (t) + ...+Ln-1f (t) 
g(t) [О, T ] i^(t) 

где LT f (t) = f (t + T), ^ 
этом минимум равен: 

при 1 — nT < t < T, 
(2) 

LT f (t) = f (t + pT ).При 

J ( T ) = \\f \\L L2[Q '1] — (n+1) 

n 1 

1 
n +1 

2 

L i T f 

i=Q 

L2[Q '1—nT ] 

( 3 ) 

L2[1—nT' T ] 

Так определенную функцию g G L21T [0, 1] будем на­
зывать T-периодической составляющей функции 
f в пространстве L2 [0, 1]. 

Доказательство. Справедливо равенство: 

\ \ f — g\\2L2[Q ,1] 

fT n — 1 р (i+1)T 

= \ f (t) — g(t) \ 2 dt+Y, \ f (t) — g(t) \ 2 dt+ 
Q i = 1 iT 

+ 1 \ f (t) — g(t) \ 2 dt. 
nT 

Начиная со второго интеграла сделаем замены: 

\\f — g\\2L2io,-] = J \f(t) — g(t)\2 dt+ 

n — l ,. T 

+ X / \f (t + iT) — g(t + iT) \2 dt+ 
i=1 Q 

t' 1—nT 

- \ f (t + nT) — g(t + nT) \2 dt = 

Q 

f \ f (t) — g(t) \ 2 dt + W {LT f (t) — g(t)\ 
Q i=1 Q 

t' 1—nT 
+ \Ln f (t) — g(t) \2 dt. 

Q 

dt+ 

Введем обозначения: 

^h(t) 

f1(t) 

f2(t) = 

tp(t), 0 < t < 1 — T 
0, 1 — T < t < T 

0, 0 < t < 1 — T 
i'(t), 1 — T < t < T 

f(t), 0 < t < 1 — nT 
0, 1 — nT < t < T 

0, 0 < t < 1 — nT 

f (t), 1 — nT < t < T ' 
где ip(t) = g(t)\[Q T]. Разбивая все интегралы на 
сумму двух интегралов, кроме последнего, полу-

n — 1 i- T 

I \f(t) — Ф(^)\2 dt + V / \LiTf(t) — ф(а) 
Q Q 

dt+ 

1 nT 

+ \ L? f (t) — Ф(а) \ 2 dt = 

Q 
{•-—ni r T 

\ \ fl(t) — Ф-^) \ 2 dt+ \ f2(t) — ф2^) \ 2 dt+ 
Q 1 nT 

1 nT 

1 nT 

LTf-(t) — Ф-Щ dt+ 

T 1—nT 

R + T 

1 nT 

Выделим отдельно слагаемые, зависящие от Ф¬
и Ф2: 

dt. 

чим: 

n 
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\\f — g\\L L2[Q 1] 
t' 1—nT n—1 ,. 1—nT t' 1—nT 

/ \f-(t) — Ф-а) \ 2 dt+ v / LTf-(t) — Ф-а)\2 dt + \ L?fi(t) — Ф-а) \ 2 dt + 
Q i = 1 Q Q 

+ I \f2(t) — Ф2^) \ 2 dt + V / \LTf2 (t) — Ф2^)\2 dt = J- (Ф-) + J2 (Ф2) . 
1 nT i = 1 1 nT 

Так как функции Ф- и Ф2 можно независимо Соответственно получим: 
выбирать, то 

illf л, \ \ f — g\\\2L2 [Q ,1] = i n f J - ( Ф - ) + i n f J2 (ф2) . 

В любом евклидовом пространстве для произволь¬
ной системы векторов {vi}i=- p выполняется ра¬
венство: 

ш J- (Ф-) = ̂ 2 \\LTf 
i=Q 

T f 1 L2[Q 1 nT] 

n +1 L i T f 1 
i=Q L2[Q 1 nT] 

inf J2 (Ф2) = Y \\LT f2\ 

p 

£ 
i=1 

p

 2
 p

 2
 p

 2  

£ \Vi — x \ =Y, \vi\ — 2 Y J

( v i , x ) + p \ x \ 
i=1 

=p 

i=1 i= 

\x\2 — 2 (x, p g v ^ j + 
1 p 

p £ v i 
i=1 

1 
n 

n 1 

Y L T f2 

L2[1 nT T] 

2 

i=Q L2[1 nT T] 

p £ v i 
i=1 

1 p 
x — p £ v i 

i=1 

Следовательно, 

p 

I 
i=1 

p 

+ £ \ vi \2 = 
g e C ^ Q ,1]\\f — g\\L2[Q '1]=T, \ \ L T

 fl\\2L2{Q -—nT] 

i=Q 

+ £ \ vi \ 2 — p 
i= 

p 

v i 
i= 

1 
n +1 

+ Y \\LTf2\\L2[1—nT,T] " 

i=Q 

L i T f + 
n 1 

L2[Q 1 nT] 
2 

Y L T f2 
i=Q L2[1—nT' T ] 

INFY \ vi — x \ 2 = Y \ vi \ 2 

i=1 i=1 i=1 

Инфимум достигается при 

и инфимум достигается при х = - Ё vi. Применяя 
p i=1 

это равенство к J- (Ф-) и J2 (Ф2), получим: 

Фа) = { 

( f (t)+LT f (t) + ...+Ln f (t) 
n+1

 , 

при 0 < t < 1 — nT 
f (t)+LT f (t) + . . . + L n - 1 f (t) 

n , 

при 1 — nT < t < T 

J1 (Ф1) = (n+1) Ф1 

+ Y \LT f-\ 

n+1 

1 

L i T f 

i=Q 

Так как 

+ 

i=Q L2[Q '1—nT] n +1 

L2[Q 1 nT] 
2 

Y\\LT F 

n 1 
12 + Y \LT f "2 T f 1 L2[Q 1 nT] T f2\\L2[1—nT' T ] 

L i T f 1 
i=Q L2 [Q'l—nT] = \ \ f \\2L2[Q ,1] , 

то получим окончательно формулу (3) теоремы. 

З А М Е Ч А Н И Е 1. При T = ? получим равенства: 

J2 (Ф2) 
n 1 

Ф2 L i T f 

n 1 

+ Y \LTf2\ 
i=Q 

L2[1 nT T] 

i=Q 

1 
n 

+ 
n 1 

L2[1 nT T] 
2 

Y LT f2 
i=Q L2[1 nT T] 

f (t) + LT f (t) + ... +L?—1f (t) 

L2[Q 1] 

n 1 
L i T f 

i=Q 

0<t< 

L2[Q, П ] 

1 

1 

1 
p 

1 

1 n n n 
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З А М Е Ч А Н И Е 2 . При 0.5 < T < 1 получим ра¬
венства: 

( f (t)+LT f (t) 

фШ = <^ 2 , 

f(t) 
1 

при 0 < t < 1 — T 
при 1 — T < t < T 

J(T) = 2 \\f — LTf\\L L2[Q 1 T] 

l—T 
1 j \ f (t) — f (t + T) \2 dt. 

З А М Е Ч А Н И Е 3 . Сумма 

1 
n+1 

L i T f 

i=Q [Q 1 nT] 

представляет собой усреднение функции f по 
(n + 1) интервалам: 

h = [0,1 — nT] U [T, 1 — (n — 1)T] U---U [nT, 1] = 

Un=QLT [0,1 — nT ]. 

Аналогично, сумма 

L i T f 

[1 nT T] 

представляет собой усреднение функции f по n ин¬
тервалам: 

I2 [1 — nT, T] U [1 — (n — 1)T, 2T] U---U [1 — T, nT] 

= U?--LT[1 — nT, T]. 

На рисунке 1 изображены интервалы множеств I-
и I2 при n = 2, 3 <T < - . 

1-2Т 2Т 

О 1/3 1/2 2/3 1 
Рис. 1. Множества I- и I2 

Таким образом, функция g получается из 
функции f заменой на усредненное значение на 
интервалах множества I1 и аналогично на ин¬
тервалах множества I2. Соответственно величины 

inf,,p1 J- (ф-), inf^2 J2 (Ф2) равны дисперсиям дан¬
ных усреднений функции f. 

З А М Е Ч А Н И Е 4. Д л я любого 0 < T < 1 спра¬
ведливо равенство: 

/ f (t)dt = f f (t)dt + / f (t)dt = f g(t)dt, 
•JQ J i i J12 JQ 

где g G L T [0,1] - T-периодическая составляющая 
функции f. 

З А М Е Ч А Н И Е 5. Справедливы неравенства 

0 < J(T) < D[f], при 0 < T < 1, 

где D[f] дисперсия функции 

D[f] = f [f (t) — M[f]f dt, M[f] = f f (t)dt. 
Q Q 

Кроме того, верно limTJ(T) = D[f], 
limT^1 J (T) = 0. 

З А М Е Ч А Н И Е 6. Д л я любого натурального 
m G N из определения J(T) следует свойство: 

J(T) > J(mT), при условии mT G [0,1] . 

Более общее свойство. Пусть nT, mT G [0, 1], тогда 

J (pT) > max {J (nT), J (mT)} , 

где p = GCD(n, m) - наибольший общий делитель 
n и m. 

1.1. Ч и с л е н н о е н а х о ж д е н и е ф у н к ц и и J(T) 

При численном решении последовательно исполь¬
зуется формула (3) для нахождения функции J(T) 
на интервалах n++- < T < ?, при n = p,p — 
1,... ,1. В итоге получается функция J(T) на от¬
резке 

p + i , 1 

П Р И М Е Р 1. Пусть f (t) = sin(3-2-t + 1), t G [0,1] 
- периодическая функция с периодом T = 3. На 
рисунке 2 изображены графики функций f(t) и 
J(T). На графике виден период T = 3 и кратные 
ему. Дисперсия D[f] = 0.5. 

2 

1 

n 
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Рис. 2. Функция J(T) для функции f (t) = sin(3 • 2nt + 1), t G [0,1] 

П Р И М Е Р 2. На рисунке 3 изображен график следние 300 лет и функции J(T). На графике хо-
временного ряда f( t) солнечной активности за по- рошо виден 11-летний цикл и его кратные. 

1900 

Рис. 3. Функция J(T) для временного ряда солнечной активности 

П Р И М Е Р 3. На рисунке 4 изображен график T- ~ 1.2 (второй локальный минимум функции 
вейвлета Морли f (t) и функции J(T). На графи- J(t) соответствует удвоенному периоду 2TQ). 
ке видно существование нетривиального периода 

0.4 0.6 

Рис. 4. Функция J(T) для вейвлета Морли 

2. Заключение 

Вариационный подход к изучению финитных сиг¬
налов можно использовать и для других функцио¬
нальных пространств [2,3]. В заключение сформу¬
лируем аналогичный результат для пространства 
Соболева Wp[0,1]. 

Т е о р е м а 3. Пусть период T принадлежит 
интервалу [ ; n], тогда минимум функциона¬
ла J( T) достигается при следующем выборе пе-
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риодической функции g G W2p [0,1]: 

( f (t)+LT f (t) + ...+Ln f (t) 

g(t)\ [0,T ] 
ф(г) 

n+1 + 
при 0 < t < 1 — nT, 

\ f(t)+LTf(t) + ...+Ln-1f(t) + z2(t) 

при 1 — nT < t < T, 

где функции LTf(t) = f(t + T),..., LTf(t) = 
= f(t + UT). Функции zi(t) и z2(t) удовлетворя­
ют линейному дифференциальному уравнению 

z(2p)(t) — z(2p-2)(t) + ... ± z(t) = 0, 

соответственно на отрезках 0 < t < 1 — nT и 
1 — nT < t < T. Каждая из функций zi(t) и z2(t) 
линейно зависит от 2p параметров, которые вы­
бираются так, чтобы ф G Wp[0,T], функция ф 
на отрезке [0, T] была периодична периода T и до­
ставляла минимум (1). 

З А М Е Ч А Н И Е 1. Доказательство теоремы 3 ана­
логично доказательству теоремы 2 с использова­
нием формулы интегрирования по частям. 

З А М Е Ч А Н И Е 2. Аналогично (1) можно сфор­
мулировать более простую вариационную задачу 
в пространстве Соболева W2 1 [a, b]: 

J i ( T ) = m i n { \ \ f 1 — g\\L2[aM: g G L2,T[a,b]} , (4) 

где f G W1 [a, b]. Решением будет служить пе¬
риодическая составляющая f вместе с линейным 
трендом. 

Представленный в работе численный алгоритм 
может быть использован при построении матема¬
тического аппарата обработки сигналов, применен 
при создании автоматизированных систем цифро¬
вой обработки сигналов. 
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Н А Ч А Л Ь Н О - К Р А Е В А Я З А Д А Ч А Д Л Я Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О У Р А В Н Е Н И Я 
Ч Е Т В Е Р Т О Г О П О Р Я Д К А 

И. О. Коркина, Н. А. Чуешева 

INITIAL B O U N D A R Y V A L U E P R O B L E M F O R D I F F E R E N T I A L E Q U A T I O N F O U R H T 
O R D E R 

I. O. Korkina, N. A. Chuesheva 

Исследованием разрешимости краевых задач для уравнений четвертого порядка занимаются мно­
гие математики в России и за рубежом. Данная работа посвящена исследованию 5 краевых задач 
для одного уравнения четвертого порядка. Регулярное решение одной краевой задачи для дифферен¬
циального уравнения с частными производными четвертого порядка существует и единственно. 
Построены примеры неустойчивости решений трех других краевых задач для этого уравнения. По­
строен пример решения одной краевой задачи для этого уравнения, такой, что при аналитических 
коэффициентах и аналитической правой части данного уравнения решение не будет принадлежать 
пространству С. Л. Соболева HA,1(D). 

Investigation solvability boundary value problem for differential equation fourth order be occupied with 
many mathematicians in Russia and in abroad. This paper devoted investigation five boundary value problems 
for one equation fourth order. Regular solution one boundary value problem for differential equation with 
partial derivative fourth order exist and uniquely. Examples non stability solutions for three other boundary 
value problem for this equation are constructed. Example solution one boundary value problem for this 
equation is constructed, such that under condition analyticity coeffificients and analytic on the right-hand 
side given equation, but solution is not belong Sobolev's space H4,1(D). 

Ключевые слова: краевая задача, дифференциальное уравнение с частными производными чет­
вертого порядка, существование решения, единственность решения, пространство С. Л . Соболева, кор¬
ректная постановка задачи, устойчивость решения. 
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Keywords: Boundary value problem, differential equation with partial derivative fourth order, existence 
solution, uniquely solution, correct statement problem and stability solution. The Sobolev's spaces. 

В работе [3] (V. A . Galahtionov) изучаются ло¬
кальные свойства и асимптотика решений задачи 
Коши и задачи со свободной границей для уравне¬
ния ut + uxxxx + \u\p-1u = 0 в R x R+ с p < 1. 

В работе [4] ( Muhammad Usman, Bingyu 
Zhang) показано, что если n-периодическая функ¬
ция малой амплитуды, то решение задачи 
u t + ux + u u x x + uxxxx 0 0 , 

u(0,t) = n(t), t > 0, ux(1,t) = 0, u(1,t) = 0 
становится в конце концов периодическим. 

В работе [5] ( Yusif A . Mamedov, Saleh Z. 
Akhmedov) о решении смешанной задачи для 
уравнения четвертого порядка с разрывным ко¬
эффициентом найдено решение смешанной задачи 
для уравнения: 

du д4 u 32u 
at = p ( x ) дъ4 + q ( x ) ax*, 0 < x < 1 , t > 0 

в виде контурного интеграла. 

В данной работе рассматривается несколько 
начально-краевых задач для одного дифференци¬
ального уравнения с частными производными чет¬
вертого порядка. Нужно найти начально-краевые 
условия, при которых поставленная задача будет 
корректной. Привести примеры начально-краевых 
условий, при которых поставленная задача будет 
некорректной. 

З а д а ч а 1. В области D = {(x,t) G R2, 
x G (0,1), t G (0,1)} рассмотрим уравнение 

k(t)ut +uxxxx +c(x, t)uxxx +b(x, t)uxx + 

+a(x,t)ux+d(x,t)u = f (x,t) (1) 

с начальным условием 

u\t=o = 0 (2) 

и краевыми условиями 

u \ x=0, x=1 = 0 , ux\x=0,x=1 = 0 . ( 3 ) 

Введём некоторые обозначения. Через CL обо­
значим класс функций из пространства С°° (D) , 
удовлетворяющих начально-краевым условиям 
(2),(3). Через H4,1(D) обозначим пространство, 
полученное замыканием пространства CL по нор¬
ме 

\ \ u \ \ H 4 , 1 ( D ) = 

= { j ^ + ux + u 2 + u2xx + u2xxx + u2xxxx) . 

Л е м м а 1. Пусть правая часть уравнения (1) 

f(x, t) G L (D). Пусть для коэффициентов урав¬
нения (1) выполнены условия: 

1) k(t) G С3[0, 1], c(x,t), b(x,t), a(x,t), 
d(x,t) G С3(D). 
2) Пусть существуют вещественные постоян­
ные X, 61, §2, такие, что 
—Xk(t) — kt(t) — ax(x,t) + bxx(x,t) — Cxxx(x,t) + 
+ 2d(x,t) > 61 > 0, (x,t) G D; 
3) —2b(x,t) + 3cx(x,t) > 62 > 0, (x,t) G D; 
4) k(1) < 0. 
Тогда для решения задачи (1), (2) верна априорная 
оценка: 

M l 2 j + \ \ u x \ \ l 2 j + \\uxx\\l2(D) < C1\\f \\l2(D)-

Доказательство. Умножим скалярно уравне¬
ние (1) на функцию u(x, t)ext и проинтегрируем по 
частям. 

З А М Е Ч А Н И Е . Из леммы 1 следует, что функ­
ции u(x,t), uxx(x,t), ux(x,t) G L2D). Тогда урав¬
нение (1) можно переписать в виде: 

k ( t ) u t + uxxxx + c ( x , t ) u x x x 

= —b(x,t)uxx —a(x,t)ux — d(x,t)u+f (x,t) = f1(x,t), 

где f1(x,t) G L2D). 
Л е м м а 2. Пусть правая часть уравнения (1) 

f(x, t) G L2(D). Пусть для коэффициентов урав¬
нения (1) выполнены все условия леммы 1 и сле¬
дующие условия: 
5) c(0,t) < 0, c(1,t) < 0, cx(x,t) < 0, (x,t) G D. 
Тогда для решения задачи (1), (2), (3) верна апри¬
орная оценка: 

\ \ u x x x \ \ L 2 ( D ) + \ \ u x x x x \ \ 2 L 2 (D) < C 2 \ \ \ f 1 \ \ \ 2 L 2 ( D ) . 

Доказательство. Умножим скалярно уравне¬
ние (1) на функцию uxxxx(x, t) и проинтегрируем 
по частям. 

З А М Е Ч А Н И Е . Из леммы 1, леммы 2 и уравне¬
ния (1) следует, что функция ut(x, t) G L2(D). 
Следовательно, для решения задачи (1), (2), (3) 
будет верна априорная оценка: 

\\u\\2

m,i(D) < С\\f \\2L2(D). 

Т е о р е м а е д и н с т в е н н о с т и . Пусть правая 
часть уравнения (1) f(x, t) G L2(D). Пусть для 
коэффициентов уравнения (1) выполнены условия: 
1) k(t) G_ С3[0, 1], c(x,t), b(x,t), a(x,t), 
d(x,t) G C3(D). 
2) Пусть существуют вещественные постоян¬
ные X, 61 , 62, такие, что 
—Xk(t) — kt(t) — ax(x,t) + bxx(x,t) — cxxx(x,t) + 
+ 2d(x,t) > 61 > 0, (x,t) G D; _ 
3) —2b(x,t) + 3cx(x,t) > 62 > 0, (x,t) G D; 
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4) k(1) < 0; _ 

5) c(0,t) < 0, c(1,t) < 0, cx(x,t) < 0, (x,t) £ D. 
Тогда решение задачи (1), (2), (3) из простран­
ства H4'l(D) единственно. 

Т е о р е м а с у щ е с т в о в а н и я . Пусть правая 
часть уравнения (1) f(x,t) £ L2D). Пусть для 
коэффициентов уравнения (1) выполнены условия: 
1) k(t) £ _C3[0,1], c(x,t), b(x,t), a(x,t), 
d(x,t) £ C3(D). 
2) Пусть существуют вещественные постоян­
ные X, Si, 62, такие, что: 
-Xk(t) - kt(t) - ax(x,t) + bxx(x,t) - cxxx(x,t) + 
+ 2d(x,t) > Si > 0, (x,t) £ D; _ 
3) -2b(x,t) + 3cx(x,t) > S2 > 0, (x,t) £ D; 
4) k(1) < 0; _ 
5) c(0,t) < 0, c(1,t) < 0, cx(x,t) < 0, (x,t) £ D. 
Тогда решение задачи (1), (2), (3) из простран¬
ства H4'l(D) существует. 

Доказательство. Доказывать существование 
решения задачи (1), (2), (3) будем методом Галер-
кина с выбором специального базиса. То есть при­
ближенное решение этой задачи ищем в виде 

m 

Um(x,t) =Y 9im(t)Wi (x), 
i=l 

где wi(x)- собственные функции следующей зада­
чи: 

PWi (x,t) = Wixxxx(x) = Xi wi(x), i =1, 2, 

Wi (x)\x=0, x=i = 0 WixXx)\x=0, x=i = 0 . 

В [1] показано, что в пространстве С. Л. Соболева 
W^(0,1) существует счетная полная система соб­
ственных функций оператора P. 

Коэффициенты gim(t) найдем из системы диф¬
ференциальных уравнений первого порядка: 

( k ( t ) u m t + umxxxx + c ( x , t ) u m x x x + b ( x , t ) u m x x + 

+a(x,t)umx + d(x,t)um,wj ) = (f (x,t),wj ) , 
j = 1 , 2 2 , ...,m., 
с начальным условием gim(t)\t=0 = 0. 

i 
Здесь скалярное произведение (.,.) = f . • .dx. 

0 
Аналогично, как в лемме (1), можно получить 

равномерную по m априорную оценку приближен¬
ного решения поставленной задачи. 

Затем, заменяя wj(x) на j-wjxxxx(x), анало¬
гично как в лемме 2, можно получить равномер¬
ную по m априорную оценку приближенного ре¬
шения задачи (1), (2), (3). Следовательно, будет 
верна равномерная по m априорная оценка при¬
ближенного решения задачи (1), (2), (3) 

Н м тНя4,1( ,0) < C\\f\\L2'D), 

из которой следует, что из семейства функ¬
ций {um(x,t)} можно выделить такую под­
последовательность функций {u^(x,t)}, что 
uti(x,t) — u(x,t), при л — 0, слабо в HA'l(D). 

Предельная функция будет слабым решением 
поставленной задачи (1), (2), (3). 

Приведем примеры некорректных постановок 
других начально-краевых условий для уравнения 
(1). 

З а д а ч а 2. В области D = {(x,t) £ R2, 
x £ (0,п), t £ (0,1)} рассмотрим модельное урав¬
нение 
(k(t) = -1, c(x,t) = b(x,t) = a(x,t) = d(x,t) = 0) : 

-u't + <xxx = 0 (4) 

с начальным условием 

un\t=o = ™ (5) 

и краевыми условиями 

u " \ x = 0 , x = n = 0 , < x \ x = 0 , x = n = 0 . ( 6 ) 

Решением задачи (4), (5), (6) будет функция 

ent sm nx 
u ( x , t ) 5 , 

которая показывает, что нулевое решение этой за¬
дачи неустойчивое. 

З а д а ч а 3. В области D = {(x,t) £ R2, 
x £ (0,n), t £ (0,1)} рассмотрим модельное урав¬
нение 

( k ( t) = - 1 , c( x, t) = b( x, t) = a( x, t) = d( x, t) = 0): 

- u n + <xxx =0 ( 7 ) 

с начальным условием 

n , cos nx , . 
un\t=o = -П5Г~ ( 8 ) 

и краевыми условиями 

ux:\x=0, x=n = 0 ux:xx\x=0, x=n = 0 . ( 9 ) 

Решением задачи (7), (8), (9) будет функция 

n en
 t cos nx 

u ( x , t ) 5 , 

n5 

которая показывает, что нулевое решение этой за¬
дачи неустойчивое. 

З а д а ч а 4. В области D = {(x,t) £ R2, 
x £ (0, П), t £ (0,1)} рассмотрим модельное урав¬
нение 

( k ( t) = - 1 , c( x, t) = b( x, t) = a( x, t) = d( x, t) = 0): 

-un

t + Kxxx =0 (10) 

с начальным условием 

un\t=0 = S ^ ^ 2 n ^ (11) 
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и краевыми условиями 

un\x=0 = 0, <\x= n = 0, Kx]x=0 = 0, Kxxl= 2 = 0. 

(12) 
Решением задачи (10), (11), (12) будет функция 

n ( )= e(2n-i)it sin(2n - 1)x 
u ( x , t ) 5 , 

n5 

которая показывает, что нулевое решение этой за¬
дачи неустойчивое. 

З а д а ч а 5. В области D = {(x,t) £ R2, 
x £ (0,n), t £ (0,1)} рассмотрим уравнение 

3 

(1 -t)ut + uxxxx + a(x, t)uxxx - uxx + a(x, t)ux - 2u = 

= - 2 sin x (13) 

с начальным условием 

u\t=0 = 0 (14) 

и краевыми условиями 

u\x=0, x=n = 0 uxx\x=0, x=n = 0 . ( 1 5 ) 

Пусть a(x, t)- аналитическая функция. Решением 
этой задачи будет функция 

u(x, t) = (л/1 - t - 1) sin x. (16) 

Коэффициенты и правая часть уравнения (13) -
аналитические функции, но решение (16) задачи 

(13), (14),(15) не принадлежит классу функций 
H 4,i(D). 
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УДК 517. 95 

К Р А Е В А Я З А Д А Ч А Д Л Я Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О У Р А В Н Е Н И Я Ч Е Т В Е Р Т О Г О 
П О Р Я Д К А 

Е. В. Максимова, Н. А. Чуешева 

B O U N D A R Y V A L U E P R O B L E M F O R D I F F E R E N T I A L E Q U A T I O N F O U R H T O R D E R 
E. V. Maksimova, N.A. Chuesheva 

Исследованием разрешимости краевых задач для уравнений четвертого порядка занимаются мно¬
гие математики в России и за рубежом. Данная работа посвящена исследованию 3 краевых задач 
для одного уравнения четвертого порядка. Регулярное решение одной краевой задачи для дифферен¬
циального уравнения с частными производными четвертого порядка существует и единственно. 
Построены примеры не единственности решений двух других краевых задач для этого уравнения. 

Investigation solvability boundary value problem for differential equation fourth order be occupied with 
many mathematicians in Russia and in abroad. This paper devoted investigation three boundary value problem 
for one equation fourth order. Regular solution one boundary value problem for differential equation with 
partial derivative fourth order exist and uniquely. Constructed examples non uniquely solutions for two other 
boundary value problem for this equation. 

Ключевые слова: краевая задача, дифференциальное уравнение с частными производными чет¬
вертого порядка, существование решения, единственность решения, корректная постановка задачи. 

Keywords: Boundary value problem, differential equation with partial derivative fourth order, existence 
solution, uniquely solution, correct statement problem. 
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В последние годы вопросам разрешимости 
краевых задач для дифференциальных уравнений 
высокого порядка были посвящены много работ. 

Например, в работе [1] ( Д. Аманова ) рас¬
сматривалось следующее уравнение: 
utt + sgn t uxxxx = f (x, t). 

В работе [5] ( Ж . А. Отаровой ) рассматрива¬
лась краевая задача для уравнения 

utt + uxxxx = f (x,t). 

Получены условия самосопряженности, при ко¬
торых соответствующая задача имеет точечный 
спектр. 

В работе [2] ( Д. Аманова, Ж . А. Отаровой) 
изучается самосопряженная краевая задача для 
уравнения utt +uxxxx = f (x,t). Получены условия 
регулярной, сильной и почти всюду разрешимости 

этой задачи. 
В статье [7] ( Yan Ding Wang) исследованы во¬

просы существования, единственности и разруше¬
ния решений начально-краевой задачи для нели¬
нейного уравнения: 

utt - uxx + auxxxx - buxxtt = (g(ux))x , 

0 <x <l, 0 <t <T. 

В данной работе рассматривается дифферен¬
циальное уравнение с частными производными 
четвертого порядка. Нужно найти краевые усло¬
вия, при которых поставленная задача будет кор¬
ректной. Привести примеры краевых условий, при 
которых поставленная задача будет некорректной. 

З а д а ч а 1. В области D = {(x,t) £ R2, 
x £ (0, 1), t £ (0, 1)} рассмотрим уравнение 

utt - uxxxx + auxxx + buxx + cux + du + eut = f (x, t) (1) 

с граничными условиями 

u \ t = 0 , t = i = 0 , u\x=0,x=i = 0 , ux\x=0,x=i = 0 . ( 2 ) 

Введём некоторые обозначения. Через CL обо- H4'2(D) обозначим пространство, полученное за-
значим класс функций из пространства C°°(D), мыканием пространства CL по норме: 
удовлетворяющих граничным условиям (2). Через 

\ \ U \ \ H 4 , 2 ( D ) = ( J { U 2 + U X + U 2 + U L + U L + U L X X + U L X T + U I X X ^ D D 

1 
2 

Л е м м а 1. Пусть правая часть уравнения (1) 
f(x, t) £ L (D). Пусть для коэффициентов урав¬
нения (1) выполнены условия: 
1) b > 0; 2) j228 - d > 6 > 0. Тогда для решения 
задачи (1), (2) верна априорная оценка: 

\\u\\l2{D) + \\ut\\2L2{D) + \\uxx\\2L2{D) < C\\f\\12{D)-

З а м е ч а н и е . Из леммы 1 следует, что функции 
u(x, t), uxx(x, t), ut(x, t) £ L2(D). Тогда уравнение 
(1) можно переписать в виде: 

u t t uxxxx + auxxx (3) 

= f(x,t) - buxx - cux - du - eut = fi(x,t), 

где fi(x,t) £ L2(D). 

Л е м м а 2. Пусть правая часть уравнения (1) 
f(x, t) £ L2(D). Пусть для коэффициентов урав¬
нения (1) выполнены условия: 
1) a > 0, b > 0; 2) - d > 6 > 0. Тогда для 
решения задачи (1), (2) верны априорные оценки: 

\\utxx\\L2(D) + \\uxxxx\\L2(D) < 4 \ \ f l \ \ \ L 2 ( D ) . 

\\utt\\l2 (D) < \ \ h \ \ l 2 { D Y 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1 и леммы 2 прово¬
дится методом интегрирования по частям с при¬
менением мультипликативных неравенств. 

Т е о р е м а е д и н с т в е н н о с т и . Пусть правая 
часть уравнения (1) f(x, t) £ L2(D). Пусть для 
коэффициентов уравнения (1) выполнены условия: 
1) a > 0, b > 0; 2) - d > 6 > 0. Тогда ре­
шение задачи (1), (2) из пространства H4'2(D) 
единственно. 

З а д а ч а 2. В области D = {(x, t) £ R2, 
x £ (0,п), t £ (0,п)} рассмотрим уравнение 

utt - uxxxx + auxxx + buxx + aux + (b + 2)u = 0. (4) 

с граничными условиями 

u \ t = 0 , t=n = ( 0 , 

u\x=0, x=n = 0 ( 5 )  

u x x \ x = 0 , x=n = 0 . 
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Решение поставленной задачи будет не единствен­
ным. Помимо нулевого решения этой задачи, нену­
левая в этой области функция u(x,y) = sin t sin x 
удовлетворяет краевым условиям (5) и уравнению 
(4). 

З а д а ч а 3. В области D = {(x,t) G В2, 
x G (0,7г), t G (0, п)} рассмотрим уравнение 

utt - Uxxxx + auxxx + buxx + aux + (b + 2)u = 0. (6) 

с граничными условиями 

u\t=0, t=n 
ux\x=0, x= 

uxxx\x=0, 

0, 
0, (7) 

0. 

Решение поставленной задачи будет не единствен¬
ным. Помимо нулевого решения этой задачи, нену¬
левая в этой области функция 

u(x,y) = sin t cos x 

удовлетворяет краевым условиям (7) и уравнению 
(6). 

Т е о р е м а с у щ е с т в о в а н и я . Пусть правая 
часть уравнения (1) f(x,t) G L2(D). Пусть для 
коэффициентов уравнения (1) выполнены условия: 

2) d > S > 0. Тогда ре-1) a > 0, b > 0; ^ / 1 2 8 
шение задачи (1), (2) из пространства H4'2(D) 
существует. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказывать существование 
решения задачи (1), (2) будем методом Галеркина 
с выбором специального базиса. То есть прибли­
женное решение этой задачи ищем в виде 

um(x,t) = X gimWi (x,t), 
i = i 

где wi(x,t)— собственные функции следующей за¬
дачи: 

PWi(x,t) = Witt(x,t) — Wixxxx(x,t) = XiWi(x,t), 

w i ( x , t ) \ 

Wi(x,t)\, 
on. + \ 

t=0, t=1 = 0 ,  

x=0, x=1 = 0 , 

i -
(x,t)\x=0, x=1 

1, 2,.... 
0. 

В [2] показано, что в пространстве H4'2(D) суще­
ствует счетная полная система собственных функ­
ций оператора P. Коэффициенты gim находятся из 
системы алгебраических уравнений: 

( u m t t umxxxx + a u m x x x + b u m x x + c u m x + d u m + e u m t , Wj) ( f ( x , t ) , Wj ) , j 1 , 2 2 , m . 

Аналогично, как в леммах, можно получить 
равномерные по m оценки. Тогда из семейства 
функций {um(x, t)} можно выделить такую под¬
последовательность, что um(x,t) — u(x,t) слабо в 
пространстве H4'2(D). Предельная функция будет 
слабым решением поставленной задачи. 
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УДК 517.518.34 + 517.537.3 

О Н А Х О Ж Д Е Н И И Г Р А Н И Ц Р И С С А С П Л А Й Н - Б А З И С А С П О М О Щ Ь Ю 
Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Ч Е С К И Х П О Л И Н О М О В 

Е. В. Мищенко 

D E T E R M I N A T I O N O F RIESZ B O U N D S F O R S P L I N E BASIS W I T H T H E U S E O F 
T R I G O N O M E T R I C P O L Y N O M I A L S 

E. V. Mishchenko 

При нахождении верхней и нижней границы Рисса для B-сплайна произвольного порядка m мы 
приходим к необходимости анализа функциональных рядов вида^°°=—оо (x—j)2m . Показано, что сум¬
ма указанного ряда представляет собой отношение тригонометрических полиномов определенного 
вида. Доказаны свойства полиномов, с помощью которых устанавливаются границы Рисса. Одним 
из приложений полученных результатов являются формулы для нахождения сумм некоторых сте¬
пенных рядов. 

The problem on determination of the upper and lower Riesz bounds for the m-th order B-spline basis is 
reduced to analysis of the series 

Т.7=-оо (x-j)2m . It is shown that the sum of the series is a ratio of certain 
trigonometric polynomials. Some properties of these polynomials which help to determine the Riesz bounds 
are established. The results of the work are applied in the theory of series to find sums of some power series 
which go back to L. Euler. 

Ключевые слова: B-сплайны, базис Рисса, верхняя и нижняя границы Рисса, тригонометриче¬
ские полиномы, степенные ряды. 

Keywords: B-splines, Riesz basis, upper and lower Riesz bounds, trigonometric polynomials, power 
series, Bernoulli and Euler numbers. 
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проекта 2.1.1/4591) и междисциплинарного интеграционного проекта СО Р А Н 2009-2011 (номер проекта 91). 

1. Введение 

Согласно определению (см., например, [1]), семей¬
ство функций {fk(x), k 1, 2, ... } образует базис 
Рисса (или безусловный базис) в некотором гиль¬
бертовом пространстве H, если 

1) линейная оболочка {fk (x), k = 1, 2,... } яв­
ляется плотной в H; 

2) существуют две константы 0 < A , B < ж , 
называемые соответственно нижней и верхней гра¬
ницей Рисса, такие, что для любой последователь¬
ности {ck} G l2 почти всюду выполняются нера¬
венства: 

оо оо оо 
A - ] Г Ы 2 <\\J2 ckfk (.)\\2н < B -J2\ck\2. 

k=1 k=1 k=1 

Второе свойство также называют условием Рисса. 
Вопрос о базисе Рисса возникает, например, 

в теории вейвлетов при построении так называ¬
емого кратномасштабного анализа пространства 
L2, другими словами, цепочки вложенных друг в 
друг подпространств ... С V - i С Vo С Vi С .. 
удовлетворяющих некоторому набору требований. 
Одним из них является существование функции 
4>(x) из Vo, семейство сдвигов которой 

{ф(- — k),k G Z} (1) 

образует базис Рисса в Vo. В соответствии с при¬
веденным выше определением, необходимо уста¬
новить два свойства рассматриваемого семейства 
(1): 
1') является ли линейная оболочка {ф(- — к), k G Z} 
плотной в Vo; 
2') существуют ли две константы 0 < A, B < ж 
(нижняя и верхняя границы Рисса), такие, что для 
любой последовательности {ck} G l2 почти всюду 
верно: 

о о о 

А - ] г \ck\2 <\\J2 ckФ(-т2

Ъ2 < в . ] г \ck\2. 
k= — o k= — o k = — o 

Известна теорема [2], устанавливающая экви¬
валентность между условием Рисса и свойствами 
преобразования Фурье функции ф в пространстве 
L2. 

Т е о р е м а 1. Для любой функции ф G L2 и 
констант 0 < A < B < ж следующие два утвер¬
ждения эквивалентны: 
(i) множество {ф(. — k), k G Z} удовлетворяет 
условию Рисса с константами 2пА, 2nB, 
(ii) преобразование Фурье ф(£) = -j= J e—ix^ф(x)dx 

R 
удовлетворяет неравенству 

о 

A < J2 + 2nk)\2 < B (2) 
k= — <oo 

почти всюду. 
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В настоящей работе мы установим свойство 2. Получение представлений для ря-
(ii) для семейства вида (1), в котором в качестве 1 
функции ф выступает B-сплайн порядка m. К а к д а . ̂  (x—j)2m  

будет показано ниже, для преобразования Фурье j 

Bm сплайна порядка m верна следующая форму¬
ла: 1 m = Т е о р е м а 2. Для рядов вида У? ( _ Л 2 т 

j= о 

1 , 2, . . . , справедливы следующие представления: 

J2 \Bm(£ + 2nk)\2 = ~ 1 = n2(m+1) Sm(sin2 nx) ( 

1^ (x — j)2(m+1) = (2m +1)\sin2m+2 пx, ( 5 ) k= о 

sin2(m+1)(£/2 + nk) ° 1 
2n (£/2 + nk)2(m+1)' ^ 1 = n 2 ( m + 1 ) Cm(cos2 nx) 

( 1) (x — j ) 2 ( m + 1 ) (2m — cos2 nx)m+1' 

(6) 
Таким образом, вопрос о нахождении верхней и в к о т о р ы х ф у н к ц и и Sm и Cm я в л я ю т с я п о л и н о -

нижней границ Рисса сплайн-базиса можно све- м а м и с т е п е н и m , т . е . 

сти к нахождению равномерных оценок сверху m m 
и с н и з у н а и н т е р в а л е с х о д и м о с т и д л я р я д а в и д а Sm(x) = smxk (7) и Cm(x) = Y cmxk , (8), 

j=Eoo
 , m = 1 , 2 , . . . . k=0 k=0 

И а коэффициенты s" и c"" в формулах (7), (8) на¬
, К. Чуи k k  

ходятся из рекуррентных соотношений, причем 
приводит формулу: m 

все ck

m в формуле (8) являются положительны¬
ми. Формулы для нахождения коэффициентов sm 

Е 1 = 1 d2m—1 имеют вид: 
(x + nk)2m = — (2m — 1)! dx2m—1 C g x .

 0 

k=—oo^ T > y > s0 = 1, sm+1 = sm(2m + 3)(2m + 2) = (2m + 3)!, 
ГЛ l s

m+1 = _As

m = (-A)m+1 

Отмечая, что полученная формула - явная и слу- sm+i ~ 4 s m ~ ^ ^) , 

ж и т инструментом для нахождения границ Рисса, m+\ 
К. Чуи [2, стр. 150] считает тем не менее ее слиш- s k = 

к о м с л о ж н о й в п р и м е н е н и и д л я б о л ь ш и х з н а ч е н и й =(2m + 3 — 2k)(2m + 2 — 2k) s" — 4(m + 2 — kfs—, 
m . (9) 

Между тем, в [3] замечено, что из известной если 0 < k < m + 1, m = 0, 1, 2, . . . ; коэффициенты 
формулы ck

m, 0 < k < m + 1, m = 0, 1, 2, . . . находятся из 
следующих соотношений: 

о 1 2 

(x — j)2 sin2 x x j = — o° m+1 cm+1 = 4c

m = 4m+1 

m 

можно вывести более общие выражения cm+i = (2k + 2)(2k + 1)cm + 

0 0 1 1 d,2m—2 n2 +(8k(m+1 — k)+2(m+1 + k)) c 

X (x — j)2m = (2m — 1)! dx2m—2 sin2 nx 
= 

d2m—2 n2 +(8k(m+1 — k)+2(m+1 + k)) c"+4(m+2 — k)2cm

—1, 
._ (x — j)2m = (2m — 1)! dx2m—2 sin2 nx, (10)  

j = о в которых мы полагаем, что ck

m = 0, если m < k 
или 0 < k. 

m = 1,2,..., используя проверяемое непосред¬
ственной выкладкой утверждение, что для любой 

. . « 1 с / \ W cos £. п о аналогии с (4) маыы получаем, что для 
д в а ж д ы дифференцируемой функции f(x) верно 

любой д в а ж д ы дифференцируемой функции f(x) 
верно 

d 2 f = n2( ( v ± \ 2 \ f ( 4 ) d2f 2((1 2) d2f df \ 

dx2 = n \dv2 \vdv) ) f ( 4 ) dx2 = n \ ( 1 — v )dVV2 — vdTv) ( u ) 

и 2 ( 2 

sin nx. Используя это замечание и фор- d f = 2((1 _ 2) d f d f 

Доказательство. Обозначим £ = nx, v = sin £, 
W = cos £. По аналогии с (4) мы получаем, что для 

где v = sm nx. Используя это замечание и фор- d f = n2 f — W2) d f
 — W

d f _ \ (11'') 
мулу (3), в следующем параграфе покажем, что dx2 \ dW2 dW / 
для произвольного положительного целого m ряд Из формулы (2) очевидно следует справедливость 

£ (x—j)2m представляет собой отношение три- ( 9 ) и ( 1 0 ) д л я m = 0 

гонометрических полиномов специального вида. So(v2) = CO(W2) = 1, т .е. s0 = c0 = 1. 
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Получим формулы (5),(7),(9). Пусть для неко¬
торого m известно, что 

d2m n2 

dx2m sin2 • 
2m n 

Sm(v2)  
v2m+2 ' 

и функция Sm имеет вид (7). 
Используя (11 ') получаем, что 

E 
j = о 

1 
(x — j)2(m+2) 

d2(m+1) n2 

(2(m + 2) — 1)! dx2(m+1)i sin2 nx' 

1 d2 ( d2m n2 

(2(m + 2) — 1)! dx2\dx2m sin2 nx 

n 2 m _ddl_ ( E"=o s"v2k 

(2(m + 2) — 1)! d,x2\ v2(m+1) 

n2(m+1) . 

(2(m+2) — 1)! V 
(1—v2) — —v-

dv2 dv 

n2(m+1) 

(2(m + 2) — 1)!v2(m+2) 

v2(m+1) 

({2m + 2)(2m + 3) 

k=1 

+ X smv2k(2m + 3 — 2k)(2m + 2 — 2k) — 

m 

-Yjs1

k

nv2k+2(2m + 2 — 2k)2} = 
k=0 

n2(m+1) E" m+1 m+1 2k 
0k v 

(2(m + 2) — 1)! v2(m+2) 

причем 

m+1 sm(2m + 3)(2m + 22), 

m+1_ (2m+3—2k)(2m+2—2k)—sm_ 14(m+2—k)2, 

s

m + 1 

sm+1 
-4sr: 

Формулы (5), (7), (9) доказаны. 
Аналогично, применяя (11 ' '), получаем фор¬

мулы (6), (8), (10). Положительность коэффици¬
ентов ck

m в формуле (8) непосредственно следует 
из вида (10). 

Функции Cm и Sm обладают рядом свойств, 
которые мы сформулируем в следующем утвер¬
ждении. 

У т в е р ж д е н и е 1. Функции Cm(cos2 £) и 
Sm(sin2 £), как функции от £, обладают следую¬
щими свойствами (см. рис. 1): 

1. Cm и Sm определены на всей оси R и при¬
нимают только положительные значения. 

2. Cm и Sm - n-периодические функции, сим¬
метричные относительно £ = 0. 

3. Экстремумы Cm и Sm расположены в точ­
ках £ = kП, k G Z; максимумы расположены в 
точках £ = kn, минимумы - в точках 
£ = (2k + 1)§, k G Z. 

4 . П р и э т о м (2m+i)! ' = (2m+1)\ = 1 а  

cos2 n) Sm(s'm2 

значения —?т,—г~г\т~ 
(2m+1)! 

лю при m — ж. 

(2m+1)\ 

(2m+1)\ 

стремятся к ну-

Р и с . 1 . Ф у н к ц и и c ' m m + 1 ) ? , m = 1 , < 2 , 3 4 

Доказательство. Из теоремы 2 мы получаем, 
что Cm(cos2 £) = Sm(sin2 £). 

Положительность функций Cm(cos2 £) и 
Sm(sin2 £) следует из вида функции Cm(cos2 £) 
и замечания, что для любых m и k, таких, что 
m = 1, 2, .. ., и 0 < k < m, коэффициенты c" -
положительные. 

Свойство 2 очевидным образом следует из 

свойств sin и cos: 

Cm(cos2(£ + n)) = Cm(cos2 £) = Cm(cos2 (—£)), 

Sm(sin2(£ + n)) = Sm(sin2 £) = Sm(sin2(—£)). 

Экстремумы функции находим, анализируя 
значения их первых производных по £, при этом, 
учитывая свойство периодичности 2, достаточно 
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рассмотреть отрезок [0, n]: Найдем значения в точках минимумов. Рассмот­
рим £ = п . В силу (5): 

— Cm(cos2 £) = 
d £ Sm(sin2 Е) = (2 \2(m+1) ~ 1 

(2m + 1)! =2\"Л) k==o (1 + 2k)2(m+1). 

+ 1) cm+i cos2k £\ cos £ sin £ = 0. "=° [J22(k +1) c"+i cos2k £] cos £ sin £ 

В с и л у п о л о ж и т е л ь н о с т и к о э ф ф и ц и е н т о в ck +1, в ы - для любого целого m > 1, а последовательность 

ражение £ 2(k + 1) cm+1 cos2k £ > 0 для любо- [Е) стремится к 0 при m — ж, следует, что 
k=0 

2m 

^ ггл и -̂ч Sm(sin2 п) Sm+i(sin2 п) 
го £ G [0,П]. Следовательно, первые производные (2m+1)2\ > — ( 2 m+3)i и числовая последователь-
исследуемых функций обращаются в ноль в тех Sm(sin2 п) „ 

j. г, i . ,. „ „ ность —рг—гтт, стремится к нулю при оо. Все 
точках, где cos £ = 0 либо sin £ = 0. При этом ( 2 m + 1 ) 

dCm(cos2 £)<0, если £ G (0, Е), dCm(cos2 £)>0, ™™*™~" " свойства доказаны 

если £ G (Е, n). Свойство 3 доказано. И м е я р е к у р р е н т н ы е ф о р м у л ы ( 9 ) , м ы м о -

Д л я доказательства свойства 4 заметим, что в ж е м н а х о д и т ь п о л и н о м ы Sm и Cm л ю б о г о п о р я д -

т о ч к а х м а к с и м у м о в ка. Д л я примера в таблицах 1 и 2 помещены зна¬
чения коэффициентов ck

m, sk

m для значений m = 
Cm(cos2 kn) = Sm(sin2 kn) = s" = (2m + 1)! 0,1, 2, 3, 5. 

Таблица 1 

Значения c" 

m \ k 0 1 2 3 4 5 
0 1 
1 2 4 
2 16 88 16 
3 272 2880 1824 64 
4 7936 137216 185856 31616 256 
5 353792 9061376 21253376 8728576 518656 1024 

Таблица 2 

Значения sk

m 

m \ k 0 1 2 3 4 5 
0 1 
1 6 -4 
2 120 -120 16 
3 5040 -6720 2016 -64 
4 362880 -604800 282240 -32640 256 
5 39916800 -79833600 50561280 -10813440 523776 -1024 

3. Определение верхней и н и ж н е й 
границ Рисса для сплайн-базиса 

Напомним определение B-сплайна. Функция B m , 
B -сплайн порядка m определяется рекуррентно: 
B0(x) = X[o,i), где Х[0>1) -характеристическая 
функция отрезка [0,1): 

Bm(x)=Bm—l(x)*Bo(x) = J Bm—i(x—y)Bo(y)dy = 
R 

i 

=
 B m 1 ( x y ) d y . ( 2 ) 

0 

Так как Bo(£) = -J= e j / 2 ^jl"2, из свойств сверт¬
ки следует, что 

B (£) = J - (e—ij/2 ^ ) m + 1 

B m ( £ ) = V2n\e £/2 ) • 

Рассмотрим множество span{Bm(x k), k G Z}, 
m = 1, 2,..Через V" обозначим его замыкание в 
норме \\ H L 2 ( R ) . V" является линейным простран¬
ством, подпространством L2(R). 

У т в е р ж д е н и е 2. Семейство {Bm(x — k),k G 
Z } образует базис Рисса в Vm

0 . 

Доказательство. Cвойство 1' из определения 
базиса Рисса очевидно выполнено. Д л я установ¬
ления свойства 2' получим оценку для суммы 
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J2'0°=—0o \Bm(£ + 2nk)\2 и применим теорему 1. =2 v °
 (

 — (14) 
Используя формулы (5), (6), получаем: (1 + 2j)2m+1' 

0 _ 2 1 о sin2(m+1) (£/2 + nk) Согласно теореме 1: 

Л B m £ 2 : : k 2 £ 0 ( £ / 2 + n k ) 2 ( m + 1 ) = - j _ -

^ 1 = j ! — - ( 2 j — 1 ) 2 m 2 2 m j } — - ( 2 — j ) 2 m 

2 n
 i £ / 2 ) k=—o

 ( £ / 2 + n k ) 2 ( m + 1 ) = J_ Cm——i(cos2 Е) = J_ " 

= 1_ Cm(cos2(£/2)) = 1 Sm(sin2(£/2)) 2 2 m ( 2 m
 —

 1)! s i n 2 m ( Е ) 2 2 m ( 2 m
 —

 1)!
 c 0 ' 

2n (2m + 1)! 2n (2m + 1)! С учетом (13), имеем формулу для нахождения 

Согласно свойству 3 из утверждения 1 об экстре- т о ч н о й с у м м ы : мумах функций Cm и Sm: 

22m+2 0 0 1 2= (2j — 1)2m = 22m+1 (2m — 1 
n2m+3 E (1 + 2k)2(m+1) = 

V 1 = 1
 n

 cm—1 (15) Z-^i (2j - 1)2m 22m+1 (2m - 1)!0 ^ K > 

1 Cm(cos2(£/2))  
+ 1)! 
1 Cm(cos2(£/2) 

Подставляя значения 0

m из таблицы 1, полу¬
чаем, что 

2 ( 2 \ < E \ B m ( £ + 2nk)\2 < — 1 n2 

2 n ( 2 m l j = o ~ E (22k —1)4 = h, 

Тогда по теореме 1 нижней и верхней границами 
Рисса являются константы: v ° 1 n6 

k=—oo 

< - - ^ 2(£/2) \ 1 

= 22m+2 - 1 = 
A m = n2m+2 2^1 ( 1 + 2k)2(m+1) , B m = 1 . 

(2k — 1)6 960 И Т'Д' 

n2m+2 ~=0 (1 + 2k)2(m+iy m Теперь исследуем выражение (14). Дифферен¬
цируя выражение (5) с учетом представления (7), 

Отсюда следует, что значение верхней границы не нетрудно установить, что 

— 1 

Е (x — j)2m+1 

зависит от значения m, а значения нижней грани¬
цы стремятся к нулю при m — ж. 

4. О нахождении сумм некоторых 
р я д о в

 n2m+1 2 ( m
 k ) s k m — 1

 s i n 2 k 

= n k=0 (16) 
Результаты, полученные во втором параграфе, = (2m)! sin2m+i n x ° ° S ( 

имеют приложение в теории степенных рядов. С 

m— 1 

их помощью можно находить точные значения для 
рядов вида: 

у 1

 и

 ( — 1 ) J

 ( 1 2 ) 

2=i (2j — 1)2m (2j — 1)2m+1 ' ^ ' 

Справедливо представление: 

2.^1 u - j)2m+i 

j=—— 

1 

1
 ( Е

 1
 1 

где m - произвольное положительное целое число. +1 \ 7 < (x — j)2m+i (x—i —j)2m+i J ^ 
Вводя обозначения aj = „ 1 ., j=—— 2 

2 m + 1

 j 2 j 1

 ( 1 7 ) 

6 j = ( — з а м е ч а е м ч т о a j = — а

ч + и Вынося множитель за знак суммирования и 
b j = b j + 1 . П о э т о м у : используя (17), перепишем левую часть выраже¬

ния (14): 

о ( 2 j — 1 ) 2 m к ( 2 j — 1 ) 2 m Е (2j — 1)2m+1 j = о 

2 ^ 1 (13) = 1 V ( — Dj 

/=/ (1+2j )2m' V ' ( — 1)2m+222m+1 (x — j )2m+1 
j = о 

^ ( — + 1 = ^ ( — + 1 = = 1 S ^ 1 ~ 1 ^ 
2-̂ 1 (2j — 1)2m+1 = 2-̂ 1 (2j — 1)2m+1 = = +2 \ 2-̂ 1 (£_ j)2m+1 2-̂ 1 (x—1 j)2m+1 / 

1 = ^ т о V J > j=1 1 j = - o o V 2 J ' j = - o o y - 2 J ' x= 

273 



Вестник КемГУ № 3 / 1 2011 Вещественный анализ 

Поскольку ряд (x—j)2m+1 является нечетной 
j= о 

функцией аргумента x, окончательно получаем: 

о = 1 о 1 

2-̂ 1 (2j — 1)2m+1 = 24m+1 L^i ( 1 — j)2m+1 ^ j= о j= о 

Таким образом, с учетом (16) окончательная 
формула для нахождения суммы ряда (14) выгля¬
дит следующим образом: 

о ( — = n2m+1 m—^( 

L^i (2j- 1)2m+1 =24m+1(2m)! ^ ( 

j=1 k=0 

(m k)sk

m 12m k . 

(18) 
Используя приведенные в таблице 2 значения 

s k

m, находим, что: 

(2j — 1)3 = 32, 

(2j — 1)5 = 1536, 

~ ( — 61Л7 

> ~, = и т. д. 

(2j — 1)7 184320 
Д л я частных случаев m = 1 , 2 эти значения были 
найдены Эйлером [4]. В известном справочнике [5] 
приведены формулы, полученные Ж о л л и [6], со¬
гласно которым: 

о 1 = (22m — 1)n2m
 B 

j L (2j — 1)2m = 2(2m)! \ B 2 m \ 

о

 ( 1 ) j + 1 1 = n2m+1 

Р^ — 1 ) (2j — 1)2m+1 = 22m+2(2m)!]\E2m]\, 

где B2m и E2m обозначают числа Бернулли и Эй¬
лера соответственно. Отсюда и из формул (15) и 
(18) мы получаем формулы для определения B2m 
и E2m: 

B2m = ( 1)m+1 

2m22m(22m — 1), 

E2m = ( — 1)"22m—Tj2 (m — k)s"—12m—k 

k=0 

Эти формулы дают способ определения чисел Бер-
нулли и Эйлера, отличающийся от изложенного в 
классических учебниках [7 - 9]. 

5. Заключение 

Мы доказали, что сумма функционального ряда 
о 
£ (x—j)2m представляет собой отношение три-

j= о 

гонометрических полиномов. Доказанные нами 
свойства этих полиномов позволяют утверждать, 
что в пространстве кусочно-полиномиальных (по¬
рядок полинома не превосходит m) функций с раз¬
рывами в целочисленных точках семейство цело¬
численных сдвигов B-сплайна порядка m образует 
базис Рисса. Найденные нами границы Рисса яв¬
ляются неулучшаемыми. Приложением получен¬
ных результатов являются формулы для нахож¬
дения сумм степенных рядов, которые для двух 
частных случаев были рассмотрены Л. Эйлером. 
Мы также получили связь коэффициентов най¬
денных полиномов с числами Бернулли и Эйлера. 
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Ф У Н К Ц И И И О Т О Б Р А Ж Е Н И Я С О Б О Л Е В С К О Г О Т И П А Н А М Е Т Р И Ч Е С К И Х 
П Р О С Т Р А Н С Т В А Х 

А. С. Романов 

F U N C T I O N S A N D M A P P I N G S O F S O B O L E V T Y P E O N M E T R I C S P A C E S 
A. S. Romanov 

Статья содержит краткий обзор теории функциональных классов соболевского типа, определяе­
мых на метрическом пространстве (X, d), снабженном борелевской мерой ц. Более подробно рассмат­
риваются введенные П. Хайлашем банаховы функциональные пространства M1 (X, d, и связанные 
с ними классы отображений. 

This article contains a short review of the theory of functional classes of Sobolev type defined on a 
metric space (X,d), equipped with a Borel measure More detailed discussion of Banach function spaces 
Mp)(X,d, introduced by P. Hajlasz, and related classes of mappings. 

Ключевые слова: пространства Соболева, метрические пространства, теоремы вложения. 
Keywords: Sobolev spaces, metric spaces, embedding theorems. 

Работа выполнена при поддержке Российского ф о н д а фундаментальных исследований (№ 10-01-00662) и 
программы поддержки ведущих научных школ (НШ-6613.2010.1) . 

Изучение функциональных классов, в той или 
иной мере являющихся обобщением классических 
пространств Соболева, уже в течение многих лет 
является актуальной задачей, имеющей многочис¬
ленные приложения в разных областях математи¬
ки - анализе, геометрии, теории дифференциаль¬
ных уравнений, вариационном исчислении . . . В 
настоящее время теория функциональных классов 
соболевского типа активно развивается в различ¬
ных направлениях. 

К уже традиционным направлениям, как пра¬
вило, имеющим практические приложения, мож¬
но отнести введение и изучение в областях ев¬
клидова пространства новых классов веществен-
нозначных функций, гладкость которых понима¬
ется в некотором обобщенном смысле. Так, в рабо¬
те О. В. Бесова [4] введены и изучаются функции 
соболевского типа с "переменной гладкостью" , а 
в книге Д. Эдмундса и В. Д. Эванса [26] рассмат¬
риваются "абстрактные пространства Соболева" 
Wk(X(CC),Y(&)), функции которых принадлежат 
банахову пространству X(C) и имеют обобщенные 
производные, принадлежащие банахову простран¬
ству Y(Cl). 

В работах Ю. Г. Решетняка [13,14,15] были вве¬
дены и изучены классы функций соболевского ти¬
па, определенных в евклидовых областях, но при¬
нимающих значения в метрическом пространстве. 
Оригинальный подход к определению таких функ¬
циональных пространств позволил получить ана¬
логи многих результатов, известных для класси¬
ческих пространств Соболева. 

В настоящее время на группах Карно активно 
изучаются различные вопросы, в которых важную 
роль играет принадлежность функций или отоб¬
ражений соответствующим классам Соболева. На 
группах Карно, в отличие от евклидова случая, 
во многих вопросах определяющую роль играет 

не полный дифференциал отображения, а диффе¬
ренциал, вычисляемый лишь вдоль "горизонталь¬
ных" векторных полей. Групповая специфика не 
позволяет автоматического перенесения евклидо¬
вых результатов и требует новых подходов и ме¬
тодов доказательств, которые порой оказывают¬
ся близки к используемым при изучении свойств 
функций на метрических пространствах. Подроб¬
ное обсуждение вопросов теории отображений с 
ограниченным искажением и различных свойств 
соболевских функций на группах Карно можно 
найти в работе С. К. Водопьянова [43], содержа¬
щей обширную библиографию. 

Нас же в первую очередь будет интересовать 
ситуация, когда метрическое пространство явля¬
ется областью определения функции. 

Вполне актуальным и целесообразным пред¬
ставляется введение и систематическое изучение 
(в дополнение к традиционно рассматриваемым 
на метрических пространствах классам непре¬
рывных, липшицевых и суммируемых функций) 
новых классов функций с обобщенной "гладко¬
стью" , наследующих многие характеристические 
свойства классических пространств Соболева. 

В евклидовом случае пространство Соболева 
Wp(G) обычно воспринимается как подпростран­
ство функций из Lp (G), у которых первые обоб­
щенные производные суммируемы в степени p. На 
метрических пространствах в общем случае нет 
никакой линейной структуры и, как следствие, 
нет адекватного понятия дифференциала функ¬
ции. Поэтому метрическое определение функций 
соболевского типа естественным образом долж¬
но отличаться от традиционного определения про¬
странств Соболева, используемого в евклидовом 
случае. При всем внешнем различии формулиро¬
вок, а порой и различии получаемых в итоге клас¬
сов функций, в основе разных подходов к опреде-
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лению функциональных классов соболевского ти¬
па на метрических пространствах лежит единый 
принцип - для функций пространства W 1 ( B) на 
шаре B С Rn выделяется какое-либо характе¬
ристическое свойство, допускающее переформули¬
ровку в терминах произвольной метрики и под¬
ходящей борелевской меры, а затем это свойство 
используется в качестве аксиомы принадлежности 
функции соответствующему классу соболевского 
типа на метрическом пространстве. В результате 
получаемые классы функций, совпадая на шарах 
B С Rn с классическими пространствами Соболе¬
ва, в общем случае на метрических пространствах 
могут оказаться существенно различными. 

Наиболее общий - аксиоматический подход к 
определению соболевских классов функций пред¬
ложен в работе В. М. Гольдштейна и М. Троя-
нова [27], формализовавших минимальный набор 
требований, позволяющий определить на метриче¬
ском пространстве функциональные классы, сов¬
падающие в евклидовом случае с пространствами 
Соболева. В эту схему вписываются большинство 
из известных классов соболевского типа на метри¬
ческих пространствах. К сожалению, минималь¬
ный набор условий позволяет получить лишь огра¬
ниченный набор содержательных утверждений о 
свойствах функций. 

Активное изучение различных классов функ¬
ций с обобщенной гладкостью на метрических про¬
странствах началось с введением Ю . Хейноне-
ном и П. Коскелой понятия "верхнего градиента" 
[37,38]. 

На связном метрическом пространстве (X, d) 
стандартным образом определяются класс спрям¬
ляемых кривых и понятие интеграла по кривой. 
Неотрицательную функцию g называют "верхним 
градиентом" функции и : X — R, если неравен­
ство 

\ u ( x ) — u ( y ) \ < j g dl (1) 

выполняется для всякой кривой Y, соединяющей 
точки x и y. Очевидно, что в евклидовом случае 
для гладкой функции u неравенство (1) является 
непосредственным следствием формулы Ньютона-
Лейбница, а "верхним градиентом"является мо¬
дуль градиента функции и, т. е. g = \\/и\. 

Если на метрическом пространстве задана 
некоторая борелевская мера л, то функциональное 
пространство соболевского типа Wp (X, d, /л) опре­
деляется как совокупность функций и G Lp (X,/), 
у которых "верхний градиент" суммируем в сте¬
пени p по мере /л [28,36,37,38]. 

В евклидовом случае свойства функций, при¬
надлежащих пространству Соболева W 1(G), су¬
щественным образом зависят от геометрического 
строения области G. В метрическом случае свой¬
ства функций из пространства соболевского ти¬
па W 1 (X, d, / ) зависят от соотношений, связываю-

щих метрику d и меру /. Наиболее полная теория 
таких классов функций получается в случае, когда 
должным образом согласованные свойства метри¬
ки и меры обеспечивают выполнение для произ¬
вольной функций u G W 1 (X, d, / ) метрического 
аналога p-неравенства Пуанкаре: Пуанкаре: 

/ 

j \и — ив \ d/i < Cp J gp 

3(x,p) \B(x,p) 

1/P 

(2) 

где символом ив обозначено среднее значение 
функции u на шаре B(x, p). 

Учитывая имеющуюся в евклидовом случае 
взаимосвязь между принадлежностью функции и 
пространству Соболева W 1 (Rn) и выполнением 
для нее соответствующего неравенства Пуанка¬
ре, неравенство (2) само может быть использова¬
но для определения новых классов функций собо¬
левского типа на метрических пространствах. Бу¬
дем говорить, что функция и G Pp)(X, d, /л), если 
и G Lp (X,/) и существует такая неотрицатель¬
ная функция g G L (X, / ), что неравенство (2) 
выполняется для всех шаров B(x, p) С X. Отме¬
тим, что, в отличие от пространств W 1 ( X, d, / ) , 
определяемых на связных метрических простран¬
ствах, функциональные классы P 1 ( X, d, / ) могут 
быть определены на произвольном метрическом 
пространстве с мерой. 

Различные свойства функций, удовлетворяю¬
щих на метрическом пространстве неравенствам 
Пуанкаре, и взаимосвязь пространств P 1 (X, d, / ) 
с другими функциональными классами соболев¬
ского типа довольно подробно изучаются в работе 
П. Хайлаша и П. Коскелы [33], а также рассмат¬
риваются в работах [28,30,31,38]. 

Д л я соболевских функций на евклидовом ша¬
ре B С Rn Б . Боярским [24,25] была получена по¬
точечная оценка липшицевого типа: при p > 1 для 
всякой функции и G Wp)(B) почти всюду выпол¬
няется неравенство: 

\U(X)— иШ < C \x—y\(M(\VU\)(X) + M(фиШ), 
(3) 

где M(\^u\) - максимальная функция Харди-
Литтлвуда для модуля градиента функции и. 

Метрический аналог неравенства (3) был 
использован П. Хайлашем [29] для определе¬
ния функциональных классов соболевского типа 
M 1 (X, d, / ), которые достаточно подробно будут 
рассмотрены в первом разделе статьи. Здесь же 
лишь отметим, что оценка липшицевого типа, на 
которой базируется определение, позволяет полу¬
чить для пространств M 1 ( X, d, / ) аналоги основ¬
ных классических теорем вложения, выполняю¬
щихся для пространств Соболева в евклидовом 
случае. При этом полученные в метрическом слу¬
чае доказательства оказываются даже проще и на¬
гляднее, чем в евклидовом. Традиционное опре¬
деление соболевских классов функций в областях 
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евклидова пространства, основанное на суммиру¬
емости обобщенных производных в некоторой сте¬
пени p > 1, является весьма универсальным. С 
одной стороны, этим объясняется активное ис¬
пользование теории пространств Соболева в раз¬
личных разделах современной математики, с дру¬
гой стороны, наличие широкого спектра техниче¬
ских возможностей не способствует поиску наи¬
более простых и естественных для данного круга 
задач методов доказательств. Определения функ¬
циональных классов соболевского типа на мет¬
рических пространствах базируются на альтер¬
нативных описаниях, как правило, выделяющих 
какое-либо характеристическое свойство соболев¬
ских функций, что сужает технические возможно¬
сти, зато позволяет выделять основное содержа¬
ние необходимых оценок и находить оптимальные 
способы доказательства. 

При доказательстве для пространств 
M 1(X, d, / ) теорем вложения в пространства Ле¬
бега Lq (X,/) основную роль играет получаемая в 
ходе доказательства оценка приращения функции 
через меру шара, содержащего соответствующие 
точки. Учитывая это обстоятельство, вполне це¬
лесообразным оказывается рассмотрение новых 
функциональных классов Wap (X,d,/), функции 
которых удовлетворяют условию: 

\u(x) — u(y)\ < (M(x, y))1/a(g(x) + g(y)), 

где M(x, y) - мера соответствующего шара, содер¬
жащего точки x и y, а функция g G Lp (X,/). 
Получаемые для пространств Wap(X,d,/) теоре¬
мы вложения оказываются вполне аналогичны¬
ми классическим соболевским теоремам вложения 
[18,19]. Если считать, что на метрических про¬
странствах критерии "гладкости" определяются 
взаимосвязью свойств функций с соответствую¬
щей метрикой, то, в случае неоднородных мер, 
пространства Wap (X,d,/) можно воспринимать 
как классы функций с переменной гладкостью, 
зависящей от строения меры в окрестности дан¬
ной точки. Такая точка зрения вполне согласуется 
с подходом О. В. Бесова к определению классов 
функций с переменной гладкостью в евклидовом 
случае [4]. 

Отметим, что развитие теории функциональ¬
ных классов соболевского типа на метрических 
пространствах стимулируется не только внутрен¬
ними мотивами, но и имеющимися приложения¬
ми, казалось бы, столь абстрактных результатов 
к изучению классических пространств Соболева 
в евклидовых областях с нерегулярной границей 
[20,21], к описанию следов соболевских функций 
на множествах фрактальной природы [34], к изу¬
чению различных вопросов в теории пространств 
Карно-Каратеотори [33,43]... 

1. Функциональные пространства 
Mi(X,d,v) 
1.1. О п р е д е л е н и я и о с н о в н ы е свойства 

Рассмотрим метрическое пространство (X, d) с ко¬
нечным диаметром и конечную регулярную боре-
левскую меру /л с носителем в множестве X. 

Д л я произвольной /л - измеримой функции 
и : X — R, функцию g : X — [0, ж) будем на¬
зывать допустимой, если существует такое множе¬
ство E С X, что / (E) = 0 и неравенство 

\ u ( x ) — u ( y ) \ < d ( x , y ) ( g ( x ) + g ( y ) ) 

выполняется для всех точек x, y G X \ E. 
Множество всех допустимых функций для 

функции и обозначим через D(u) и при p > 1 по­
ложим Dp(и) = D(u) П Lp(X,/i). 

Функциональные классы Sp)(X,d, /л) и 
Mp

1 ( X, d, / ) определяются условиями: 

Sl(X, d,/i) = {и : X — R \ Dp(u) = 9}, 
Mp,(X,d,/i) = {и G Lp(X,/i) \ и G Sp,(X,d,/i)}, 

а полунорма в пространстве Sp

1 (X, d, / ) и норма 
в пространстве Mp

1 ( X, d, / ) определяются равен¬
ствами: 

\\и \ Sl\\ = \\g \ Lp\\, 

g£Dp(u) 

\\u \ M^W = \\u \ Lp\\ + \\u \ Sp,\\. 

В работе [29] показано, что пространство 
Mp

1 ( X, d, / ) является банаховым, а липшицевы 
функции образуют в нем всюду плотное подмно¬
жество. Отметим, что, в силу конечности диамет¬
ра метрического пространства и конечности ме¬
ры, пространства Sp

1(X, d, / ) и Mp

1(X, d, / ) совпа¬
дают как множества функций. Различные свой¬
ства пространств Mp

1 (X, d, / ) и их взаимосвязь с 
другими классами функций изучаются в работах 
[28,29,30,31,32,34]. 

В евклидовых областях G С Rn, для которых 
существует ограниченный оператор продолжения 
Ext : Wp)(G) — Wp)(Rn) (в частности, в областях 
с липшицевой границей), пространство 
Mp1(G, \ * \,mn), рассматриваемое относительно 
стандартной евклидовой метрики и меры Лебега, 
и классическое пространство Соболева Wp

1 (G) сов¬
падают как множества функций, и их нормы экви¬
валентны [29]. Это позволяет введенные П. Хайла-
шем пространства Mp

1 ( X, d, / ) называть простран¬
ствами соболевского типа. 

В евклидовых областях более общего вида 
пространство Соболева Wp

1(G) и пространство 
Mp1(G, \*\, mn) могут и не совпадать, можно лишь 
гарантировать вложение [29]: 

Ml(G, \*\,mn) С Wl(G). 
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Если в общем случае не предполагать никакой 
взаимосвязи между метрикой и мерой, то слож¬
но ожидать какой-либо дополнительной содержа¬
тельной информации о свойствах функций клас¬
сов Mp

1 (X, d, / ). Однако при вполне естествен¬
ных дополнительных предположениях для функ¬
циональных пространств Mp

1 ( X, d, / ) выполняют¬
ся аналоги многих классических результатов, из¬
вестных в евклидовом случае для пространств Со¬
болева Wp

1 (Rn). Д л я нас в первую очередь будут 
представлять интерес аналоги классических тео¬
рем вложения. 

Мера /I называется s-регулярной, если для 
всякого шара при p < diamX выполняется оценка 
/i(B(x, p)) > Cps, при этом показатель s во многих 
случаях играет роль "размерности" метрического 
пространства (X, d). Согласно результатам работы 
[29], верна следующая теорема вложения. 

Т е о р е м а 1.1.1. (P. Hajlasz) Пусть 
1 < p < ж, мера // является s-регулярной 
и функция и G Mp)(X,d, тогда: 

1) при p < s функция и G Lq (X,/), где 

1 < q < ps 
s — p 

\\u \ Lq\\< C\\u \ Ml\\, 

\\u — их \ Lq\\< C'\\u \ Sp \ 

2) при p = s существуют такие постоянные 
C1 и C2 , что 

— e x p { C 1 w m \ ) 

3) при p > s 

\\u — их \ L^W < C/(X)1/s—1/p \\u \ Sl\ 

В формулировке теоремы и далее символ ип 
означает среднее значение функции и на множе¬
стве C : 

1 

/
и du = ——— / и du. 

Можно отметить, что в регулярных евклидо¬
вых областях G С Rn, в которых пространства 
Mp,(G, \ *\ , mn) и Wp)(G) совпадают, результат тео­
ремы 1.1.1 для пространств Mp)(G, \*\, mn) совпа¬
дает с результатом классической теоремы вложе¬
ния для пространств Соболева Wp

1(G). При этом 
теорема 1.1.1 является весьма универсальной, ее 
результат не зависит от структуры конкретного 
метрического пространства и полностью опреде¬
ляется показателем регулярности меры, который 
характеризует взаимосвязь метрики и меры. 

Д л я пространств Mp

1 ( X, d, / ) вполне содержа¬
тельная теория, включающая в себя различные 
варианты теорем вложения, получается в случае, 

когда мера / удовлетворяет простому геометриче¬
скому "условию удвоения": 

/(B(x, 2p)) < Cd /(B(x,p)), (1.1.2) 

т. е. мера шара удвоенного радиуса допускает 
оценку сверху через меру исходного шара. Всякая 
мера, удовлетворяющая условию удвоения, явля¬
ется s-регулярной с показателем s = log2 Cd. Всю¬
ду далее мы будем предполагать, что мера / удо¬
влетворяет условию удвоения, а символом s будем 
обозначать ее показатель регулярности. Несмотря 
на простоту оценки (1.1.2), она имеет много по¬
лезных следствий. На метрических пространствах 
с мерой, удовлетворяющей условию удвоения, со¬
храняются многие свойства меры и интеграла Ле¬
бега в Rn [42], к примеру - лемма Витали о покры¬
тии, теорема Лебега о дифференцировании инте¬
грала, ограниченность максимального оператора в 
пространствах Lp при p > 1 . . . 

При этом метрических пространств, на кото¬
рых можно ввести меру, удовлетворяющую усло¬
вию удвоения, достаточно много. К а к показали 
А. Л. Вольберг и С. В. Конягин [7,8], такие меры 
могут быть заданы на любом компакте в Rn. 

Если мера / удовлетворяет условию удвоения, 
то, согласно работе [32], для всех точек Лебега 
локально суммируемой функции и выполняется 
неравенство: 

\u(x) — u(y)\< C(d(x,y))Y(u#(x) + u#(y)), (1.1.3) 

где 0 < Y < 1 и u#- уточненная максимальная 
функция порядка Y, однозначно определенная во 
всех точках множества X равенством: 

(x) sup p Y 

р>0 
— \ и — u B ( x , p ) \ d / . 

B(x,p) 

Таким образом, в отличие от общей ситуа¬
ции, когда неравенство (1.1.1) лишь неявным обра¬
зом определяет семейство допустимых функций, в 
данном случае появляется возможность конструк¬
тивного описания допустимых функций, что суще¬
ственно упрощает технику доказательств и расши¬
ряет круг изучаемых вопросов. 

Следующие описания пространств Mp

1 (X, d, / ) 
получены в работе [32]. 

Л е м м а 1.1.2. (P. Hajlasz, J . Kinnunen) 
При 1 < p < ж для функции и G Lp (X, /) сле­
дующие условия эквивалентны: 

1) и G MT(X,d,u); 

2) и# G Lp(X, //); 
3) существует такая функция h G Lp(X,/), 

что неравенство Пуанкаре: 

— \и — UB(X,P)\d/ < p — hd/ (1.1.4) 

B(x,p) B(x,p) 

выполняется для произвольных x G X и p > 0. 
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пространств Mp

1 (X, d, / ) на множествах "меньшей 
размерности". 

Формулируемая ниже теорема получена в ра¬
боте [17] и характеризует взаимосвязь пространств 
соболевского типа Mp

1 , определяемых разными 
\\ho \ Lp(X,/i)\\ - \\и# \ Lp(X,/i)\\ - \\и \ Sp>(X,d,u)\\ . метриками. При этом термин "теоремы вложения 

разных метрик" в данном случае можно понимать 
в буквальном смысле. 

В силу равномерной выпуклости пространств 
Lp при p > 1 существует функция ho, удовлетво¬
ряющая неравенству Пуанкаре (1.1.4) и имеющая 
наименьшую Lp-норму, при этом 

Выполнение для функций пространства 
Mp

1 ( X, d, / ) неравенства Пуанкаре и результат 
теоремы 1.1.1 позволяют переформулировать в 
удобной для нас форме теорему 8.1 и теорему 8.3 
работы П. Хайлаша и П. Коскелы [33]. 

Т е о р е м а 1.1.3. (P. Hajlasz, P. Koskela) При 
1 < p < ж произвольная последовательность 
функций, ограниченная в норме Mp

1 (X, d, / ), со¬
держит подпоследовательность, сходящуюся в 
Lq (X,u) к некоторой функции и G Lq (X,u), где 

1) 1 < q< pis при p < s; s—p 

2) 1 < q < ж при p > s. 
Поскольку строение пространств Mp

1 ( X, d, / ) 
определяется метрикой d и мерой / , то и соответ¬
ствующие теоремы вложения естественным обра¬
зом можно разбить на два типа: теоремы вложе¬
ния разных метрик и теоремы вложения разных 
мер. 

1.2. Т е о р е м ы в л о ж е н и я р а з н ы х м е т р и к 

Под теоремами вложения разных метрик обыч¬
но понимают вложения в пространства функций, 
имеющих гладкость меньшую, чем гладкость ис¬
ходного пространства. При 0 < y < 1 в опре¬
делении пространств соболевского типа расстоя¬
ние d(x,y) можно заменить на dY(x,y) = (d(x,y))Y  

и получить соответствующие гельдеровы классы 
MY(X,d,u). Однако dY(x,y), в свою очередь, яв¬
ляется метрикой, поэтому возникающие гельде-
ровы классы MY(X,d,u) относительно исходной 
метрики d часто оказывается более удобным рас¬
сматривать как пространства соболевского типа 
Mp)(X,d7,и), т. е. как пространства с "единичной 
гладкостью" , но относительно новой метрики dY. 
Достоинство такого подхода заключается в том, 
что для пространств Mp)(X, dY, u) не требуется но¬
вых доказательств теорем вложения, т. к. доста¬
точно пересчитать показатель регулярности меры 
/ относительно новой гельдеровой метрики и вос¬
пользоваться уже имеющимся результатом. 

Само определение пространств Mp)(X, dY, u) не 
совсем привычно, поскольку в евклидовом случае 
обычно рассматриваются другие гельдеровы клас¬
сы функций. При этом заметим, что и в евклидо-

вом случае пространства Mp

1 

относительно гель-
деровых метрик использовались в работе П. Хай-
лаша и О. Мартио [34] при описании следов собо¬
левских функций на фракталах. В метрическом 
случае пространства такого типа, определяемые 
гельдеровыми метриками, оказываются удобным 
инструментом для изучения следов функций из 

Т е о р е м а 1.2.1. ([17]) Пусть 1 < p < ж, 
0 < Y < 1. Тогда пространство Mp, (X, d, u) непре­
рывно вложено в пространство M1(X,dY,и), где 

1) 1 — p = Y-

2) 1 < r <ж 
- s при (1 — Y ) P < s; 
при (1 — y) p > s. 

1.3. Т е о р е м ы в л о ж е н и я " р а з н ы х м е р " 

В евклидовом случае теоремы вложения разных 
мер (разных измерений) обычно связывают с за¬
дачей описания следов функций из соболевских 
классов на подмножествах, имеющих размерность 
меньшую, чем исходное евклидово пространство. 

Д л я начала нам нужно смоделировать анало¬
гичную ситуацию на метрическом пространстве. 
Пусть мера / удовлетворяет условию удвоения и 
является s-регулярной, s > 1, а подмножество 
E С X и удовлетворяющая условию удвоения s'-
регулярная мера v таковы, что для произвольно¬
го шара B(x, p) с центром x G E верна оценка 
v(B(x,p)) < Cp—au(B(x, p)), где a = s — s' > 0. 
В силу конечности диаметра множества X и ко¬
нечности меры / , получаем, что v( E) < ж. Вооб¬
ще говоря, функция и из пространства M1

>(X, d, u) 
изначально может быть определена лишь / -почти 
всюду в X, и ее значения могут быть не заданы 
на множестве A С E, для которого /(A) = 0 и 
v(A) > 0. Поэтому нужно вначале определиться -
что мы будем называть следом функции и на мно­
жестве E. Согласно работа [29], липшицевы функ¬
ции плотны в пространстве Mp

1 ( X, d, / ) , поэтому 
можно рассматривать следы непрерывных функ¬
ций. Однако в данном случае удобнее воспользо¬
ваться другим стандартным приемом - доопреде¬
лить функцию в ее точках Лебега. 

Согласно результатам работ [17,21], при p > a 
для произвольной функции и G Mp)(X,d, и), точ¬
ками Лебега являются v - почти все точки множе¬
ства E, и в них функция и может быть доопреде¬
лена равенством 

u(x) 
I1™ u(B(x,p)) 

и du. 

3(x,p) 

Далее при p > a следом функции 
и G Mp> (X, d, и) на множестве E будем называть 
сужение на множество E функции 

U(X) = \im—— — / 
1 ' p^o u(B(x,p)) J 

B(x,p) 

и du, 
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определенной во всех точках x G X и / -почти всю¬
ду совпадающей с исходной функцией и. 

Теперь мы можем сформулировать условия, 
при которых оператор следа будет ограниченным. 

Т е о р е м а 1.3.1. ([21]) Пусть 1 < p < ж, 
0 < a < min{s,p} и 0 < Y < 1 — a/p. Тогда опера¬
тор следа 

Tr : M^X, d, и) — Ml (E, , v) 

непрерывен при 
p(s a) 

1 ) 1 < r < s — (1—Y)p

, е с л и ( 1 — Y ) p < s ; 

2) 1 < r < ж, если (1 — Y)P > s. 

1.4. О компактности о п е р а т о р о в в л о ж е н и я и 
с л е д а 

Нас будут интересовать условия компактности 
оператора вложения пространства Mp

1 (X, d, / ) в 
пространства M1(X,dY ,и), определяемые гельде-
ровыми метриками, и компактности оператора 
следа Tr : M^X, d, и) — Ml1(E, dY, v). 

Доказательство следующего утверждения ос¬
новано на оценке максимальной функции дробно¬
го порядка через максимальную функцию порядка 
1 и норму самой функции [21]: 

u#(x) < C(Tu#(x)+ т—(s+Y)\\u \ L1(X,u)\\. 
(1.4.1) 

Неравенство (1.4.1) напоминает оценку промежу¬
точной производной через старшую производную 
и саму функцию. 

Т е о р е м а 1.4.1. ([21]) Пусть 1 < p < ж, 

0 < Y < 1. Оператор вложения 

I : M1(X, d, и) — M1(X, d7, и) 

будет компактным при 
1 ) 1 < r < s — (1— Y)p

, к о г д а ( 1 — Y ) p < s ; 

2) 1 < r < ж, когда (1 — y)p = s; 
3) 1 < r < ж, когда (1 — y)p > s. 
С л е д с т в и е 1.4.2. ([21]) Если p > s, то 

пространство Mp

1 (X, d, / ) компактно вложено в 
пространство (X, dY, и) при всех Y < 1 — s/p. 

Используя результаты теоремы 1.4.1 и теоре¬
мы 1.1.1, представим оператор вложения 
1 : Mp

1 (X, d, / ) — Lq(X, / ) в виде композиции 
I = I1 о I2, где оператор 

I2 : Ml (X, d, и) — M1 (X, d7, u) 

является компактным, а оператор 

I1 : Mr

1(X,d7 ,u) — Lq (X,u) 

является непрерывным. Последовательный пере¬
счет показателей суммируемости позволяет полу¬
чить утверждение, уточняющее теорему 1.1.3. 

Т е о р е м а 1.4.3. ([21]) Пусть 1 < p < ж. То¬
гда оператор вложения 

I : M1(X,d,u) — Lq (X,u) 
является компактным при 

1) 1 < q < s—p, когда p < s; 
2) 1 < q < ж при p = s; 
3) 1 < q < ж при p > s. 

Если подмножество E С X и мера v удовле¬
творяют условиям пункта 1.3, то условия компакт¬
ности оператора следа описываются в следующем 
утверждении. 

Т е о р е м а 1.4.4. ([21]) Пусть 1 < p < ж, 
0 < a < min{s, p} и 0 < y < 1 — a/p. Тогда опера¬
тор следа 

Tr : M^X, d, u) — M1(E, —Y, v) 

будет компактным при 

1 ) 1 < r < s — Y p к о г д а ( 1 — Y ) p < s ; 

2) 1 < r < ж, когда (1 — Y)P = s; 
3) 1 < r < ж, когда (1 — Y)P > s. 

Следствием теоремы 1.4.4. и теоремы 1.1.1. яв¬
ляется следующее утверждение о компактности 
оператора следа в пространствах Лебега. 

Т е о р е м а 1.4.5. ([21]) Пусть 1 < p < ж и 
0 < a < min{s, p}. Тогда оператор следа 

Tr : M1(X, d,u) — Lq(E, v) 

будет компактным при 

p( s a) 
1) 1 < q < s _ p , когда p < s; 

s—p 
2) 1 < q < ж, когда p = s; 
3) 1 < q < ж, когда p > s. 

2. Пространства Соболева в пиках с 
гельдеровыми особенностями 

В этом разделе мы рассмотрим приложения ре¬
зультатов, полученных для пространств Mp

1 , к 
изучению свойств функций, принадлежащих клас¬
сическим пространствам Соболева в евклидовых 
областях с нерегулярной границей. Нас будут ин¬
тересовать различные теоремы вложения для про¬
странств Соболева Wp)(G\) в "нулевых" пиках 
G\ С Rn с гельдеровыми особенностями в вер¬
шине, в том числе и вопрос о компактности вло¬
жения следов соболевских функций в лебеговские 
классы на границе пика, естественным образом 
связанный с постановкой краевых задач для эл¬
липтических уравнений. 

Непрерывность и компактность оператора 
вложения 

I: Wp(G) — Lq(G) 

для областей с гельдеровыми особенностями даже 
более общего вида достаточно подробно изучены в 
работах О. В. Бесова, Д. А. Лабутина, В. Г. Мазьи 
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...[1,2,3,10,11,12]. При этом вопрос о компактно¬
сти оператора следа 

Tr : Wl(G) — Lq (dG) 

для областей с нерегулярной границей исследо¬
ван мало. Одна из причин этого связана техни¬
ческими проблемами, возникающими при описа¬
нии пространств следов соболевских функций да¬
же для модельных областей с нерегулярной гра¬
ницей. Можно отметить лишь работу М. Ю . Ва-
сильчика и В. М. Гольдштейна [5], согласно кото¬
рой для "нулевого" пика Gv С Rn, определяемо­
го функцией p, пространство следов соболевских 
функций класса W1^^) компактно вложено в ве­
совое пространство Лебега L2tV(dGv) на границе 
пика. 

Д л я получения интересующих нас теорем вло¬
жения мы хотим воспользоваться методами, су¬
щественно отличными от традиционно использу¬
емых в данной тематике. Рассматриваемая нами 
схема доказательств основывается на взаимосвязи 
пространств Соболева Wp)(G\) с пространствами 
Mp)(G\, \ * \,mn) и последующем применении уже 
имеющихся теорем вложения для классов функ¬
ций соболевского типа на метрических простран¬
ствах. Такой подход позволяет получить соответ¬
ствующие результаты, не используя явного описа¬
ния пространства следов, а точность получаемых 
в теоремах оценок легко проверяется на конкрет¬
ном примере. 

Точку пространства Rn будем обозначать че¬
рез (x,y), где x G R,y G Rn—1. Д л я 1 < X < ж 
пик G\ С Rn определим условием: 

Gx = {(x,y) G Rn \ 0 <x< 1, 

0 <yk <xx, к = 1,...,n — 1}. 

Обозначим через mn сужение n-мерной меры 
Лебега на пик Gx, а через а сужение (n— 1)-мерной 
меры Хаусдорфа на границу пика Gx. 

Введем показатель Л = 1 + (n — 1)X. Поскольку 
для меры шаров с центром в вершине пика выпол¬
няется оценка \B(0, r) nGx \ — CrA, то в различных 
оценках показатель Л часто играет роль "асимп¬
тотической размерности" пика Gx. 

Свойства функций из пространств Соболева 
Wp

1 ( G) существенным образом зависят от геомет¬
рической структуры области G. Известно, что на¬
личие гельдеровой особенности в вершине пика Gx 
является препятствием для существования огра¬
ниченного оператора продолжения функций клас¬
са Wp

1 ( Gx) из пика на все евклидово пространство, 
с условием принадлежности продолженной функ¬
ции классу Wp

1 ( Rn). Поэтому изначально мы мо¬
жем гарантировать лишь вложение 

Ml(Gx, \*\,mn) С Wl(Gx). 

Существование обратного вложения удается 
показать лишь при дополнительном условии на 

показатель суммируемости p. Согласно результа¬
там работ [16,20], при: p > Л/n 

W1(Gx) = Ml(Gx, \*\,mn), 

при этом функциональные пространства совпада¬
ют как множества функций, а их нормы оказы¬
ваются эквивалентными. Поэтому интересующие 
нас теоремы вложения для пространства Соболе¬
ва Wp

1 ( Gx) могут быть получены как следствие ре¬
зультатов предыдущего раздела для пространства 
соболевского типа Mp)(Gx, \ * \, mn). 

Доказательство совпадения функциональных 
пространств в данном случае основано на специ¬
альной конструкции оператора продолжения "с 
ухудшением класса" , действующего из простран¬
ства Wp

1(Gx) в пространство Wq

1(Rn), где q < p. 
Такой оператор продолжения оказывается ограни¬
ченным лишь при p > Л/n, поэтому при меньших 
показателях суммируемости приходится использо¬
вать другой технический прием. 

Введем в пике Gx новую анизотропную метри¬
ку d, полагая: 

d ( ( x 1 , y 1 ) ; (x2 , y 2 ) ) = \J(XX — x X ) 2 + \y1 — у 2 \ 2 , 

и весовые меры / и v, определяемые условиями: 

du = xp(x—1)dmn, dv = xp(x—1)da. 

К а к показано в работе [21], при всех показателях 
суммируемости p > 1 выполняется вложение: 

Wl(Gx) С Ml(Gx,d,u). 

Поэтому интересующие нас утверждения, ка¬
сающиеся оператора вложения, являются след¬
ствием цепочки вложений: 

Wl(Gx) Ml(Gx,d,u) M1(Gx,d1 ,u) 

=> Ls(Gx,u), Lq(Gx,mn), 

а соответствующие утверждения для оператора 
следа являются следствием цепочки вложений: 

WP(Gx) Ml(Gx,d,u) M1(d(Gx),d7,v) 

Ls(d(Gx),v) Lq(d(Gx),a). 

При этом на каждом шаге вложение либо уже 
известно, либо является простым следствием нера¬
венства Гельдера. 

К а к уже было отмечено, результаты для опе¬
ратора вложения не являются новыми, просто в 
данном случае они получены новым способом. 
Поэтому мы ограничимся формулировкой окон¬
чательного результата о компактности вложения 
следов соболевских функций в пространства Ле¬
бега на границе пика. 

Т е о р е м а 2.1. ([21]) Пусть Л-Л + 1 ^<ж, 
тогда оператор следа 

Tr : Wl(Gx) — Lq(dGx,a) 
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является компактным при 

1) 1 < q<pЛ——^, когда Л —
 Л + 1 <p< Л; 

2) 1 < q < ж, когда p = Л; 

3) 1 < q < ж, когда p > Л. 
Ограничение снизу на показатель суммиру¬

емости p в теореме 2.1 сязано с тем, что при 
меньших показателях суммируемости простран¬
ство следов не может быть вложено ни в какое 
пространство Лебега Lq(dGx, а) при q > 1. В этом 
случае вложение возможно лишь в весовые про¬
странства Лебега. 

В ходе доказательства, кроме основного утвер¬
ждения, автоматически получаются и другие ре¬
зультаты о компактности оператора следа в со¬
ответствующих функциональных пространствах, 
участвующих в цепочке последовательных теорем 
вложения. В результате получены условия ком¬
пактности оператора следа для следующих случа¬
ев: 

Tr : WP(Gx) M1(dGx, d7, v); 

Tr : Wl(Gx)^ M1(dGx,d7,а); 

Tr : W^Gx Ml(dGx, \*\Y ,а); 

Tr : WP(Gx) C0,Y(dGx); 

Tr : Wl(Gx)^ Lr(dGx,v). 

Вложения следов в пространства соболевско¬
го типа Mq

1 , определяемые гельдеровыми метри¬
ками, являются несколько непривычными, тради¬
ционно со следами соболевских функций связы¬
вают соответствующие пространства Бесова. По¬
лучить полное описание следов, оставаясь в рам¬
ках шкалы пространств M 1 , не удается, однако по¬
лучаемые вложения оказываются вполне инфор¬
мативными и в некотором смысле точными. По¬
строенный в работе [21] пример показывает, что, 
несмотря на некоторую экзотичность используе¬
мого метода, полученная в первом пункте теоремы 
2.1 оценка на показатель суммируемости q явля¬
ется точной. Это означает, что и промежуточные 
оценки для теорем вложения, участвующих в це¬
почке, являются точными. 

3. О непрерывности функций собо¬
левского типа 

Пусть G - область в евклидовом пространстве Rn. 
Функцию f : G — R называют n-абсолютно непре­
рывной, если для произвольного е > 0 существует 
такое 6 > 0, что для любого семейства непересека­
ющихся шаров Bk = B(xk,rk) С G из условия 

к 

следует: 

£ ( o s c B k

 f ) n < е , 

к 

где символом oscBk f обозначено колебание функ­
ции f на шаре Bk. 

Согласно работе [40], всякая функция клас¬
са W1 ioc(G), градиент которой принадлежит про­
странству Лоренца Ln<1(G), эквивалентна некото­
рой n-абсолютно непрерывной функции. Это бо¬
лее тонкий результат по сравнению с классической 
теоремой о вложении соболевских классов функ¬
ций Wp

1 ( G) в пространство непрерывных функ¬
ций при p > n. С одной стороны, условие n-
абсолютной непрерывности сильнее, чем обычное 
условие непрерывности функции, с другой сторо¬
ны, для произвольной ограниченной области G С 
Rn и любого p > n выполняется вложение Lp( G) С 
Lni1(G) С Ln(G). Из результатов работ [40,41] сле­
дует, что n-абсолютно непрерывное отображение 
F : G — Rn обладает N-свойством Лузина и явля¬
ется почти всюду дифференцируемым. Выполне¬
ние этих свойств часто оказывается полезным при 
изучении различных вопросов, связанных с заме¬
ной переменной. 

Определение пространств Mp

1 легко модифи¬
цировать, заменяя принадлежность допустимых 
функций пространствам Лебега на принадлеж¬
ность другим классам функций. Это позволяет 
ввести классы функций соболевского типа, связан¬
ные с пространствами Лоренца, полагая: 

) = {f G L1(X) \ D(f) П Ls,1 = 9}. 
Ш к а л а пространств Лоренца включает в себя 

шкалу пространств Лебега и позволяет изучать бо¬
лее тонкие свойства функций. Введение в теорию 
пространств Лоренца можно найти в книге [23]. 

Вещественнозначную функцию f, определен¬
ную на метрическом пространстве (X, d) с бо-
релевской мерой и, будем называть s-абсолютно 
непрерывной, если для произвольного е > 0 су¬
ществует такое 6 > 0, что для любого семейства 
непересекающихся шаров Bk С X из условия 

£ u(Bk) <6 
к 

следует 

£ ( o s c B k

 f ) s < е . 

к 

Заметим, что в евклидовом случае показа¬
тель абсолютной непрерывности и размерность 
пространства совпадают. Поэтому и в метриче¬
ском случае мы будем рассматривать простран¬
ства, строение которых в некотором смысле одно¬
родно с точки зрения меры. 

Полное метрическое пространство (X, d) назы¬
вают s-регулярным (s > 1), если существуют та¬
кие постоянные 0 < L1 < L2 < ж и такая боре-
левская мера и, что для всякого шара B(x, r) С X 
при r < diamX выполняется оценка: 

L1rs < u(B(x,r)) < L2rs. 
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Полное метрическое пространство ( X, d) бу¬
дем называть локально s-регулярным, если вся­
кий шар B С X сам является s-регулярным 
метрическим пространством и постоянные L1 , L2 в 
условии s-регулярности не зависят от выбора ша¬
ра. 

Приведем несколько примеров локально s-
регулярных метрических пространств. 

1. В евклидовом пространстве Rn шары и про¬
извольные параллелепипеды являются локально 
n-регулярными метрическими пространствами от¬
носительно стандартной евклидовой метрики. 

2. Пусть (X, d)- локально s-регулярное мет­
рическое пространство и 0 < Y < 1. На мно¬
жестве X определим новую метрику, полагая 
dY(x,y) = [d(x,y)]Y. Тогда метрическое простран­
ство (X,dY) является локально s/Y-регулярным. 

3. Несложно проверить, что локально s-
регулярным будет всякое связное s-регулярное 
метрическое пространство, шары которого удовле¬
творяют условию Джона: существуют точка xo G 
B и постоянная C > 0, такие, что для всякой точки 
x G B найдется параметризованная длиной дуги 
кривая Y : [0, l] — B, такая, что Y(0) = x, Y(l) = xo 
и 

dist(Y(t),X \ B) > Ct. 

Теперь мы можем сформулировать основное 
утверждение этого раздела. 

Т е о р е м а 3.1. ([22]) Пусть (X,d) - локаль­
но s-регулярное метрическое пространство. То­
гда для всякой функции f G M11(X) существу­
ет эквивалентная ей s-абсолютно непрерывная 
функция. 

В довольно общей ситуации, включающей в се¬
бя евклидов случай, удается получить прямое до¬
казательство s-абсолютной непрерывности функ¬
ций, у которых "метрический аналог градиен¬
та" принадлежит соответствующему простран¬
ству Лоренца. Используемая в метрическом слу¬
чае техника доказательств основана на оценках 
приращения функции, являющихся следствием со¬
ответствующего неравенства Пуанкаре, и суще¬
ственно отличается от методов, используемых в 
работе [40] для евклидова случая. 

4. Отображения соболевского типа на 
метрических пространствах 

В евклидовом случае, говоря о соболевском отоб¬
ражении p : G — Rm, обычно предполагают, 
что у отображения все координатные функции pi  

принадлежат некоторому пространству Соболева 
Wp

i ( G) . С одной стороны, класс соболевских отоб¬
ражений оказывается весьма широким, он вклю¬
чает в себя диффеоморфизмы, квазиконформные 
отображения, квазиизометрические отображения, 
липшицевы отображения и другие классы отоб¬
ражений более общего вида. С другой сторо-

ны, принадлежность отображения определенному 
пространству Соболева позволяет сразу получить 
некоторую дополнительную информацию о свой¬
ствах отображения, являющуюся, к примеру, след¬
ствием соответствующих теорем вложения. 

В метрическом случае определение отображе¬
ний соболевского типа, действующих из одного 
метрического пространства в другое метрическое 
пространство, естественным образом должно от¬
личаться от евклидова определения, поскольку 
в данном случае у отображения нет координат¬
ных функций. Возможны альтернативные подхо¬
ды, позволяющие найти выход из этой ситуации. 

Используя изометрическое вложение I метри­
ческого пространства (Y,p), имеющего конечный 
диаметр, в пространство ограниченных функций 
Loo(Y), наряду с отображением p : (X, d) — (Y, р) 
можно рассмотреть и отображение Ф = I о p : 
(X,d) — L^(Y), область значений которого при¬
надлежит уже банахову пространству. По опреде¬
лению полагается, что отображение p принадле¬
ж и т классу F(X, Y), если отображение Ф принад¬
лежит классу F(X, Lx(Y)). Такой подход, исполь­
зуемый, к примеру, в работах [35,39], предпола¬
гает доказательство независимости используемых 
определений от выбора изометрического вложения 
I :(Y,p) — LUY). 

Мы же воспользуемся определением, основан­
ным на модификации предложенного Ю . Г. Решет-
няком весьма универсального подхода к определе¬
нию соболевских функций с областью определе¬
ния в евклидовом пространстве и областью значе¬
ний в метрическом пространстве [13,14,15]. 

Будем говорить, что отображение p : (X, d) — 

— (Y, р) принадлежит классу Mp)(X,Y), если: 
1) для всякого y G Y функция 

py(x) = p(p(x),y) принадлежит функциональ­
ному пространству Mp)(X, d, и); 

2) \\py \ S^W < K < ж при всех y G Y. 
Д л я отображений классов Mp

1 ( X, Y) мож¬
но доказать утверждения аналогичные теоремам 
вложения, выполняющимся для функциональных 
классов M1(X, d, и). 

Рассмотрим метрические пространства 
(X,d), (Y, p) и конечную борелевскую меру и с 
носителем в множестве X. К а к и в работе [13], 
принадлежность отображения p : X — Y лебегов-
скому классу Lp(X, Y) определим условием: функ¬
ции py(x) = p(p(x),y) принадлежат пространству 
Лебега Lp(X,u) при всех y G Y. Из неравенства 

\ p y i ( x ) — py2 ( x ) \ < p ( y 1 , y 2 ) 

и конечности меры следует, что отображение p 
принадлежит классу Lp(X, Y), если хотя бы для 
одного y G Y функция py G Lp(X,u). Пусть p и 
ф - произвольные отображения класса Lp(X,Y). 
Поскольку 

p ( p ( x ) , i^(x)) < p ( p ( x ) , y ) + p ( Ф ( x ) , y ) = py(Х)+ФУ(x), 
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то функция p(p(x),ip(x)) принадлежит простран­
ству Лебега Lp(X,u). Несложно проверить, что 
функция 

1/p 

[ p ( p ( x ) , t p ( x ) ) ] p d u 

является метрикой на множестве отображений 
класса Lp(X, Y) [13]. 

Т е о р е м а 4.1. Пусть мера и является s-
регулярной и 1 < p < s. Тогда для любого 
1 < q < ps 

p имеет место включение 

Ml(X,Y) С Lq(X,Y). 

При этом для всякого отображения 
p G Mp, (X, Y) и произвольной точки y G Y вы­
полняется оценка: 

\\py \ Lq(X,u)\\< C\\py \ Ml(X,d,u)\\. 

Доказательство этого утверждения является 
непосредственным следствием определения клас¬
са M 1 (X, Y) и первого пункта теоремы 1.1.1. 

При дополнительных предположениях о 
структуре метрических пространств и свойствах 
меры можно получить аналоги и других теорем 
вложения. 

Т е о р е м а 4.2. Рассмотрим полное локально 
s -регулярное метрическое пространство ( X, d) и 
полное локально-компактное сепарабельное мет¬
рическое пространство (Y, p). Тогда при p > s 
для всякого отображения p : X — Y класса 
M 1 (X, Y) существует эквивалентное ему непре¬
рывное отображение p* : X — Y, такое, что 
для колебания отображения на произвольном ша¬
ре B = B(a, r) С X выполняется оценка 

OSCB p* = sup p(p(x),p(t)) < 
x,teB 

< C r 1 - s / p sup \\py \ Sl(X,d,u)\\-
yev 

(4.1) 

Поскольку пространство (X, d) является 
s -регулярным, то для меры всякого шара 
Br = B(a, r) С X выполняется двухсторонняя 
оценка L1rs < u(B(a,r)) < L2rs. Это позволяет 
нам воспользоваться результатами первого разде¬
ла статьи. 

Пусть P - счетное всюду плотное множество 
в Y. Д л я всякого y G Y функция py принадле¬
ж и т пространству Mp, (X, d, и). Согласно третьему 
пункту теоремы 1.1.1, для почти всех точек про¬
извольного шара Br С X выполняется оценка 

\py(x1) — py(x2)\< C r 1 - s / p \\py \ Sl(Br,d,u)\\ < 

< Cr1-s/p\\py \ S1JX,d,u)\\. (4.2) 

Равномерно непрерывная на всюду плотном 
множестве функция py может быть продолже¬
на до непрерывной функции py

* , определенной на 
всем множестве X и совпадающей с py почти всю¬
ду. Дословное повторение доказательства теоремы 
6.2 работы [13] позволяет по функциям p* постро¬
ить искомое непрерывное отображение p* : X—Y 
и, используя неравенство (4.2), получить оценку 
(4.1). 

5. Отображения, сохраняющие при 
замене переменной функциональные 
пространства соболевского типа 

Одним из методов изучения вопросов, связанных 
с различными дифференциальными соотношени¬
ями, является перенос задачи из исходной обла¬
сти в некоторую каноническую область при по¬
мощи замены переменной, сохраняющей диффе¬
ренциальные свойства функций. В евклидовом 
случае дополнительный интерес к отображениям 
p : G — G' (G,G С Rn), индуцирующим по пра¬
вилу замены переменной p*f = f о p изоморфизм 
пространств Соболева p* : Lp(G') — Lp(G), объ¬
ясняется тем, что при p = n класс таких замен пе¬
ременной совпадает с классом квазиконформных 
гомеоморфизмов, а при p = n - с классом квазии-
зометрий [6,9]. 

Рассмотрение на метрических пространствах 
аналогичного вопроса о заменах переменной, со¬
храняющих функциональные пространства собо¬
левского типа, имеет свою специфику. Определе¬
ние пространства Соболева Wp

1(G) жестко связано 
с евклидовой метрикой и мерой Лебега, а функ¬
циональные классы соболевского типа Mp

1 могут 
быть определены на произвольном метрическом 
пространстве, снабженном борелевской мерой. 

Рассмотрим произвольное метрическое про¬
странство (X, d) с мерой и и произвольное вза¬
имно однозначное отображение p : X — Y. 
На множестве Y можно ввести метрику и ме¬
ру, полагая p(y1,y2) = d(p-1(y1),p-1(y2)) и 
v(E) = u(p-1(E)). Вполне очевидно, что при 
таких условиях отображение p является изомет-
рией метрических пространств (X, d) и (Y, p), со¬
храняющей меру множества, и индуцирует при 
замене переменной изоморфизм функциональных 
пространств 

p* : Ml(Y,p,v) — Ml(X,d,u). 

В частности, мы можем применить это рассужде¬
ние к отображению p : X — E С X, где E - про¬
извольное подмножество множества X. При этом, 
в отличие от евклидова случая, на множестве E 
оказываются заданы две различные метрики, для 
которых, вообще говоря, значения d(a, b) и p(a, b) 
никак не связаны между собой. 

Изучение различных вопросов, связанных с за¬
менами переменной для пространств соболевского 
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типа на метрических пространствах, в настоящий 
момент находится в начальной стадии и предо¬
ставляет широкий простор для исследований, как 
с точки зрения постановки задач, так и с точки 
зрения разработки новых методов, применимых в 
метрическом случае, и нахождения приложений 
получаемых результатов. 

Отметим, что используемое в предыдущем 
разделе определение отображений соболевского 
типа хорошо согласуется заменой переменной в 
том смысле, что отображение, сохраняющее при 
замене переменной некоторый класс функций со¬
болевского типа, само принадлежит классу того 
же типа. Рассмотрим метрические пространства 
(X,d), (Y, p) и конечные борелевские меры - и с 
носителем в множестве X и v с носителем в множе¬
стве Y. Предположим, что отображение p : X — Y 
индуцирует при замене переменной ограниченный 
оператор 

p* : Si(Y,p,v) — Sl(X,d,u). (5.1) 

Несложно видеть, что при любом y G Y функ¬
ция fy ( t) = p( t, y) принадлежит пространству 
Sp

1 (Y, p, v). Поскольку 

fy(t1)—fy(t2) = p(t1,y)—p(t2,y) < 

< p(t1,t2) 

то \\fy \ Sl\\< 2 [v(Y)]1/p . Из условия (5.1) следу¬
ет, что функция p* fy принадлежит пространству 

(X,d,u) и \ \p*fy \ S^W < C0 < ж. Поскольку 

p* f y ( x ) = p ( p ( x ) , y ) = p y ( x ) , 

то непосредственно из определения следует при¬
надлежность отображения p классу Mp

1 ( X, Y) . 
Далее рассмотрим вопрос о замене переменной 

для пространств на s-регулярных метрических 
пространствах. 

Пусть метрические пространства (X, d) и 
(Y, p) являются s-регулярными, а отображение 
p : X — Y квазиизометрией, т. е. 

C\ d(x1,X2) < p(p(x1),p(x2)) < C2 d(x1,X2). 

Если функция f G Spl(Y, p, v) и допускает оценку 

\ f (y1) — f ( y 2 ) \ < p ( y l , y2)(9(y1) + g ( y 2 ) ) , 

то для функции h(x) = f (p(x)) выполняется оцен¬
ка: 

\h(x1) — h(x2)\ = \f (У1) — f (y2)\< 

< p ( y 1 , y 2 ) ( g ( y 1 ) + g(y2)) < 

< C2 d(x1,x2)(g(p(x1)) + g(p(x2))). 
Следовательно, функция из = C2 (g о p) является 
допустимой для функции h = p*f. 

Поскольку отображение p является квазиизо-
метрией, то образ шара B(x, r) С X содержится 
в шаре B(p(x), C2r) С Y и содержит внутри се¬
бя шар B(p(x), C1r) С Y. Поскольку оба метри¬
ческих пространства являются s-регулярными, то 
существуют такие постоянные 0 < K1 < K2 < ж, 
что для всякого шара B(x, r) С X выполняется 
оценка: 

K1 u(B(x,r)) < v(p(B(x,r))) < K2 u(B(x,r)). 

Эта оценка стандартным образом распространяет¬
ся на все измеримые множества, и, следовательно, 
для всякого измеримого множества E С X полу¬
чаем: 

K1 u(E) < v(p(E)) < K2 u(E). 

Это, в свою очередь позволяет получить оценку 
для интегралов 

K3 J up du < J gp dv < K4 J ujp du, 
X v X 

которая очевидна для простых функций, а сле¬
довательно, выполняется и для всех функций 
g G Lp(Y,v). 

Следствием оценки для допустимых функций 
является оценка для норм: 

\\p*f \ Sl(X,d,u)\\< Co\\f \ Sl(Y,p,v)\\. 

Поскольку для квазизометрии выполняются двух¬
сторонние оценки, то отображение p : X — Y при 
всех 1 < p < ж индуцирует по правилу замены 
переменной изоморфизм 

p* : Sl(Y,p,v) — Sl(X,d,u). 

В отличие от достаточности доказательство 
необходимости требования квазиизометричности 
замен переменной, сохраняющих пространства Sp

1  

при p = s, как и в евклидовом случае, требует 
значительно больших усилий. В этой статье мы 
ограничимся рассмотрением более простого слу¬
чая p > s > 1. 

Предположим, что метрические пространства 
(X, d) и (Y, p) являются локально s-регулярными, 
а отображение p : X — Y по правилу замены пе¬
ременной индуцирует изоморфизм 

p* : Sl(Y,p,v) — Sl(X,d,u). 

К а к уже было отмечено, при этих условиях 
отображение p является отображением соболев¬
ского типа и принадлежит классу Mp

1 ( X, Y). По¬
скольку p > s, то, согласно теореме 4.2, мы можем 
изначально считать, что отображение p являет¬
ся непрерывным. Используя теорему 4.2 в част¬
ном случае, когда метрическое пространство (Y, p) 
является действительной прямой R, мы видим, 
что при p > s класс эквивалентности произволь­
ной функции f G Mp, (X, d, и) содержит непрерыв¬
ную функцию, однозначно определенную во всех 
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точках множества X. В первом разделе было от­
мечено, что функциональные классы Mp(X, d, и) 
и Яр (X, d, и) совпадают как множества функций, 
поэтому будем считать, что функции простран­
ства Sp(X, d, и) всюду определены и непрерывны. 
Непосредственно из неравенства (4.1) получается 
следующая оценка для нормы функций простран­
ства Sp,(X, d, и). 

Л е м м а 5.1. Рассмотрим локально s-
регулярное пространство (X,d). Пусть p > s, 
x1:X2 £ X, f £ Sp,(X,d,,u) и \f(xi) - f(x2)\ > 1. 
Тогда 

\\f \ S1 (X,d,u)\\ > C i [d(x1,x2)]s/p-i. (5.2) 

Теперь нам нужно получить оценку сверху 
для нормы пробной функции специального вида. 
Пусть a £ Y, 0 < r < diamY. Рассмотрим функ­
цию: 

ha,r Ы = , е с л и Р ( а , У ) ~ Г 

[ 0, если p(a, y) > r, 

где Y = . В рассматриваемой ситуации 
0<7<1, har(a) = 1 и har(y) = 0 вне шара 
B(a,r). Покажем, что функция harr принадлежит 
пространству Sp (Y, p, v) и найдем оценку для ее 
нормы. Пусть точки yi,y2 £ B(a,r) и p(a,yi) < 
p(a,y2). Используя теорему Лагранжа о конечном 
приращении, получаем: 

\ h a ,r
 (y1 ) -

 h a ,r
 ( y 2 ) \ = Y = 

= \ p ( a , y 1 ) - p ( a , y 2 ) \

 YtY-1 

где t £ [p(a,yi), p(a,y2)]. Поскольку Y < 1, то 
tY-i < pY-i(a,yi). Положим: 

f p Y - i ( a , y )

 ( ) . 
g(y)= } rY , е с л и p ( a , y ) < r 

0, если p( a, y) > r. 

Учитывая неравенство треугольника для метрики, 
получаем, что для всех yi,y2 £ Y будет выпол¬
няться оценка: 

\ha,r (yi) - ha,r ( y 2 ) \ < Y p ( y i , y 2 )(g(yi) + g ( y 2 ) ) , 

т. е. функция Y • g будет допустимой. 
Остается оценить норму функции g. Отметим, 

что 1/r < g(y) < оо при y £ B(a,r). Д л я оценки 
нормы воспользуемся интегрированием по множе¬
ствам уровня: 

оо 
I = J gp dv = J gp dv = J v ({gp > t}) dt. 

Y B(a,r) i/rp 

(53) 

Учитывая s-регулярность меры v, получаем: 

v ({gp > t}) < CtШ-) r7—1. 

Подставляя эту степенную оценку в (5.3), получа­
ем \\g \ Lp(Y, v)\\р < C • rs-p и, следовательно, 

\\har \ Sl(Y,p,v )\\< C2 rs/p-i. (5.4) 

Теперь мы можем найти оценку искажения 
расстояний отображением р. Пусть x i , x 2 £ 
X,yi = p(xi),y2 = <f(x2),r = p(yi,y2). Рас­
смотрим функцию hyi r r £ Sp (Y, p, v) и функцию 
f = tp*hyir., для которой f (xi) - f (x2) = 1. Учи­
тывая, что для функции hyi rr выполняется оценка 
(5.4), а для функции f оценка (5.2), получаем: 

Ci[d(xi,x2)]s/p-i <\\f \ Sl(X,d,a)\\< 

<M\\-\\ha , r \ Sl

p(Y,p,v )\\< C2\\р*\\- rs/p-i. 

Поскольку s/p - 1 < 0, то из предыдущего нера¬
венства следует, что 

p(cp(xi),cp(x2))\ < Ld(xi,X2). 

Оператор р* является изоморфизмом, поэто¬
му, применяя аналогичные рассуждения к обрат¬
ному оператору, получим оценку: 

L - i d(xi,X2) < p(p(xi), p(x2))\. 

В результате получаем следующее утвержде¬
ние о замене переменной для функций соболев¬
ского типа на локально s-регулярных метрических 
пространствах: 

для того, чтобы отображение р : X — Y 
индуцировало по правилу замены переменной при 
p > s изоморфизм пространств соболевского ти¬
па 

р* : Sl

p(Y,p,v) — Sl

p(X,d,,a) 

необходимо и достаточно, чтобы р было квази-
изометрией. 

Рассмотрение необходимых условий при p < s 
и описание замен переменной при p = n основыва¬
ется на иных технических приемах и требует от¬
дельного изучения. 
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УДК 519.63 

О Б А С И М П Т О Т И К Е В Ц Е Л О М Р Е Ш Е Н И Я З А Д А Ч И Д И Р И Х Л Е С И Н Г У Л Я Р Н О 
З А В И С Я Щ Е Й О Т М А Л О Г О П А Р А М Е Т Р А Д Л Я Д В У С В Я З Н Ы Х О Б Л А С Т Е Й 

В. А. Шалаумов 

O N A S Y M P T O T I C AS A W H O L E S I N G U L A R P E R T U R B A T I O N D I R I C H L E T ' S 
P R O B L E M S F O R B I C O N N E C T E D D O M A I N 

V. A. Shalaumov 

Для решения сингулярно возмущённой задачи Дирихле, имеющего экспоненциально малый харак¬
тер, с помощью функций типа пограничного слоя строится формальное асимптотическое разложе¬
ние в целом. Приводится явное выражение первых членов разложения. 

For exponential small solution singular perturbation Diroichlet's problem global formal asymptotic expansion 
are constructed by means offunction ofboundary layer type 

Ключевые слова: регулярная часть асимптотики, функции типа пограничного слоя. 
Keywords: regular part asymptotic, function of boundary layer type. 

Пусть G - ограниченная область в Rn с дву-
связной гладкой границей dG = Fi U Г2. На 
G = G U dG рассмотрим краевую задачу: 

L£[y] = ey + (B(x), Vy) + C(x)y = f (x), 
y\Ti = Ф(x), y\\T2 = Ф(x), 0 < e < 1 . 

(1) 

Предположим, что функции, входящие в (1), 
достаточно гладкие так, что существует един¬
ственное классическое решение и выполнено сле¬
дующее основное предположение: 

(А) Характеристики оператора ^ = B(x), 
x(0) = x~o £ G выходят на Fi за конеч¬
ное время, не покидая при этом области G, 
причём(B(x) , n(x)) > 0 Fi, (B(x),n(x)) < 0 на 
Г2 , где n = n( x) вектор внешней нормали к обла¬
сти G (в дальнейшем эти характеристики выходят 
на Г ^ е особым образом). 

При построении равномерного асимптотиче¬
ского разложения решения этой задачи мето¬
дом пограничных функций вначале строится 
так называемое внешнее разложение (регулярная 
часть асимптотики) в виде формального ряда 

R 
R(x,e) = 22 elyi(x), при этом задачи Коши, 

i=0 
определяющие однозначно функции yi(x), получа­

ло© 
ются подстановкой ряда R = R(x,e) = 22 elyi(x) 

i=0 в уравнение с последующей группировкой слагае¬
мых с одинаковыми степенями параметра e и по¬
следующим сравнением правых и левых частей 
уравнения. Если выполнено условие (А), то регу-

лярный ряд R = R(x, e) = 22 eiyi(x) асимптотиче-
i=0 

ски удовлетворяет уравнению (1) и реализует гра­
ничное условие на границе r i , в том смысле, что 
функции {yi(x)} i = 1, 2, ... являются решениями 
следующих задач Коши: 

L0[yo] = (B(x), Vyo) + C(x)yo = f (x), 
yo\ri = ф ( x ) , 

L0[yk] = (B(x), Vyk) + C(x)yk = -Ayk-i, 

к = 1, 2,... 

(2) 

Сингулярная часть разложения (погранич¬
ный слой), компенсирующая невязку в гранич-
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ных условиях, строится в окрестности границы Г2 
так, что сумма регулярной части и сингулярной 
части дают равномерное асимптотическое пред­
ставление решения. Указанная процедура остаёт­
ся неизменной и в том случае, когда коэффициен¬
ты регулярно зависят от малого параметра. 

При ф(х) = 0 и f (x) = 0 регулярная часть раз­
ложения тождественно равна нулю, а разложение 
пограничного слоя описывает поведение решения 
лишь в окрестности границы Г2.Но в ряде задач 
возникает необходимость построения асимптотики 
и в этом случае, в целом, на всей рассматриваемой 
области, например, для того, чтобы описать пове-

дение решения, встречающееся в теории диффузи¬
онных процессов в указанной постановке. Проце¬
дура построения асимптотики и её обоснование в 
одномерном случае описана в работе [1] ( метод по¬
следовательного выделения регулярных частей). 

Опишем формальную процедуру построения 
при ф(х) = 0 и f (x) = 0. 

Представим решение в виде y = y(x, e) = 
= exp{—Po(x,e)}go(x,e) так, что Po(x,e)\r2 = 0, 
Ро = Po(x,e) > 0 при x € G , exp{— Po(x,e)} — 
- функция типа пограничного слоя в окрестности 
Г2. Нетрудно проверить, что go = go(x,e) является 
решением следующей краевой задачи: 

L0[go] = eAgo + (B(x) — 2eVPo, Vgo) + go (е\VPof — (B(x), V P o ) + C (x) — еДРо) = 0, 
g o \ r i = 0 0 , go\r2 = ^ ( x ) -

(3) 

При подходящем подборе Po = Po(x,e) (урав¬
нение, определяющее Po(x, е), будет приведено ни¬
же) характеристики оператора Lo будут не осо¬
бым образом выходить на Г2 , на границу с нену¬
левым граничным условием, а коэффициенты опе¬
ратора регулярно зависеть от малого параметра 
так, что у go = go ( x, е) возможно выделение нену¬
левой регулярной части в виде Ro = Ro(x,e) = 
+00 
£ eiyo(xx) которая асимптотически удовлетворя-

ет уравнению (3) и реализует граничное условие 
на Г2. Поэтому представим go в виде go = Ro + 
exp{—Pi(x,e)} • g i , где exp{—Pi(x,e)} - функция 
типа пограничного слоя в окрестности Г1. Если 
положить 

V P i = 
Pi(x,e) \г 

B(x) _ ^ 

- 0,P1(x,e) > 0, x € G, 
2VPo, 

то нетрудно убедиться в том, что gi = gi ( x, е) удо¬
влетворяет условиям 

L\[gi] = eAgi + (—B(x) + 2eVPo, Vgi) 
g i \ r i = —Ro ( x , e ) \ r i , g i \ Г 2 = 0 . 

+ gi(e \VPo\ 2 — (B(x), VPo) + C(x) — d ivB + eAPo) = 0, 

(4) 

Очевидно, что характеристики оператора L f 
выходят на r i , на границу с ненулевыми гра¬
ничными условиями, не особым образом и коэф¬
фициенты оператора регулярно зависят от мало¬
го параметра так, что у gi = gi ( x, е), возмож¬
но выделение ненулевой регулярной части в ви-

д е R i Ri(x,e) = 22 eiy}(x), которая асимп-
тотически удовлетворяет уравнению и реализу¬
ет граничное условие на r i . Поэтому представим 

g i = gi(x,e) в виде g i = R i +exp{—P2(x, e)}g2, где 
exp{—P2(x, e)} - функция типа пограничного слоя 
в окрестности Г2. Если положить 

Г V P 2 = — ̂  + 2VPo = —VPi, 
\ P2(x, е)\г2 = 0, P2(x, е) > 0 при x € G, 

то, нетрудно убедиться в том, что g2 = g2(x, е) удо¬
влетворяет условиям: 

Lo[g2] = eAg2 + (B(x) — 2eVPo, Vg2) + g2(e \ V P o \ 2 — (B(x), VPo) + C(x) — eAPo) = 0, 

I g 2 \ r j =0, g 2 \ r 2 = — R i ( x , e ) \ r 2 • 
Уравнение в (5) то же, что и в (3), но с дру¬

гим граничным условием на Г2 так, что процедуру 
последовательного выделения регулярных частей 
можно продолжить. 

Продолжая последовательно процедуру выде¬
ления регулярных частей в (5) с вышевыбранными 
Pi(x,e), P2(x,e), последовательно имеем: 

g2(x,e) = R2 + e-Pl g3 = 

(5) 

= R2 + e-Pl (R3 + e-P2g4) = 
= R2 + e-Pl (R3 + e-P2 (R4 + e-Pl g5)) = 
= (R2 + e-Pl R3) + e-(Pl+P2)(R4 + e-Plg5)) = 
= (R2 + e-Pl R3) + e-(Pl+P2)(R4 + e-Pl (R5 + 

+e-P2 ge)) = 
= (R2 + e-Pl R3) + e - ( P l + P 2 \ R 4 + e-Pl R5)+ 

+e-^+P22(Re + e-P g7)) = ... 
то есть, формально решение можно представить в 
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виде: 
y = y ( x , e ) = 

= e-P £ (R2k + R2k+ie-P ) e - k ( P l + P 2 ) . 
,k=o 

На этом этапе выберем Po(x,e) так, чтобы коэф­
фициенты при свободном члене в (4) и (5) были 
равны по модулю и имели противоположные зна¬
ки (это так для членов при первых производных в 
силу выбора Pi(x,e)), то есть 
e \VPof — (B(x), VPo) + C (x) — divB(x) + eAPo = 
= —(e\VPof — (B(x), VPo) + C (x) — eAPo), тогда 
Po (x,e) - решение уравнения эйконала: 

f e\VPo\2 — (B(x), VPo) + C(x) — id ivB(x) = 0, 
\ Po(x,e)\r2 =0,Po(x,e) > 0 при x € G. 

(6) 
Предполагаем, что выполнено следующее условие: 
(B) уравнение (6) имеет единственное классиче¬
ское решение. 

Асимптотически решение (6) представимо в 
виде: 

Po = A

7

L + Ao + eAi + 
Ai = Ai(x) (7) 
i = — 1,0,1, 2,... 

Подставляя (7) в (6), с учётом граничных усло¬
вий нетрудно выписать задачи Коши рекуррент-
но определяющие Ai(x). Задачи Коши для первых 
приближений имеют вид: 

\VA-i\2 — (B(x),A-i)=0, A-i(x)\r2 =0, 
A-i(x) > 0, x € G, то есть VA-i = B. 

2(VB(x), VAo) + C(x) — 2divB(x) = 0, 

Ao(x)\r2 = 0 Ao(x) =0, x € G. 

2(VB(x), VAi) + (VAo, VAo) = 0, 

Ai(x)\r2 =0 Ai(x) = 0, x € G. 

Так как 

B(x) 2eVPo = 
= B(x) — 2VA-i + eVAo + e2VAi.... = 

= —B(x) — e2VAo — e22VAi — 

то, действительно, характеристики оператора Щ 
выходят на Г2 не особым образом ( с отличным от 
нуля граничным условием), и коэффициенты опе¬
ратора регулярно зависят от малого параметра, 

следовательно, Ro = Ro(x,e) = 22 ely°(x) явля-
i=o 

ется ненулевой регулярной частью (внешним раз¬
ложением) в асимптотическом представлении ре¬
шения краевой задачи (3). 

Так как 

— B(x) + 2eVPo = 
= —B(x) + 2VA-i + e2VAo + e22VAi + .... = 

= B(x) + e2VAo + e22VAi — 

то характеристики оператора L\ выходят на ri 
не особым образом ( с отличным от нуля гранич¬
ным условием), и коэффициенты оператора регу¬
лярно зависят от малого параметра, следователь¬
но, в представлении gi = Ri + exp{—P(x, e)}g2, 
Ri = Ri(x,e)является ненулевой регулярной 
частью (внешним разложением) краевой задачи 

+0 

(4),то есть Ri =22 e%y\(x). 
i=o 

Нетрудно проверить, что Rk = Rk(x,e) = 
+0 

= £ eiyk(x) асимптотически удовлетворяют сле-
i=o i 

дующим уравнениям и реализуют одно из гранич¬
ных условий, а именно: 

Г Uo\R2k] = eAR2k + (B(x) — 2VPo,R2k) + 2R2k(divB(x) — 2eAPo) = 0, 
\ Ro(x,e)\r2 = ip(x),R2k (x,e)r2 = —R2k-i(x,e)r2 ,k = 1, 2, 

(9) 

Г L\[R2k-i] = eAR2k-i + (—B(x) + 2eVPo, R2k-i) + \R2k-i(—divB(x) + 2eAPo) = 0, 
\ R2k-i(x,e)rt = —R2k-2(x,e)rt ,k = 1, 2,... ( ) 

Таким образом, формальное представление решения запишется в виде следующего ряда: 

y = y(x,e) = exp{ — -f} J £ e ^ ( y ^ k + y 2 k + 1 exp{ — -f })exp{—k( i + 2 ) }] } ,x € G.. (11) 
e =o k=o e e 

Отметим, что в (11) в силу выбора Pi(x,e) + ем: 
+ P2(x,e) = C(e) не зависит от x € G. C 

Pi = —+Co +eCi + ..., Ci = d(x) i = —1,0,1,... 
e 

Д л я Pi = Pi(x,e), i = 1, 2 асимптотически име- P2 = D - i + Do + eDi + :;Di = Di(x) i = —1, 0,1... 
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VPi = — 2VPo = — ̂  — 2VAo — e2Ai — .., divB(x) — 2eAPo = divB(x) — 2AA-i — e2AAo~ 
Pi(x,e)\r1 =0, Pi(x,e) > 0, x € G. —e22AAi — ... = —divB(x) — e2AAo — e22AAi — 

а коэффициенты при младших членах в (9),(10) 
V P 2 е ~r V P o е ~r ^ V A ^ T e ^ A i -г равны по модулю и имеют противоположные зна-

P 2 ( x , e ) \ г 2 = 0 , P 2 ( x , e ) > 0 , x € G . ки, нетрудно теперь выписывать уравнения, опре-
Отсюда, задачи Коши определяющие Ci = Ci(x), д е л я ю щ и е п о с л е д о в а т е л ь н ы е ч л е н ы а с и м п т о т и к и . 

Di = Di(x) имеют вид: Так задачи Коши, определяющие yk = yk(x) в 
нулевом приближении, то есть при eo в (11), имеют 

L^] = (B(x), Vyo^ + 1divB(x) • = 0, 
o 2 

VC- = B(x), VCo = 2Ao, вид: 
C-i(x)\ri =0; \ Co(x)\ri =0; 

VD-i = B(x), f VDo = 2Ao, {yoo(x)\^ = ̂ (x 
D-i(x)\r2 =0; \ Do(x)\r2 =0; 

Lo[yi

0] = (B(x), Vyo,) + 2divB(x) • У 1 = 0, 
V C

l

i = — 2 A

t

f , ... { yhCxYki = — yo(x)\г1 ; 
Ci(x)\ri = 0 1 

f LP[yf ] = (B(x), Vy2k) + 2divB(x) • y2k = 0, 

Di(x)\r2 =0 . l У 2 ( x ) \ r 2 = — y2ok-1(x)\r2
 ; 

VDi = 2Ai, 

Отметим, что по построению, C\(x) + Di(x) = j L°[^y^k+l\ = (B(x), Vy^1) + ̂ divB(x) • y ^ 1 = 0, = Ki = const, i = — 1 , 0 ^ 2 . . . \ y22"+i(x)\ri = — ylk(x)\

ri ; k =1, 2, 
Далее уже нетрудно выписать задачи, одно¬

значно определяющие yk. Так как Отсюда вытекает, что У"2'(x) = —y'^k+1(x) при 
B(x) — 2eVPo = B(x) — 2VB-i + ... = x € G, так что главный член формального асимп-
= —B(x) — e2VAo — e22VAi — ... тотического разложения (11) имеет вид: 

Jo = exp{ — f }[+f (y2k(x) + y 2 ^ 1 (x) exp{ — f }) exp{—k-P±P1}] } = 
k=o 

= exp{ — f Ы(x)(1 — exp{—f})[+f exp{—k}] = ( 1 2 )  

= exp{—f } y O ( x ) - ^ i - ^ = 1-exp{- } е _ e  

= exp{ — - ^ 1 — Mx)M(x)(- 1

 —:xp+—rj^ ̂  — ( 1 + o(1». 
e 1 — exp{ i ± - r e — ^ — (Co(x) + Do(x))} 

Следует отметить, что так найденное прибли- дартным образом из (9)и (10) группировкой слага-
жение сохраняет граничные условия исходной за- емых с одинаковыми степенями малого параметра 
дачи, то есть равно нулю на Г, и равно ф^на Г2. с учётом специфического способа выбора гранич-

Начальные задачи, определяющие следующие ных условий. Так, задачи Коши, определяющие 
члены асимптотики в (11) выписываются стан- yk = yf (x) в первом приближении, имеют вид: 

Li[yo] = Ayoo — ((Bi(x), Vyoo) + 2divBi(x) • У°) = Gi — G2, 
У1 (x)\ri =0; 
L[yfk-1 ] = G1 + G2, Г L[yfk] = G1 — G2, , 1 2

 ( 1 3 ) 

yfk-1 (x)\r2 = —y2k-2(x)\r2; l У?(x)\ri = —yfk-1 (x)\n; 
k = 1 , 2, 

Д л я того, чтобы получить удобные для сравне- нетрудно установить, что тогда: 
н и я в № 1 ^ ^ ™ ^ п р е д с т а в и м р е ш е н и я в ( 1 3 )

 ( x ) = п ( x ) + ( 2 k + 1 ) y o ( x ) + ( x ) 

в виде yUx)= yrl1(x)+ y°11(x) + yu(x), где функции У о ( x ) = y u ( x ) + ( 2 k + 1 ) y u ( x ) + y i 2 ( x h 
являются решениями следующих задач Коши: 

y\k+\x) = y?i(x) — (2k + 1)y0

n(x) — yi2(x), 
k = 1 , 2, 

Г Li№i] = Gi, Г Li[yoi]=0, ( 1 4 )  

1 У11(x)\r2 = 0; \ yf 1(x) \ r i = —y{ f \ r i ; П о д с т а в л я я ( 1 4 ) в д л я п е р в о г о п р и б л и ж е н и я 

имеем: 

r L f [ y i 2 ] = J i = y u x ) {^-exp

ii--P

exP

)i-+P':+iiP2{)P))2+P2)})+ 

1 y i 2 x ) \ r i = 0 +y°n(x)-i-e+z-iPSZ)})+ y i 2 x ) \ r i =0 +yi i(x) ) i - £ $ P £ Z 
тогда yf(x) = yni(x) — yfi(x) — yn(x). Индукцией +yi2(x)—{1 e x p { P i } ) 

1 )1-exp{-)Pi + P2)})-

.... 
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Отметим, что полученное выражение равно 
нулю на обеих границах рассматриваемой области, 
так что вместе с (12) сохраняет граничные условия 
исходной краевой задачи. 

Последующие приближения выписываются 
стандартным образом из (9) и (10) группировкой 
слагаемых с одинаковыми степенями малого пара¬
метра. 

Наконец, справедливо следующее утвержде¬
ние 

Теорема .Если выполнены условия (А) и (В), 
то ряд в (11) равномерно асимптотический на G. 

Доказательство. Представим (11) в виде: 

У = y(x,e) = exp{—Po} { П +00 

ei[ ( 
i= k= 

2k 

о 

ф2"+1 exp{—Pi}) exp{—k(Pi + Р2)}]+ 

+ rn(x,e)} = exp{—Po}(gn + ГП). 

Из (3) - (5) имеем: 

Le[y} = Le[exp{—Po}go} = 

= exp{—Po}Loo[go] = exp{—Po}Le [gn + rn ] 

= exp{—Po}(Lo,[gn] + Lo,[rn}) = 

exp(—Po)(Leo { n +<oo 

ei[ (ф 
i= k= 

2k 

i2k+1 exp(—Pi))exp(—k(Pi+P2))] } +Lo[rn(x,e)})} 0 

Вычислим: 

+0 n n 

Le[gn] = LolE ( £ e^f + exp{—Pi}22 ^^2k+l])exp{—k(Pi + P2)}] = 
k=o i=1 i=1 

+0 n n 

= £ (Ц[Т. e^2"}+exp{—Pi}Li[2: eiф2^1]) exp{—k(Pf + P2)}] = 
k=o i=1 i=1 

+0 +0 

eN+F22 g""(x)exp{—k(Pi + P2)}+en+f exp{—Pf} £ g""(x)exp{—k(Pf + P2)}= О ^ 1 ) , k= 

равномерно на G, так как ряды в последнем со-

k= 

Отсюда, силу принципа максимума, 
отношении равномерно сходящиеся. Нетрудно ви- suprn(x,e) = O(en+1) равномерно на G, что дока-
деть, что в силу выбора граничных условий для зывает теорему. 
<pk (x) = <pk, Pi(x,e), i = 1, 2, 3,..., имеют место 
равенства: rn(x, e) =0i= 1, 2. 

Таким образом, остаток является решением 
краевой задачи: 

Щ[ГП — Loo[gn]; 

rn(x,e)\ri =0 i = 1, 2.. 
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