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Рассматривается неоднородная краевая задача для уравнений, описывающих стационарное обтекание пре-
пятствия потоком смеси вязких сжимаемых жидкостей. Доказывается существование и единственность сильно-
го решения данной задачи. На основании полученных результатов может быть проведен анализ оптимальной 
формы препятствий при обтекании смесью вязких сжимаемых жидкостей. 

The inhomogeneous boundary value problems for equations of mixture of compressible viscous fluids steady flow around 
an obstacle are considered. Existence and uniqueness of strong solution for such problem is proved. The results established in 
the paper can be used to analyze the optimal shape for obstacles in compressible flow of mixture of viscous fluids. 
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Предположим, что бинарная смесь вязких сжи-
маемых жидкостей заполняет область SB \= , 

евклидова пространства 3  точек ),,(= 321 xxxx , 

где B  – ограниченная область с границей B =  

класса 
3C  (например, B  – шар достаточно большого 

радиуса), S – компактное множество с достаточно 

гладкой границей S , лежащее строго внутри B . 

Стационарное движение смеси в области   характе-

ризуется полями скоростей 
(1)u


, 
(2)u


, плотностями 

1 , 2  и давлениями 1p , 2p  составляющих ее ком-

понент, которые удовлетворяют следующим уравне-
ниям [6] (представленным в безразмерной форме): 
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Здесь   2,1,  ipp iii   – заданная гладкая 

функция, Re  и Ma  обозначают числа Рейнольдса и 
Маха соответственно  

c

cc

p

VlV 2
2 =Ma ,=Re

 



, V , l ,  , c  

и cp  – характерные величины скорости, линейного 

размера, вязкости, плотности и давления соответ-
ственно), a  – заданное положительное число, такое 

что слагаемое          121 uuaJ ii 
  характери-

зует интенсивность обмена импульсами между ком-
понентами смеси [1; 2],  

( ) ( ) ( )( ) = ( ) div , , = 1,2,j j j
ij ij ij ijL u u u i j      
  

причем постоянные (безразмерные) коэффициенты 
вязкости ij , ij  удовлетворяют условиям:  
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Рис. 1. Область течения j-ой компоненты смеси 
 

Пусть 1,2= ,)( jU j


 – заданные векторные поля 

класса )( 33 RC , обращающиеся в нуль в окрестности 

множества S . На границе   области B , выделим 
так называемые участки «втекания»:  

1,2= 0},< :{= )( jnUx jj
in


 ,  

и участки «вытекания»:  

1,2= 0},> :{= )( jnUx jj
out


 , 
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где n


 – вектор внешней нормали к границе   
(рис. 1).  

Будем считать выполненными следующие усло-
вия. 

 
Условие А.  

1. Граница   есть замкнутая поверхность класса 
3C  и множества 

 – замкнутые 

одномерные многообразия такие, что  
)()()(= j

out
jj

in  . 

2. Векторные поля   3)( CU j


 удовлетворяют 

условиям: 


 1,2= 0,=)( jdsnU j 
. 

3. Существует такая постоянная 0>C , что 

  1,2.= ,0,>> )()()( jнаCnUU jjj 


 

 

Так как векторные поля )( jU


являются касатель-

ными к   на )( j , то величина  nUU jj 
 )()(  

определена значениями )( jU


 на )( j . Очевидно, что 
условие А(3) выполнено для всех строго выпуклых 
областей и постоянных векторных полей. Геометри-
ческая интерпретация условия А(3) состоит в том, что 

величины nU j 
)(  обращаются в нуль на )( j  только 

до первого порядка, в любой точке  jP   вектор 

 PU j )(


 касается части  , где )( jU


 – внешнее 

векторное поле. 
К уравнениям (1a) – (1b) присоединим гранич-

ные условия: 
       на   , 0   на   , 1, 2,j j ju U u S j    

 
    (1d) 

,2,1,  на  0  jj
injj                 (1e) 

где 1,2= ,0 jj  – заданные положительные 

постоянные. 
 

Выберем векторное поле )( 32 RCT 


, равное 

нулю в окрестности границы   и определим отобра-

жение ),(=)(= xTxxTy


   которое задает воз-

мущение формы обтекаемого препятствия S . Для 

малых   отображение  является диффео-

морфизмом области течения   на область 

 SB \= , где )(= STS 


 – возмущенное обте-

каемое препятствие.  

В возмущенной области   мы рассмотрим 

краевую задачу (1) и ее решение обозначим через 

1,2= ),,(
)(

iu i

i

 
, т. е.  
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  ,2,1,в0div
)(

 iu
i

i  
           (2b) 

 ( ) ( )
  на   , 0  на   , 1, 2,

i iiu U u S i      
 

   (2c) 

.2,1,  на  0  ii
inii                   (2d) 

 
Таким образом решения краевой задачи (2) и 

функционалы от   i

i
u  ,

)(
 становятся функциями 

параметра  , и мы приходим к анализу зависимости 
решений краевой задачи для уравнений динамики 
смеси вязких сжимаемых жидкостей от формы 
области течения.  

Данную задачу удобно свести к исследованию 
зависимости решений от коэффициентов системы 
дифференциальных уравнений, которая возникает в 
результате замены пространственных переменных.  

 

С этой целью введем функции )(iu


 и , =1,2,i i  

определенные в невозмущенной области   по 
формулам:  

( )( ) ( ) = ( ) ( ( )),  

( ) = ( ( )), , = 1, 2,
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u x x u x T x

x x T x x i
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 
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где )())( det(=)( 1 xxx MMN , 

)( =)( xTDx


IM , 
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

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


)(=)( x
x

T
xTD

j

i


 – матрица Якоби отображения 

)(xTx


 . Введем обозначение  

( ) = det ( ).g x xN  

 

Лемма. Пусть 1,2= )),( ),((
)(

iyyu i

i

 
 – 

решение задачи (2). Тогда пары 

1,2= )),( ),(( )( ixxu i
i

 
,  

определенные по формулам (3), являются решением 
следующей задачи: 

 ( ) ( ) ( )= \ , = 1, 2j j j
in incl j    

( )x T x
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  ,2,1,в0div )(  iu i
i  

         (4b) 

  ,2,1,на0,на )()(  iSuUu iii



  (4c) 

.1,2= ,  на  = 0 ii
inii     (4d) 

Здесь линейные операторы ,   и нелинейное 
отображение    определены по формулам:  

    1 1 1( ) = div ,T Tu u g u
    N NN N
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Доказательство. Заметим, что для любой 

функции )()( 1
 Cy  справедливо равенство  

  
 

1
(  )( ( )) =  ( ), 

где = ( ) ,

T
y xy x x

y x

 

 


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
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а для векторного поля )(1
Ca


 имеет место фор-

мула:  

    1(div  ) ( ) = div ( ) .y xa y x g a y x N
 

          (6) 

Полагая )()(=)(
)(

yuyya
i

i  
 , в силу форму-

лы (6) имеем:  
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поэтому в силу уравнений (2b) приходим к урав-
нениям (4b). Учитывая тождество 

  1
=T Tg

 M N1 , из равенства: 
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и формулы (5)  получим: 
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В силу формул (5), (6) имеет место равенство:  
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Поэтому, если ввести линейный оператор ( )u


   

по формуле (4e), то получаем тождество:  
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Рассмотрим теперь выражение   )()( jj
uu 


 :  
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Вводя обозначение  

   1 1( , , ) = Tu w u w 
 N N

   
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получаем соотношение  
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Наконец, вводя линейный оператор  
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Из формул (7) – (10)  и уравнений (2a) вытекают 
уравнения (4a). Лемма доказана. 
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Задачу (4) удобно переписать в несколько иной 
форме, опуская ради краткости записи параметр  . 

Введем эффективные вязкие потоки по 
формулам:  

2
1 ( )

2
=1

Re
= ( )div  , = 1, 2.

Ma
j

i ij ij i
j

q g u p i    
 

 
Тогда краевая задача (4) может быть переписана в 

виде: 

 

 

2 2
( ) ( )

=1 =1

( ) ( )

(2) (1)

=

Re , , 

( 1) ( ) в , = 1,2,

j j
ij i ij

j j

i i
i

i

u q u

u u

u u i

 



  

 

   

  

 

 







           (11a) 

2 2
( )

=1 =1

div = в  , = 1,2,i
ij j ij j

j j

u g p g q i   
 (11b) 

2
( )

=1

2

=1

=

в  , = 1,2,

i
i i ij j

j

i ij j
j

u g p

g q i

  

 

 

 







              (11c) 

( ) ( ) ( )=  на ,   = 0  на , =1,2,i i iu U u S i 
 

        (11d) 

.1,2= ,  на  = 0 ii
inii 

           
  (11e) 

Здесь 2,1,, jiij  – элементы матрицы  1 , 

обратной к матрице   2

1, 


jiijij   (из условий 

(1c) следует невырожденность матрицы  );  

2,1,,
Ma

Re
=

2
jiijij  . 

Решение задачи (11) ищем в виде возмущения в 
окрестности данного 

 

( ) ( ) ( )
*

* *

2
*

=1

= , 

= ,  =

( ) ,

i i i

i i i i i i

i i ij ij j
j

u u v

q q

p m

   

  



  

   

  

             (12) 

где 
2

0*

Ma

Re
=  ,= ii  , и (1)

*u


, (2)
*u


, (*)
1q , (*)

2q  – 

достаточно гладкие решения следующей краевой 
задачи: 

2
( ) * ( )
* *

=1

= 0, div = 0 в , = 1,2,j i
ij i

j

u q u i     
 

( ) ( ) ( )
* *=  на ,   = 0  на ,i i iu U u S 

 
 

* * 1
=  = 1, 2,  где =  .

| |i iq q i q q q dx


  
  . 

 
На основании уравнений (11) получим для 

вектора  2121
(2)(1) ,,,,,=  vv


 краевую задачу:  

 

 

2 2
( ) ( )

=1 =1

( ) ( )

(2) (1)

=

Re , , 

( 1) ( ) в  , = 1,2,

j j
ij i ij

j j

i i
i

i

v u

u u

u u i

  



  

 

   

  

 

 







   (13a) 

2
( )

*
=1

1
div =

[ ] в  , = 1,2,

i
ij j

j i

i i

v g

g gm i

 






   




              (13b) 

( ) = [ ]

  в , = 1,2,

i
i ii i i

i i

u

g m i

   


   

 


                 (13c) 

 , на   0=)( iv


 

,1,2=  ,=  , на  0= iii
i
ini             (13d) 

где  

 
2

*
* *

=1

2

* *
=1

1
[ ] =

( )

( ),  = 1, 2,
( )

ij
i j j

j j j j

ij
j j

j j j j

q
p

H i
p


 

 




 

  
 


 







 

2

1 12 2 1 1*
=11

1 1 11 1

1
[ ] =

[ ] (1 ) ,

j j
j

g g

g g

     


   

   

   





 

2

2 21 1 2 2*
=12

2 2 22 2

1
[ ] =

[ ] (1 ) ,

j j
j

g g

g g

     


   

   

   





 

 
   

*

* *

( ) =

, 1, 2,

j j j j j

j j j j j

H p

p p j

  

  

 

  
 

ij  – элементы матрицы 
**= PR  ,  

 2

1,
=

jiij , 






















*
2

*
1*

*
22

*
11*

0

0
=,

)(0

0)(







R
p

p
P , 

векторные поля 
)(iu


 и функции  i  заданы в (12), 

,  ,   определены по формулам (4e), (4f). 

Константы im , служащие инструментом контроля 

массы компонент смеси в области  , определяются 
по формулам: 

 

 

 

1

1 2

1 2

2 ( )
*, =1

2
( )

*
=1

,   = ( , ) ,   

= ( , ) ,  = ,

1
= ,  = , 

1
= [ ] [ ] ,

T

T

j
ij ij j ii j

i

j
i i j i

ji

m k f m m m

f f f k gdx

a a g dx

f g dx

 


  










 

 

  







I A

A

 


 

     

 (13e) 
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где )( j
i  решение следующей краевой задачи  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

div( ) =   

в ,  = 0 на , , = 1, 2.

i i i
j ii j ji

i i
j out

u g

i j

   



   

 


   (13f) 

 
В процессе решения задачи (13) используются 

пространства С. Л. Соболева )(, plW  с целыми по-

казателями 0l  (функции, обладающие обобщен-
ными производными до порядка 0l  включительно, 

суммируемые со степенью 1p ), а также )(, rsW  

с дробным показателем дифференцируемости s [3; 4].  
 
Введем кроме того функциональные простран-

ства: 
, , 1,2

, 1, 2,2

= ( ) ( ),

= ( ) ( )

s r s r

s r s r

X W W

V W W

  

  
 

с нормами: 

, , 1,2( ) ( )

, 1, 2,2( ) ( )

= ,  

= .

s r s rX W W

s r s rV W W
v v v

  
 

  




 

 
Принадлежность вектор-функции тому или ино-

му функциональному пространству будем понимать 
как принадлежность ему каждой компоненты этой 
вектор-функции. 

Рассмотрим замкнутое подпространство E  Ба-

нахова пространства 
rsrs XV ,,  : 

(1) ( 2 )
1 2

( ) s,r , ,

( )

{ ( , , , ) :

:   V ,  , ,

| = 0,  | = 0,  = , = 1, 2}.

 

i s r s r
i i

i
i i i i

in

Е v v

v Х Х

v i

  

 

   

 

  



  

  

Норма в пространстве E  задается по формуле: 

 
2

( )
, ,,

=1

= j
s r s rs r j jX XVE

j

v   
 

. 

Замкнутый шар радиуса   с центром в точке 

0=


 из E  обозначим через B .  

Основной результат работы доставляет следую-
щая теорема. 

 
Теорема. Предположим, что поверхность   и 

заданные векторные поля    21 , UU


 удовлетворяют 

условиям A. Пусть кроме того для чисел r  и s
выполнены условия: 

 

11/ 2 1, , 2 3 1,

3, 1 3.

s r s r

sr s r

     

  
 

Тогда существует положительное число 

1,   зависящее только от  ,    ,, 21 UU


sr, , 

обладающее следующими свойствами: для любых 

,11   22  найдутся положительные числа 

  и с , зависящие только от  ,    ,, 21 UU


sr,  и 

,, 2211   такие что если  
1 2

2
2 12 21( )

(0, ]  , , (0, ],

,  , (0, ],
C

и a Re  

   

 



  

  N I
 

то задача (13) имеет единственное решение  

   Bvv 2121
(2)(1) ,,,,,=


, 

         rsX ,1
2

1
1

1
2

1
1 ,,,  


, 

2
21 ) ,(= mmm


, 

удовлетворяющее неравенствам: 
1

1 2
11 22| | (max{ , }) ,m c   





)3(0, 1 rs , 

(3 ) ( )
, ,,  ,  =1,2i i

s r s ri i iiX X
c c i      , 

 
1

1
,k c   I A )3(0, 1 rs . 

 

Совокупность решений  m


,,  задачи (13), 

соответствующих всем матричнозначным функциям 

N  из шара    2
2 2

( )
:

C
B  


  N N I , 

 является относительно компактным подмножест-

вом пространства    1, , 2s r s rW W     . 

Охарактеризуем кратко этапы доказательства 
этой теоремы.  

Фиксируем шар B  радиуса 1) (0,  и выби-

раем произвольную матрицу N  такую, что  

2

2

( )C



 N I . 

Выберем теперь произвольный элемент  

   Bvv 2121
(2)(1) ,,,,,=


 и положим  

 

( ) ( ) ( ) *
*

2
* *

=1

= ,  = ,  

= ( ) ,

i i i
i i i

i i i i i ij ij j
j

u u v

q q p m

  

   

 

    

  

 

 
Рассмотрим следующую краевую задачу. 
Требуется найти такое поле  

 1
2

1
1

1
2

1
1

(2)
1

(1)
11  , , , , ,=  vv


, что   

   

2
( ) 1

1
=1

2
( ) ( ) ( )

=1

(2) (1)

=

= Re , , 

( 1) ( ) в  , = 1, 2,

j
ij i

j

j i i
ij i

j

i

v

u u u

u u i

 

 

 

 

   







  

 

 



     (14a) 

2
( ) 1

1 *
=1

1
div = [ ]

в  , = 1,2,

i
ij j i i

j i

v g g gm

i

  


 
    
 






    (14b) 

1,2,= ,= , на 0= 11)(
1 iv ii

i 


      (14с) 
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( ) 1 1 = [ ]   в  ,i
i ii i i i iu g m        


 

1,2.= , на  0=1 ii
ini                 (14d) 

 

Постоянные im  определяются по формулам: 

 

 

 

1

1 2

1 2

2 ( )
*, =1

2
( )

*
=1

,   = ( , ) ,   

= ( , ) ,  = ,

1
= ,  = , 

1
= [ ] [ ] ,

T

T

j
ij ij j ii j

i

j
i i j i

ji

m k f m m m

f f f k gdx

a a g dx

f g dx

 


  










 

 

  







I A

A

 


 

     (14e) 

a )( j
i  – решение следующей краевой задачи  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

div( ) =  

в ,  = 0  на , , = 1, 2.

i i i
j ii j ji

i i
j out

u g

i j

   



   

 


                 (14f) 

 
Опираясь на ряд известных результатов о линей-

ных системах Стокса и транспортных уравнениях [5], 
доказываем, что задача (14) доставляет полную сис-
тему уравнений и граничных условий для однознач-

ного определения вектора 1


 и, следовательно, опре-

деляет отображение 1: 


W . 

На основании оценок решения задачи (14) дока-
зывается, что при малых числах Рейнольдса отобра-

жение W  переводит некоторый шар B  в себя.  

Заметим кроме того, что отображение W  явля-
ется секвенциально слабо непрерывным. Действи-
тельно, пусть последовательность 

   Bvv nnnn
nnn 2121
(2)(1)  ,, , , ,=


  

сходится слабо в E . В силу рефлексивности про-

странства E  [5] существует E


, такой что 

n 
 
  слабо в E . Так как шар B  является замк-

нутым и выпуклым множеством, то  B


. 

Cоответствующие элементы )(=1, nn W 


 содержат-

ся шаре B . Последовательности функций 

  1,2=, ,)(
, jij
ni , ограничены в rsX , . Поэтому су-

ществуют подпоследовательности  
kn1,


 последова-

тельности  n1,


 и    ( ) ( )
, , , , = 1,2

k

j j
i n i n i j  , такие 

что  
kn1,


 сходится слабо в E  к некоторому элемен-

ту  B1


, а последовательности функций 

  1,2=, ,)(
, jij
ni k

 , сходятся слабо в rsX ,  к некоторым 

функциям 1,2=, ,,)( jiX rsj
i  . Так как вложение 

( )E C   компактно,  

то   


n  и   11, 



kn  в )(C , и 

 
 

( ) ( ) 2
,

( ) ( )
,

 слабо в ( ), 

 в ( ).

k

k

j j
i n i

j j
i n i

L

C

 

 

  

 


 

 
В уравнениях вида (14), соответствующих век-

тор-функциям 
kn


и 
kn1,


, в силу вышесказанного 

возможен предельный переход при kn , в ре-

зультате чего получим соотношение )(=1 


W . Та-

ким образом любая слабо сходящаяся подпоследова-

тельность  
kn1,


 последовательности  n1,


 имеет 

своим пределом единственный элемент  B1


. Сле-

довательно, слабо сходящейся к 1


 является и вся 

последовательность  n1,


, что доказывает секвенци-

альную слабую непрерывность отображения  W . 
Согласно теореме Тихонова о неподвижной точ-

ке [5] существует такой элемент  B


, что 

)(= 


W . Построенная вектор – функция 


 явля-

ется решением задачи (13). Единственность решения 
задачи (13) вытекает из анализа дифференциальных 
свойств решений сопряженной задачи. 
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