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В работе рассматривается дифференциальная схема расщепления по физическим процессам системы урав-
нений одномерного движения смесей вязких сжимаемых жидкостей. Доказывается сходимость в шкале Собо-
левских пространств предлагаемой схемы расщепления. Результаты работы могут быть положены в основу по-
строения и математического анализа соответствующей конечно-разностной схемы расщепления. Кроме того, 
доказанная в работе теорема о сходимости одновременно доказывает существование решения рассматриваемой 
начально-краевой задачи. 

We consider the differential splitting scheme on physical processes on the system one-dimensional equations visc-
ous compressible fluid mixtures movement. Prove the convergence at the scale of Sobolev spaces in the proposed 
scheme of splitting. The results can be used as the basis on the construction of mathematical analysis and the corres-
ponding finite-difference splitting scheme. In addition, proved theorem on the convergence proves the existence of a so-
lution to the initial-boundary value problem. 
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Практика использования методов математического 
моделирования различных физических процессов сти-
мулировала теоретическое исследование моделей меха-
ники сплошной среды. Ввиду нелинейности и много-
мерности этих моделей аналитические методы 
исследования не позволяют в общем случае получить 
полного решения задачи. Одним из основных методов, 
позволяющих как проводить теоретические исследова-
ния самих моделей, так и применять их к решению 
практических важных задач, являются численные мето-
ды. Многомерность таких задач выдвигает в число глав-
ных проблему построения и исследования экономичных 
численных алгоритмов, одним из основных приемов по-
строения которых, является метод расщепления (метод 
слабой аппроксимации) дифференциальных уравнений. 

Метод слабой аппроксимации, занимая промежу-
точное положение между дифференциальной задачей 
и соответствующей разностной моделью, может быть 
использован в двух вариантах: 

– как один из методов исследования корректности 
задачи; 

– как метод построения и строгого математиче-
ского анализа соответствующих разностных схем 
расщепления, которые с этой точки зрения представ-
ляют собой простые разностные аппроксимации диф-
ференциальных задач на дробных шагах. 

Для линейных задач в настоящее время имеются 
результаты о сходимости метода слабой аппроксима-
ции при весьма общих предположениях относительно 
классов операторов. Для нелинейных уравнений ана-
логичные результаты установлены лишь для частных 
моделей. Достаточно полный обзор литературы на эту 
тему имеется в работах [1; 2]. 

Уравнения одномерного движения с плоскими 
волнами бинарной смеси вязких сжимаемых жидко-
стей описывается уравнениями [3]: 
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первые два, из которых, представляют собой закон 
сохранения импульса компонентов смеси, а два по-
следних выражают закон сохранения массы каждой из 
компонент смеси. 

Здесь p
i  – плотность i-ой составляющей смеси, 

2,1,  ip i

ii

  – давление соответствующей компо-

ненты. ui  – скорость i-ой компоненты. 

Коэффициенты вязкости  ijij
,  предполагаются 

постоянными, удовлетворяющими следующим усло-
виям (вытекающим из второго закона термодинами-
ки): 
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Уравнение (1а) и (1b) должны быть дополнены  
начальными условиями: 
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и граничными условиями, в качестве которых, мы 
примем условие периодичности: 
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Для системы дифференциальных уравнений (1а)  
и (1b)  рассмотрим расщепление по физическим про-
цессам заключающееся в том, что на каждом целом 
шаге [nτ,(n+1)τ], n = 0,1,..,N-1, TN   системе (1а)  
и (1b)  сопоставляются следующие системы: 
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неразрывности. Системы )(III n  и )(IV n  учитывают дис-
сипативные члены в уравнениях сохранения импульса. 
Уравнения )(V n  отражают эффекты вследствие обмена 
импульсами между компонентами. 

Для каждой из систем уравнений )(I n  – )(V n  ста-
вятся граничные условия в виде условий периодично-
сти вида (1f) по пространственной переменной х, в 
качестве начальных данных для каждой их этих сис-
тем уравнений принимаются решения, полученные на 
предыдущем дробном шаге. 

Преобразуем расщепленную систему )(I n  – )(V n , 

выбирая в качестве искомых функций ,,uQ ii   
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ii  и при этом проведем линеаризацию 
полученных уравнений в пределах каждого расщеп-
ленного шага [nτ,(n+1)τ]. Тем самым задаче (1) сопос-
тавляется следующая вспомогательная задача: 
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Априорные оценки решений расщепленной за-

дачи A  

В работе используются общепринятые обозначе-
ния функциональных пространств [4; 5]. В частности

L
p
 – норма, определяется формулой: 
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  – ограниченная область в евклидовом про-
странстве с кусочно-гладкой границей. 
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обобщенные производные fD  в смысле С. Л. Со-

болева до порядка l  включительно, принадлежащих 
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В пространстве  lC  функций, обладающих в 

  непрерывными частными производными до по-
рядка l  включительно, норма определяется по фор-
муле: 
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Основным результатом этого раздела является ут-
верждение. 

 
Лемма 1. Пусть начальные условия в (1е) удовле-

творяют следующим условиям гладкости: 
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a) тогда на произвольном конечном промежутке 

0<t<T задача A  для каждого τ ϵ (0,Т) однозначно 

разрешима в классе: 

 1, 2, 1, 2,( ),  ( ),  ( ),  ( ) (0,  ;  );lQ t Q t u t u t C T H      

b) на некотором промежутке (0, Т), определяе-

мом нормой в lH  начальных функций, имеют место 
следующие, равномерные по τ, оценки: 

, (0, ; )

, (0, ; )

( ) ,

( ) , 1, 2;

l

l

i C T H

i C T H

Q t

u t K i



  
            (5) 

 

;2,1,)(
);,0(

,

1








iKt
t

Q

lHTL

i 
        (6) 

 

2 1

,

(0, ; )

( ) , 1, 2.
l

i

L T H

u
t K i

t





 


         (7) 

 
Краткая схема доказательства Леммы 1. Посколь-

ку при фиксированном τ  на каждом дробном шаге 
соответствующая система уравнений имеет бесконеч-
но-дифференцируемое периодическое по х  решение, 
если таковыми являются соответствующие начальные 
функции, то доказательство Леммы 1 сводится к по-

лучению априорных оценок в )(lH  для каждой из 

систем (2) и равномерных относительно параметра τ 

неравенств (5) – (7) для расщепления A в целом. 

Для получения априорных оценок решения задачи 

A  на отдельных дробных шагах целесообразно рас-

смотреть следующую модельную систему: 

1 1
1 1 11

2
2

1 12 2

2 2
2 2 22

2
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2 21 2

0 0

1
( ) ( )
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1
( ) ,
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1
( ) ( )
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R x S x
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u
S x t
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u u
R x S x

t x x

u
S x t

x

t t t



 



 



         
       

         
       

  

         (8) 

где ( ),  ( ),  1, 2i iR x S x i   – известные функции, 

принадлежащие пространству ,2),(  lH l  причем 

все они строго положительные и ограниченные. 
Дифференцируя уравнение (8) по пространствен-

ной переменной x, умножая затем на подходящую 
функцию и интегрируя по частям, подходим к нера-
венству: 
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
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Здесь ),,( 21 uuu   
2

),(2

2

),(1

2

),( 2
2,

1
2,

2, RWRWRW
ll

l
uuu


 ,  

а весовая норма 
),(2, RW lf


 определяется по форму-

ле: 

  
 

l
RW dxfDRf l


 .)( 2

),(
2

2,  

Положительная величина Н зависит от норм 

2,2,
,

lili RS  и нижних граней функции ii RS , .  Па-

раметры 11 22,     есть линейные функции коэффи-

циентов вязкости ij  и величины ,  1,4j j  , кото-

рые суть произвольные вещественные числа. 
Если принять, что 

2,1),(),(  iQSSQRR n
iii

n
iii ,  

то неравенство вида (9) имеет место на четвертом 

дробном шаге 
5

4

5

3
 ntn . Для системы 

уравнений на третьем дробном шаге 


5

3

5

2
 ntn  

также справедливо неравенство вида (9), но в более 
простом варианте, поскольку отсутствуют слагаемые 
со сдвинутым аргументом.  

Интегрируя упомянутые неравенства по t  в соот-
ветствующих пределах, складывая полученные нера-
венства и выбирая надлежащим образом произволь-

ные числа j  приходим к соотношению: 
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где 02211 )).(),((),( CQRQRRQSS nn
n

n
iii

n   – 

положительная постоянная, зависящая от коэффици-

ентов вязкости 1,, Hijij   – известная функция сво-

их аргументов, определяемая функциями (2f).  
Оценки решений уравнений (2b) и (2а) имеются в 

работе [1], комбинируя которые с неравенством (10), 
приходим к ключевому неравенству: 
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(11) 

где М – известная положительная локально ограни-
ченная функция.  

Из оценок (13) рассуждениями, аналогичными [1] 
получаем оценки (5) – (7). 

 

Сходимость схемы расщепления A  

В этом разделе докажем сходимость решения 

расщепленной задачи A  к точному решению задачи 

(1). 
Поскольку вектор функция 

),,,( ,2,1,2,1  uuQQz   

удовлетворяет системе уравнений (2а) – (2е), то для 
средних функций: 
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получаем следующую систему уравнений: 





  ,

,,
,

,
~~

~
~

i
ii

i
i

x

u

x

Q
u

t

Q













           (13a) 

 

 

, , ,
, ,

2
2

, 21

( )

( )

i i i
i i i

j
i i ijj

u u Q
R Q t u

t x x

u
S Q t

x

  
 

 


   
       


  



 


 

  
 

1

,

2, 1, ,

( ) 1

, 1, 2.

i

i i

i

S Q t

a u u i
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  
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(13b) 

Функции 2,1,,, ,, jiji     представляют со-

бой весьма громоздкие выражения и по этой причине 
мы их не выписываем, но отметим, что в силу апри-
орных оценок (5) – (7) справедливы неравенства: 

,2,1,)(sup 12,2,0 
 jCt

ljTt           (14) 

,2,1,)(sup 12,3,0 
 iCt

liTt    

с постоянной 1C , не зависящей от параметра  . 

В силу оценок (5) – (7) можно выделить подпос-

ледовательность     k  такую, что 

*)()(, tQtQ ii k
  – слабо в ))(;,0(  lHTL , 

)()(, tQtQ ii k
  – сильно 

в ))(;,0( 1 lHTC ,   (15) 

*)()(, t
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Q
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Q
ii k


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


 
 – слабо 

в 1(0, ; ( )),  1, 2lL T H i    , 

*)()(, tutu ii k
  – слабо в ))(;,0(  lHTL ,  

)()(, tutu ii k
  – сильно в ))(;,0( 1 lHTC ,   (16) 
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u
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





 
 – слабо  

в 2,1)),(;,0( 12  iHTL l . 

Поскольку имеет место компактное вложение 

(0,  1)lH  в пространство (l-1) – раз непрерывно 

дифференцируемых функций  1 0,  1 ,lC   то из (15) и 

(16), в частности, следует: 
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равномерно в 1),,0(  lT  ,  
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ii k
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
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
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,

  равномерно в  

1),,0(  lT  .                   (17) 

Из свойств оператора усреднения ( )Т   и соотно-
шений (15), (16) вытекает, что семейство усреднен-

ных функций 
kiQ ,

~
 и 2,1,~

, iu
ki   определенных в 

(12) обладают свойствами, аналогичными, (15), (16). 
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Это обстоятельство позволяет совершить предельных 
переход в системе уравнений (13), в результате кото-
рого получим, что предельные функции 

 1 2 1 2,  ,  ,  Q Q u u     удовлетворяют системе урав-

нений, эквивалентной исходной системе (1а), (1b). 
Если l = 2, то уравнения неразрывности удовле-

творяются всюду, а уравнения сохранения импульсов 
почти всюду в цилиндре ),0( T . Если 3l , то 

1 2 1 2( ,  ,  ,  )Q Q u u  – классическое решение. Началь-

ные и граничные условия выполняются в классиче-
ском смысле. 

Наконец, в силу теоремы единственности рас-
сматриваемой задачи в данном функциональном клас-
се, можно констатировать сходимость в указанном 
выше смысле всей последовательности 

),,,( 2121  uuQQ  решений расщепленной задачи 

A . 

Таким образом, доказана следующая теорема схо-
димости. 

 
Теорема 1. Предположим, что начальная функция 

)(ln)( 00 xpxQ ii   и 2,1),(0 ixui  принадлежит 

пространству .3),(  lH l  Тогда на некотором 

промежутке времени (0,Т) последовательность реше-

ний ),,,( 2121  uuQQZ   вспомогательной зада-

чи A  при 0  сходится к точному решению 

),,,()( 2121 uuQQtZ   задачи (1) в следующем 

смысле: 

*)()( tZtZ   – слабо в ))(;,0(  lHTL , 

)()( tZtZ   – сильно в ))(;,0( 1 lHTC , 
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Q
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



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 – слабо  

в 2,1)),(;,0( 1  iHTL l , 

)(, t
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u
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



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 

 – слабо  

в 2 1(0, ; ( )),  1, 2.lL T H i    

При этом вектор функция 

),,,( 2121  uuQQZ   

сходится к ),,,()( 2121 uuQQtZ   равномерно в ци-

линдре ),0( T , а производные до порядка (l-2) 

включительно сходятся равномерно в этом цилиндре 
к соответствующим производным от Z. 
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