
МАТЕМАТИКА | 

35 Вестник КемГУ 2014 № 1 (57) Т. 1 | 

 
МАТЕМАТИКА 

УДК 519.6 

О РЕШЕНИИ СУБГРАДИЕНТНЫМИ МЕТОДАМИ РЕГУЛЯРИЗОВАННОЙ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ В СИСТЕМЕ ЭКОЛОГИЧЕСКОГО МОНИТОРИНГА 

Я. Н. Вершинин, А. А. Быков, В. Н. Крутиков, В. В. Мешечкин 
 

ON THE SUBGRADIENT METHOD SOLUTION OF REGULARIZED LINEAR PROGRAMMING 
PROBLEM IN THE ENVIRONMENTAL MONITORING SYSTEM  

Ya. N. Vershinin, А. А. Bykov, V. N. Krutikov, V. V. Meshechkin  
 

В работе сформулирована регуляризованная задача линейного программирования распределения объемов 
выбросов вредных веществ в атмосферу для группы предприятий с целью максимизации их прибыли при огра-
ничениях на выбросы и условии пропорционального распределения допустимых объемов выбросов для пред-
приятий с идентичными характеристиками. Разработан алгоритм отыскания ее решения на основе перехода к 
двойственной задаче и использовании эффективных релаксационных субградиентных методов с последующим 
восстановления оптимума. Проведен вычислительный эксперимент, подтверждающий работоспособность и 
эффективность предложенного подхода.  

A regularized linear programming problem of finding permissible air pollution emission rates for multiple sources 
of a number of industrial plants is formulated in the paper. The objective of solving that problem is to obtain the maxi-
mum profit under emission rate limits and conditions of proportional distribution of permissible emission rates for simi-
lar industrial plants. The proposed algorithm of finding a problem solution is grounded on the task conversion to the 
proper dual problem by using effective relaxation subgradient method with the subsequent optimum restoration. The 
numerical test that can show the capacity and efficiency of the proposed approach is presented. 
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1. Введение 
В системах экологического мониторинга чистоты 

атмосферы для населенных мест возникает задача 
распределения объемов выбросов в атмосферу вред-
ных веществ для предприятий с целью максимизации 
их прибыли при ограничениях на загрязнение окру-
жающей среды в областях проживания [1 – 8]. Подоб-
ные задачи характеризуются значительным числом ис-
точников загрязнения (порядка 10000) и существенно 
меньшим числом (порядка 1000) мест мониторинга чис-
тоты атмосферы [8]. Исходные данные задачи являются 
результатом обработки доступной статистической ин-
формации и сильно зашумлены. Другой важный фактор 
– плохая обусловленность задачи, связанная с близким 
расположением идентичных по выбросам предприятий, 
что определяет неоднозначность решения и его зависи-
мость от метода решения [8]. В этой связи представляет-
ся актуальным разработка специализированных мето-
дов, обеспечивающих равноценное распределение 
объемов выбросов предприятий. 

Известные подходы к этому распределению приво-
дят к математической постановке в виде задачи линей-
ного программирования [9]. Неизвестные характеристи-
ки функционала прибыли системы предприятий области 
мониторинга, на основании предположения о наличия 
равновесия системы [10; 11] по лимитирующему «ре-
сурсу» объемов выбросов, выражены в виде функ-
ционала от объемов выбросов предприятий. В силу 
неполноты и неточности данных, плохой обусловлен-
ности, большой размерности задачи линейного про-
граммирования имеет место проблема неединствен-
ности решения и его неустойчивости к возмущениям 
данных задачи. Для решения подобных задач использу-

ются подходы поиска регуляризованного решения [9]. В 
работе формулируется задача линейного программиро-
вания с двухсторонними ограничениями на объемы вы-
бросов, в которую вводится квадратичный сглаживаю-
щий функционал, т. е. получается задача квадратичного 
программирования, где в качестве квадратичной состав-
ляющей выступает специально сконструированный 
функционал регуляризации. Функционал регуляризации 
предназначен для получения решения задачи распреде-
ления объемов выбросов между предприятиями таким 
образом, чтобы при максимизации суммарной прибыли 
обеспечить допустимые характеристики качества возду-
ха в областях проживания и пропорциональное распре-
деление объемов выбросов для предприятий с идентич-
ными характеристиками выбросов. 

В работе решение задачи квадратичного програм-
мирования, в силу ее высокой размерности, осущест-
вляется посредством решения двойственной задачи, 
имеющей существенно меньшую размерность. По-
скольку двойственная задача является задачей не-
гладкой оптимизации, для ее решения привлекаются 
имеющиеся эффективные субградиентные методы. 
Для оценки приемлемости излагаемого подхода про-
веден значительный вычислительный эксперимент, 
как на сгенерированных тестах, так и на задачах, ос-
нованных на реальных данных. На основании резуль-
татов вычислительного эксперимента можно сделать 
вывод об эффективности изложенного подхода для 
решения поставленных задач. 

 
2. Постановка задачи 
В России на государственном уровне функциони-

рует система управления выбросами загрязняющих 
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веществ (ЗВ) в атмосферу от источников промышлен-
ных предприятий [1]. Целью системы является дос-
тижение (поддержание) нормативного уровня загряз-
нения воздушного бассейна населенных мест путем 
финансового и административного принуждения пред-
приятий к выполнению атмосфероохранных мероприя-
тий по снижению (не увеличению) выбросов. План 
таких мероприятий разрабатывается для существую-
щих промышленных предприятий каждые 5 лет и со-
держится в проектах нормативов предельно допусти-
мых выбросов (ПДВ). За выброс в пределах ПДВ 
предприятие платит базовый норматив [2], а за пре-
вышение – в пятикратном размере. Кроме того, на-
числяемая плата умножается на коэффициент эколо-
гической ситуации (территориальный показатель, от 
1.0 до 1.44). Таким образом, любое предприятие, за-
грязнение атмосферы от которого превышает норма-
тивный уровень, заинтересовано в том, чтобы ПДВ 
его источников, обеспечивая нормы загрязнения, ми-
нимально отличались от сегодняшних выбросов. 

Для каждого ЗВ под ПДВ для предприятий города 
понимается такая совокупность выбросов ix , 

1,2,...,i n , из источников загрязнения атмосферы 
(ИЗА), при которой в некотором множестве из m то-
чек, покрывающих жилые районы города и его особо 
охраняемые территории, соблюдается условие: 

j jC b , 1,2,...,j m ,   (1) 

где Сj – суммарная по всем ИЗА концентрация выбро-
сов, а jb  – предельно допустимая концентрация вj-й 

точке покрытия. Линейность модели общей концен-
трации в зависимости от концентраций отдельных 
выбросов [3] позволяет записать выражение для сум-
марной концентрации: 

1

n

j ji i
i

C A x


 , 1,2,...,j m ,  (2) 

где Aji – удельная (на единицу выброса) концентрация 
от i-го источника в j-й точке покрытия. В дальнейшем 
будем называть Aji коэффициентом влияния (i-го ис-
точника в j-й точке), который зависит от типа источ-
ника, его технических параметров, координат на карте 
города, коэффициентов рельефа территории и пара-
метра осаждения ЗВ. Подставляя (2) в (1), можно за-
писать в матричной форме систему линейных нера-
венств, являющуюся условием того, что вектор 
выбросов x является одним из вариантов ПДВ для 
предприятий города: 

Ax b ,  nx R ,  mb R ,  m nA R  .   (3) 
В методической литературе [4; 5], имеющей, в от-

личие от нормативной, рекомендательный статус, 
приводятся методы нахождения частных решений сис-
темы (3). Упомянутые методы позволяют найти единст-
венное решение, однако смысл такого решения не впол-
не ясен, поскольку решения, полученные в [4; 5], не 
основаны на использования целевой функции. 

Предположим, что выбросы отдельного предпри-
ятия прямо пропорциональны его объему производства. 
Такое допущение о пропорциональности (линейной за-
висимости) параметров часто используется в экономико-
математическом моделировании, например, в моделях 
леонтьевского типа [10; 11]. Тогда прибыль от произве-

денной продукции отдельного предприятия также будет 
линейно зависеть от объемов выбросов при условии не-
изменности платы за каждую единицу ЗВ.  

Допустимый объем выбросов для предприятий 
можно рассматривать как определенного рода ресурс 
(«экологический ресурс»). Будем считать, что система 
предприятий области мониторинга находится в рав-
новесном состоянии, тогда стоимости предельных 
продуктов (в том числе и по выбросам), отнесенные к 
цене соответствующего ресурса, должны быть равны 
между собой [10], причем цены ресурсов и произве-
денной продукции для всех предприятий одинаковы. 
Отсюда следует, что в стоимостном выражении оди-
наковые приращения экологического ресурса должны 
приводить на каждом из предприятий к идентичным 
изменениям прибыли от производства. Тогда в опти-
мизационной задаче максимизации прибыли совокуп-
ности предприятий, при ограничениях на допустимое 
загрязнение окружающей среды, изменение прибыли 
предприятий, обусловленное изменением объемов 
производства, можно заменить на пропорциональную 
ей величину изменения объемов ЗВ. 

В силу практической недоступности необходимой 
информации об объемах производства и фактической 
стоимости единицы продукции на предприятиях, сде-
ланное предположение позволяет сформулировать 
оптимизационную задачу относительно объемов вы-
бросов, что широко используется при постановке оп-
тимизационных задач в отечественной и зарубежной 
литературе [6; 7; 11].  

Естественно, наибольший интерес представляет 
нахождение варианта ПДВ (3) такого, при котором 
общие затраты на снижение объема выбросов мини-
мальны, т. е. затраты, связанные с сокращением объе-
мов производства, минимальны, а граница допусти-
мых объемов выбросов предприятия максимальна, 
что позволяет сформулировать следующую оптими-
зационную задачу: 

0

0min ( ,( ))
mx x x

x x
 

 ,  nR  , Ax b .    (4) 

Здесь компоненты i  вектора   характеризует 

удельную стоимость снижения выбросов на всех ИЗА 

от существующих сегодня выбросов 0x  до искомых 
значений x.  

Решение для каждого источника с номером i 

ищется на отрезке от существующего выброса 0
ix до 

технологически возможного минимального выброса 

mix . Если предположить, что удельная стоимость 

снижения выбросов всех источников одного ЗВ оди-
накова и принять ее за единицу, то задачу (4) можно 
преобразовать к виду: 

0
max ( , )
mx x x

p x
 

, Ax b , 1ip  , 1,2,...,i n . (5) 

Это означает поиск такой совокупности выбросов 
x всех источников города, при которой суммарный 
выброс по всем ЗВ останется максимальным. Такое 
решение характеризует для лимитирующих ЗВ мак-
симально возможную (при сложившемся взаиморас-
положении промышленных предприятий и жилых 
районов) нагрузку на воздушный бассейн города. 
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Тем самым задача (5) образует для каждого про-
блемного ЗВ (по которому есть точки с превышением 
ПДК) задачу линейного программирования (ЛП) мак-
симизации суммарного допустимого выброса в атмо-
сферу при ограничениях на загрязнение атмосферы в 
жилых районах. Постановки такого рода задач доста-
точно давно упоминаются в отечественной и зару-
бежной литературе [6; 7], однако практические реше-
ния при этом, как правило, оставляют на 
использование стандартных программ. 

Возьмем ma x , 0d x . Сформулируем задачу 

максимизации (5) как задачу минимизации, сменив 
знак целевой функции. Обозначим i ic p  , 

1,2,...,i n . Соответствующая задача линейного про-
граммирования имеет следующий вид: 

min ( , )c x , Ax b , { | )x Q x a x d    ,   

, , , nc a d x R , mb R , m nA R  .         (6) 

Здесь x  – вектор объемов выбросов, Q  – множе-

ство ограничений предприятий.  
Ситуацию неравноценного распределения объе-

мов идентичных предприятий рассмотрим на примере 
задачи 

1

min ( )
n

i
i

x


 , 
1

1
n

i
i

x


 , 0 1ix  , 1,2,...,i n . (7) 

Решение, полученное симплекс-методом, будет 
содержать одну отличную от нуля компоненту векто-
ра x , например, первую,  

1 1, 0, 2,3,...,ix x i n   ,  

что определяется начальным базисным решением. По-
скольку все предприятия идентичны, то распределение 
объемов 1/ , 1,2,...,ix n i n  , должно быть  более 

приемлемым.  
В работе [8] рассматривались идеи агрегирования 

идентичных предприятий в единое целое для устранения 
линейной зависимости столбцов матрицы A  и после-
дующего пропорционального распределения нагрузок 
на каждое предприятие из общего числа. Другой путь 
решения задачи состоит в замене исходной задачи (6) на 
следующую регуляризованную задачу [9]: 

2min[( , ) || || / 2]
x Q

c x x


 , Ax b , 0  .       (8) 

Решение задачи квадратичного программирова-
ния (8) позволяет выделить из множества возможных 
решений задачи ЛП (6) решение с минимальной нор-
мой. При этом, согласно [9], при достаточно малых 
значениях   решение задачи (8) совпадает с решени-
ем задачи (6).  

Задачу (8) примем в качестве базовой для разра-
ботки алгоритма решения задачи (6). В силу возмож-
ных значительных отличий предельных значений 
объемов выбросов отдельных предприятий id  в ре-

шении задачи (8) будет происходить избыточное по-
давление компонент с большими объемами выбросов. 
Для устранения этого недостатка необходимо выби-
рать параметр регуляризации для каждого из пред-
приятий отдельно: 

2

1

1
min[ ( , ) ]

2

n

i i
x Q

i

c x x




  ,  Ax b , 0i  , 1,2,...,i n

.   (9) 
 

3. Алгоритм решения задачи 
Запишем функцию Лагранжа регуляризованной 

задачи (9): 

2

1

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

n

i i
i

L x y c x x c x y Ax b


    ,   0y  ,   

my R ,   a x d  .  (10) 

Поскольку число ограничений m  значительно 
меньше числа переменных n , то получим решение 
прямой задачи (10) на основе решения ее двойствен-
ной задачи. Согласно [9] введем двойственную функ-
цию: 

2

1

( ) min[ ( , ) ( , )

1
( , ) ( , )],

2

a x d

n

i i
i

y L x y c x

x c x y Ax b





 



   

  
  0y  ,   my R . (11) 

Знак минус в (11) поставлен с тем, чтобы в даль-
нейшем иметь дело с задачей минимизации двойст-
венной функции. Обозначим через ( )x y  решение за-

дачи минимизации из (11) по x  при фиксированном 
y . При условии отсутствия ограничений по перемен-

ным x , решив систему ( , ) 0xL x y  , получим: 

( , )
[ ] 0T

i i i i
i

L x y
c x A y

x


   


, * [ ]T
i

i
i

A y c
x




  , 

1,2,...,i n . (12) 

С учетом ограничений, решение ( )x y  примет вид: 
*

*

* *

, ,

( ) , ,

, ,

i i i

i i i i

i i i i

a если x a

x y d если x d

x если a x d

 
 
  

1,2,...,i n . (13) 

Задачу  

0
min ( )

y
y


   (14) 

можно решать субградиентными методами. Субгра-
диент ( )y  в точке ky  записывается в виде: 

( ) ( ), ( )k k k ky Ax b x x y     .      (15) 

При использовании субградиентных методов для 
решения задачи (14) ограничения 0y   можно обой-

ти, используя вместо y  вектор | |y , где операция мо-

дуля для вектора означает ее покомпонентное приме-
нение.  

Таким образом, решение задачи (9) заключается в 
решении задачи минимизации двойственной функции 

( )y  с последующим нахождением решения ( )x y  

задачи (8). 
Выберем параметры регуляризации следующим 

образом: 
| | /i i ic d  ,    1,2,...,i n .  (16) 

Тогда выражение (12) примет вид:  
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* [ ] [ ]

| |

T T
i i i

i
i i

A y c d A y c
x

c 
 

    , 1,2,...,i n .   (17) 

При условии идентичности некоторых из пред-

приятий, соответствующие им величины [ ]T
iA y c  в 

(17) будут одинаковы, а выражения для *
ix  будут 

пропорциональны максимальным объемам выбросов 
предприятий id . Выбор параметров регуляризации 

согласно (16) приведет к более справедливому для 
предприятий распределению их нагрузок при

*
i i ia x d  . 

 
4. Используемые субградиентные методы ми-

нимизации 
Итерация рассматриваемых в работе релаксаци-

онных методов оптимизации (МО) с точным одно-
мерным спуском имеет вид: 

1k k k kx x s   ,  
0

arg mink k kf x s


 


  ,   

 0,1,k   ,   (18) 

где задается начальная точка 0x , а ks  – направление 

спуска, которое вычисляется на основании субгради-
ентов из субградиентного множества в точке kx , т. е. 

( )k kg f x . 

В расчетах использовались два типа субградиент-
ных методов. Первая группа методов включает в себя 
многошаговые субградиентные методы. В первом из 
них [9, 12, 13] (назовем его М0) направление спуска 
вычисляется по формулам: 

0
0

0 0( , )

g
s

g g
 , 1

1

1 ( , )

( , )
k k

k k k
k k

s g
s s g

g g





  , 1,2,...k  .(19) 

Существенного ускорения сходимости можно 
достичь за счет повышения качества направления 
спуска, что достигается посредством ортогонализации 
пары смежных субградиентов [15]. Процесс построе-
ния направлений спуска на основе ортогонализации 
(обозначим его М1) имеет вид: 

0
0

0 0( , )

g
s

g g
 ,  

 
1

1

1 ,
,

,
k k

k k k
k k

s g
s s p

p g





  1,2,...k  (20) 

 

1

1
1 12

1

,  ( , ) 0, (a)

( , )
,  ( , ) 0. (b)

k k k

k kk
k k k k

k

g если g g

g gp
g g если g g

g




 




   


   (21) 

 
Вторая группа методов состоит из алгоритмов фор-

мирования направления спуска с использованием опе-
раций растяжения пространства. Субградиентный метод 
с растяжением пространства в направлении субградиен-
та [16, 13, 14] (обозначим его МН0) имеет вид 

0
0

0 0( , )

g
s

g g
 ,  

1
1

[1 ( , )]

( , )
k k

k k k k
k k k

s g
s s H g

g H g





  , 1,2,...k    (22)  

1 2

1
(1 ) ,

( , )

T T
k k k k

k k
k k k

H g g H
H H

g H g   
  

1,2,...k  ,   

0H I ,  (23) 

где 1,  n n
kH R   – симметричная, строго положи-

тельно определенная матрица (такие матрицы будем 
обозначать Н>0). В вычислительном алгоритме МН0 
использовалось значение 2 = 6. 

Следующий алгоритм (обозначим его МН1) осно-
ван на использовании операций растяжения-сжатия 
пространства [17, 13, 14]: 

0
0

0 0( , )

g
s

g g
 , 

 k k ks H g  ,  ( )k kg f x ,  0,1,k   ,  (24) 

1 2

2

1
(1 )

( , )

1
(1 ) ,

( , )

T T
k k k k

k k
k k k

T T
k k k k

k k k

H y y H
H H

y H y

H p p H

p H p





    

 

  1,2,...k  ,  

0H I ,    (25) 

1k k ky g g   ,    
( , )

( , )
k k k

k k k
k k k

H y g
p g y

H y y
  . (26) 

Параметры ,  должны удовлетворять условиям 
1,   0 1,   1        . Использовались зна-

чения параметров 2 = 30, 2 = 0.2, что обеспечивает 
результирующий коэффициент растяжения ()2 = 6.  

 
5. Результаты решения тестовых задач суб-

градиентными методами 
Для задачи ЛП (6), представленной  в виде: 

min ( , )c x ,    Ax b  ,   , nc x R ,   3mb R ,  
3m nA R  ,   (27) 

где  ( , , )T TA A I I  ,   

 1 2 1 2( , , ,..., , , , ,..., )T T
n nb b a a a d d d    , усло-

вия экстремума имеют вид: 
* 0y  ,    *( ) 0i i iy Ax b  , 1,2,...,3i m ,  

[ ] 0T
iA y c   ,   1,2,...,i n ,   (28) 

На основе условий экстремума (28) был разрабо-
тан способ генерации задач ЛП вида (6) произвольной 
размерности. Генерировались задачи при 1000m  и 

10000n  , что является достаточным для целей ис-
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пользования в системах мониторинга. Двойственная 
задача (14) после замены в целевой функции значений 
аргументов на их модули (| |)y  решалась субгради-

ентными методами. Использовались следующие алго-
ритмы: 

1. Алгоритм М0, задаваемый формулами (18), (19). 
2. Алгоритм М1, задаваемый формулами (18), (20), 

(21). 
3. Алгоритм МН0, задаваемый формулами (18), 

(22), (23). 

4. Алгоритм МН1, задаваемый формулами (18), 
(24), (25), (26). 

Оптимальные значения x̂  восстанавливались со-
гласно (13). В таблицах 1 – 4 приведены затраты количе-
ства итераций (it), вычислений значений целевой функ-
ции и градиента (nfg), а также параметр точности 

* *q f f f   уклонения полученного экстремума 

ˆ( , )f c x  от истинного *( , )f c x . 

Таблица 1 
Результаты решения тестовой задачи при ограничениях-неравенствах  

для случая пяти активных ограничений 
 

Задача на основе условий экстремума (5 активных ограничений-неравенств) 
 =  1.0E-2 

 n = 1000m = 100  n = 5000m = 500  n = 10000m =  1000 
Метод it nfg q  it nfg q  it nfg q 
МН0 314 608 2.5E-4  875 1614 4.1E-4  1284 2304 6.5E-4 
М1 497 995 3.7E-5  523 1047 2.0E-2  526 1054 1.3E-3 
М0 534 1069 1.8E-2  555 1111 7.3E-3  581 1164 4.8E-2 
МН1 309 609 8.8E-3  989 1753 1.2E-3  1731 3014 5.6E-3 

 
 Таблица 2 

Результаты решения тестовой задачи при всех активных ограничениях-неравенствах 
 

Задача на основе условий экстремума  (m активных ограничений-неравенств) 
 =  1.0E-2 

 n = 1000m =  100  n = 10000m =  1000 
Метод it nfg q  it nfg q 
МН0 45 93 1.975E-0006  54 111 4.788E-0008 
М1 176 395 4.504E-0006  146 396 2.260E-0007 
М0 181 388 1.804E-0005  573 1416 3.820E-0006 
МН1 44 91 1.954E-0006  50 104 4.498E-0008 

 
 Таблица 3 

Результаты решения тестовой задачи при ограничениях-равенствах 
 

Задача на основе условий экстремума  (все ограничения – равенства) 
 =  1.0E-2 

 n = 1000m =  100  n = 10000m =  1000 
Метод it nfg q  it nfg q 
МН0 45 93 1.975E-0006  55 114 4.648E-0008 
М1 176 395 4.504E-0006  146 396 2.260E-0007 
М0 181 388 1.804E-0005  573 1416 3.820E-0006 
МН1 55 110 2.218E-0006  50 104 4.498E-0008 

 
В следующей таблице представлены результаты решения прикладной задачи максимизации прибыли сово-

купности предприятий при ограничениях на их выбросы. Здесь точное решение было найдено симплекс-
методом.  

Таблица 4  
Прикладная задача распределения нагрузок предприятий 

 
Прикладная задача (ограничения-неравенства), 

n = 1098, m =  45,  = 0.1 
Метод it nfg q 
МН0 328 649 5.9E-7 
М1 4126 8270 1.7E-4 
М0 1685 3387 3.4E-4 
МН1 493 989 2.6E-6 
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Все использованные методы позволяют найти 
значение оптимума задачи, практически совпадающее 
с теоретическим. При этом при тестировании величи-
на   в (9) выбиралась так, чтобы решение по значе-
нию целевой функции было близко к теоретическому 
и при этом необходимое количество итераций мето-
дов для решения задачи (14) было минимальным.  

Одна из целей тестирования состояла в выявлении 
влияния количества активных ограничений на ско-
рость получения и точность решения. Оказалось, что 
чем больше активных ограничений-равенств, тем 
проще получить решение задачи (таблицы 1 и 2). Для 
оценки различий сложности решения задач при огра-
ничениях-равенствах и неравенствах были решены 
идентичные задачи для ограничений-равенств (табли-
ца 3). Оказалось, что сложность решения таких задач 
методами минимизации практически одинакова при 
условии, что все ограничения неравенства являются 
активными ограничениями. 

В практических задачах на данных мониторинга 
предприятий величина   выбирается на основе мало-
го рассогласования по целевой функции получаемого 
и известного решений задачи. Другой способ выбора 
основывается на экспертном анализе решений задачи 
при различных параметрах регуляризации и опреде-
лении наилучшего их них с точки зрения экспертов. В 
качестве одного из критериев экспертизы может быть 
использовано свойство равномерности распределения 
нагрузки идентичных по стоимости и выделениям 
вредных веществ на единицу продукции предприятий. 
Другой способ определения параметров регуляриза-
ции может состоять в выборе параметра, обеспечи-
вающего наиболее устойчивое к внесенным возмуще-
ниям решение.  

Заключение 
В работе сформулирована оптимизационная зада-

ча квадратичного программирования распределения 
объемов выбросов в атмосферу вредных веществ для 
предприятий с целью максимизации их прибыли при 
ограничениях на выбросы вредных веществ в облас-
тях проживания. Квадратичная составляющая целевой 
функции представляет собой функционал регуляриза-
ции, предназначенный для получения решения задачи 
распределения объемов выбросов между предпри-
ятиями таким образом, чтобы при максимизации сум-
марной прибыли совокупности предприятий обеспе-
чить допустимые характеристики качества воздуха в 
областях проживания и пропорциональное распреде-
ление объемов выбросов для предприятий с идентич-
ными характеристиками. 

В силу высокой размерности прямой задачи раз-
работан алгоритм отыскания решения ее двойствен-
ной задачи с последующим восстановления оптиму-
ма. Для решения двойственной задачи использовались 
эффективные субградиентные методы. На основании 
вычислительного эксперимента установлено, что при 
малых параметрах регуляризации решение регуляри-
зованной задачи практически совпадет с решением 
при отсутствии регуляризации, что подтверждает ра-
ботоспособность предложенного метода решения.  

Для целей получения помехоустойчивого реше-
ния, обеспечивающего пропорциональное распределе-
ние объемов выбросов для предприятий с идентичными 
их характеристиками, необходимо для имеющегося на-
бора данных провести расчеты с различными парамет-
рами регуляризации с последующим экспертным отбо-
ром наиболее качественных решений.  
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