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Это позволяет вычислить полиномиальную матрицу:
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Вычислим матрицу частотных функций по формуле: H(z) - A(zN )A(z),
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Получаем: w0(z) = z 2+2z 1+3 + 2z'+z2, /wt(z) = z 2+2z ‘-2z2, w2(z) = z2.

Поэтому tf0(z) = |(z~2 + 2z~' + 3 + 2z’ +z2), Ht(z) = j(z^ +2z*‘ -2z2), H2{z)=X-z2.

Матрица G(z) фильтров восстановления находится обращением матрицы //(z), G(z) = /?(z) 1 T(z‘v) 1,
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При этом нужно учесть, что при вейвпет- 
разложении участвуют сопряженные фильтры вейв­
летов. Это означает, что следует обращать матрицу 
//(с), с комплексно сопряженными элементами. По­
скольку коэффициенты фильтров вещественные, 
достаточно заменить z = e~'ffl наг'1. Выбираем эле­
менты первой строки и получаем следующие 
фильтры восстановления: G0(z) - 1, Gj(z) = - 2z '3 + 
3z’ 2-l, G2(z) = -4z'3 + 6z'2 + 1 -6z + 3z2.

Таким образом, фильтры восстановления 
имеют следующие ненулевые элементы: = -/з ,
g!3=-273,

Й=-4э/з,
§!2=зЛ, й = -7з,
g\ = ьЛ, go = 7з, g,2 =
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УДК 514.76
ЛЕВОИНВАРИАНТНЫЕ КОНТАКТНЫЕ МЕТРИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ 

НА ПЯТИМЕРНОЙ ГРУППЕ ЛИ ГЕЙЗЕНБЕРГА
Я. В. Славолюбова

В данной статье рассматриваются левоин­
вариантные контактные метрические структуры 
на пятимерной группе Гейзенберга. Среди общего 
шестипараметрического класса таких структур 
подробно рассмотрены три подкласса. Проверены 
условия нормальности, К-контактности. Вычисле­
ны секционные кривизны, скалярные кривизны ассо­
циированных метрик и квадраты норм тензоров 
кривизны, Риччи и тензора кручения М" .

1. Предварительные сведения. Напомним 
основные понятия о контактных многообразиях.

Определение 1, Дифференцируемое (2п+1)- 
мерное многообразие М класса С" называется кон­
тактным многообразием, если на нём задана диф­
ференциальная 1-форма ц, такая, что р л(с1р)п *0 
всюду на M2n+1. Форма р называется контактной 
формой.

Контактная форма определяет на многообра­
зии А/2"’1 распределение
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Е - {X е TM2n+l | ц(Х) = 0} размерности 2п, кото­
рое называется контактным распределением. Кро­
ме того, контактное многообразие Л/2"'1 имеет всю­
ду ненулевое векторное поле, обозначаемое £ 
которое определяется свойствами: и
^Л) = 0 , для всех векторных полей X на Л/2п+1. 

Векторное поле £ определяет одномерное распреде­
ление, дополнительное к Е. Векторное поле Е назы­
вается полем Риба или характеристическим век­
торным полем контактной структуры.

Определение 2. Если Л/п+1 контактное мно­
гообразие с контактной формой ц, то контактной 
метрической структурой называется четвёрка (//, £ 
<р, g), где Е,- поле Риба, g- риманова метрика и (р - 
аффинор на Лгп+1, для которой имеют место сле­
дующие свойства:

1. <р2 = -1 + г)®£.
2. d^X,Y)=g(X!(pY).
з. g(^,^) = g(z,y)-77(z>7(r).

Риманова метрика g контактной метрической 
структуры называется [1] ассоциированной. Из 
третьего свойства сразу следует, что ассоциирован­
ная метрика для контактно.' структуры ц полно­
стью определяется аффинором <р:

g(X,Y) = dt](ypX,Y) +n(X)r](Y). (1.1)
Поэтому мы ассоциированные метрики будем 

задавать аффинором <р. Отметим также, что аффи­
нор <р действует как почти комплексная структура в 
контактном распределении Е.

Напомним [1], что почти контактной структу­
рой на многообразии Л/2"’1 называется тройка (ц, Е, 
<р), где ц - некоторая 1-форма (не обязательно кон­
тактная), £ - некоторое векторное поле (не обяза­
тельно характеристическое) и ср - аффинор на Л^"+1, 
для которой имеют место следу'ющие свойства:

^)=1 и (р1 =-1 + г)®£. (1.2)
Пусть Л-Т 1 почти контактное многообразие с 

почти контактной структурой (р, Е, <р). Рассмотрим 
многообразие Л/^’xR. Векторное поле на A/2n+1xR 
задается парой (X,fdt\ где X - векторное поле, 

касательное к М t - координата из R и f - функ­
ция класса С на Л/2” 'xR. Определим почти ком­
плексную структуру J на М'п~ 'xR с помощью опе­
ратора J, действующего по формуле

J^fi^pX-fE^X^'Y

Очевидно, что j(g}=d,, j(dt) = ~E,
j(A') = ^(A'), если X e E . Если J интегрируемая, 

то почти контактная структура (р, Е, (р) называется 
нормальной [1].

Определение 3. Если контактная метрическая 
структура (р, Е, р, g) является нормальной, то она 
называется нормальной контактной метрикой или 
структурой Сасаки [1].

На контактом многообразии определены че­
тыре тензора [1] У1’, М2\ У4’ следующими вы-
ражениями:

N(1)(%’r) = [<Р, <р](Х, Y) + 2dp(X, Y)<E,

N^2\x, Y) = (£^)(Г) - (L^X) , 
N^\x,Y) = (Z^)X , A W(A, У) = (L^)(%).

Как известно [1], почти контактная структура 
& <р) является нормальной, если и только если 

эти четыре тензора нулевые. Обращение в нуль тен­
зора У” означает [1] обращение в нуль тензоров 
У2), У3) и У4), так что условие нормальности выра­
жается следующим равенством:

[<р, p]+2dp®E = 0.
Известно также [1], что для контактной мет­

рической структуры (ц, Е, <р, g) тензоры У2) и У4) 
являются нулевыми. Кроме того, У3) обращается в 
нуль, если и только если характеристическое век­
торное поле Е является киллинговым относительно 
метрики g.

Пусть Л/2п+1- контактное метрическое много­
образие, такое что ц - контактная форма и (ц, Е, <р, 
g) -ассоциированная почти контактная метрическая 
структура. Если характеристическое векторное по­
ле Е порождает группу изометрий g, то есть Е - 
векторное поле Киллинга относительно g, то такую 
контактную метрическую структуру называют К- 
контактной структурой [1].

Замечание 1. Контактная метрическая струк­
тура является /^-контактной, если и только если 
A^(=?/(3))=0 [1].

2. Левоинвариантные контактные струк­
туры на группе Ли Гейзенберга //5 размерности 5. 
Если в качестве многообразия рассматривается 
группа Ли, то естественно рассматривать левоинва­
риантную контактную структуру. В этом случае 
контактная форма ц, векторное поле Риба £, аффи­
нор (р и ассоциированная метрика g задаются свои­
ми значениями в < щнице.

Рассмот: дм группу Ли Гейзенберга Я5. Ее 
алгебра Ли образована следующими матрицами:

20 х2 х4 х5

(0 0 0 0 J
Выберем в алгебре Ли /г5 базис 

(е1,е2,е3,е4,е5), состоящий из матриц из нулей с 
единицами только на местах, соответствующих ко­
ординатным осям (xj,x2,x3,x4,x5). Тогда скобки 
Ли в базисе (е1,е2,е3,е4,е5) будут иметь вид, 
[е2, е, ] = е5, [е4, е3 ] = е5. Следовательно, ненулевые 
структурные константы следующие:
С\2 = = ’ (-34 = _^43 = '

Алгебра Ли Гейзенберга является [2] кон­
тактной алгеброй Ли с контактной формой 
г/ = е5 = е5. Легко видеть, что дифференциал dr/ 

формы ц имеет вид, d,] = ex /\е2 +е3 ле4 . Та­
ким образом, вектор е5 является характеристиче­
ским векторным полем £ данной ко .актной струк­
туры, Е, = е5, так как он удовлетворяет свойствам
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^U)=l и для всех векторных полей X
вН5.

Контактное распределение, ядро формы 
является левоинвариантным распределением, за­
данным подпространством Е* в алгебре Ли Гейзен­
берга, E4 = R{e],e2,^3>e4} ■

Алгебра Ли Гейзенберга имеет нетривиаль­
ный центр Z(№) = e5. Данная контактная алгебра 
Ли получена центральным расширением

R симплектической коммутативной алгеб­

ры Ли [еа ,dt]j с помощью невырожденного 
2-коцикла dt] [2].

3. Вычислительные формулы. Приведем 
выражения всех необходимых тензоров левоинва­
риантной контактной метрической структуры на 
группе Ли.

Замечание 2. В книге Блэра [1] принято оп­
ределение внешнего произведения в соответствии с 
[4]. Мы принимаем определение внешнего произве­
дения, основанное на формуле:

dx dy = dx ® dy - dy ® dx.
Разница проявляется в том, что в книге Блэра 

внешний дифференциал выражается формулой

У) = а у нас:

^(А',У) = -77([А',у]).
В частности,
А(1\Х, Y) = [<р, ^](Х, У) + d^X, Y% .

Ассоциированную метрику мы определим по 
той же формуле:

g(X, У) = dt](<pX, У) + }](X)r/(Y).
Отметим, что теперь она отличается от ассо­

циированной метрики (1.1) Блэра [1]: слагаемое 
dr]((pX, У) теперь стало в два раза больше.

3.1. Тензоры А'/). Напомним, что
У) = [cp,(p](X,Y) + dr](X,У'Х , где кручение 

Нейенхейса тензорного поля <р типа (1,1) яв­
ляется тензорным полем типа (1,2), заданным выра­
жением:

[^,да,у) = ^[х,у]+
+[<рХ, <pY] - <р[<рХ, У] — tp[X, ipY],

В левоинвариантном базисе {е,} имеем:
[<р, <p](e,,e/) = ip2[el,eJ] +

+[^е,, <pej J - (p[<pet, е, ] - ф,, ^ ] =

= <Р2 (С^е,) + [<р‘ е,, <p‘es ] - <р[(р‘ е,, е, ] - ^[е,, ф'е, ] =

= С>2){Ч -^^(С/>5)-^>(С,)еЛ.) =

= (ф* <р! + с,, ч>\ (р‘ - <р\ с[ <р\ - (pks с;, х.
А также распишем слагаемое dr](X,Y^ на 

базисных векторах {е,}, обозначив его предвари­
тельно Q(X. У) = drj{X, УXе , 20,, ) = 2у ек . По­

скольку Q(X, У)= drj^X, У); и £ = ^5 » Т0

e(e„ej = ^5.
Учитывая, что dr/(X,Y) = g(X,<pY), имеем:

Q{e„ej) = d^e„ej)e5 = dr^ = g,^ .

Поэтому 2,5 = g,s^e5, а остальные компо­

ненты являются нулевыми. Поскольку А^е е ) 

является векторным полем, следовательно. 
У^(е,,е7) раскладывается по базису, а именно: 

А(1)(е,,е;) = А^е*. В базисе {е,} имеем оконча­

тельно:

(зл)

где ft) = drjtJ = giS<pSj при к = 5 , и 2* = 0 при 

к = 1.4.
Рассмотрим также тензоры А®, а*3> и 

Известно [1], что для любой контактной метриче­
ской структуры (Г), tp, g) тензоры V2) и М4) нуле­
вые [1]. Рассмотрим тензор А(3). Найдём выражение 
производной Ли (Ллд)А:

еД^(а))=(е^Х-У)+^(еДа)),
[ь', )] = \х )+ , X Р ,

(мХ*)= fcX* )]-?&, а]).
Поскольку А3)(е;) является векторным 

полем, следовательно A^3i(e,) раскладывается по 

базису, а именно А<3Хе,)=А^е,. В базисе {е,} 

имеем:
(Е <р)е, = [е5 ,<р(е,)] - <р([е5, е, ]) =

= [е5, <р; es ] - <p(Cs5, es) = С* ек - С5!, ср' ек =

N^ek -С5>;^4,

N^i =<pkC^-Cs5l<pks . (3.2)

3.2. Тензор кривизны ассоциированной 
метрики. Компоненты связности Гк,

Vе.е] - Гкек находим из шестичленной формулы 

[4], которая для левоинвариантных векторных по­
лей X, У, Z и левоинвариантной метрики на группе 
Ли принимает вид:
2g(Vxy,Z)=g([A,yJz)+g([z,Ajy)-g([y,zjA)

В базисе {е,} имеем: 
2?(Veiey,et) = g([e,,eJ,e<) +

поэтому:
л; = |(с;+g]Scklgk”+g^gkp). (з.з)
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Тензор кривизны определяется по формуле: 
R(X,Y)Z = V XVYZ-VYV XZ-V\XY\Z . В базисе е„ ет на базисных векторах е}, е2, е3, е4, е5 следующим
е, для /?(е,,е )et = R'kes имеем: образом: ^0(et) = e2, 9>0(е2) = -е1, <р0(е3) = е4,

(3.4)

3.3. Тензор Риччи, секционная и скалярная 
кривизны. Тензор Риччи определяется как свёртка 
тензора кривизны по первому и по четвёртому 
(верхнему) индексам: Ricjk = R'k . Секционная кри­

визна к(е,,е}) = в направлении координатных 

площадок вычисляется по формуле:
,, ч g(R(e,,e,)е е,)
к{ё с ) —-____________ _______________ ~

g(^,,e,)g(e ,е )-g(e/5e ):
. . (3.5)

g„gj)-g,; gngjy-g/
Скалярная кривизна определяется как свертка 

тензора Риччи: S = gjkRicjk.

3.4. Нормы тензоров. Квадраты норм тензо­
ров кручения, Римана и Риччи вычисляются по 
формулам:
И(1) \r=gk4g'gJP^N%.

W2=gV'gfag/,*H-

WRicW^g^^Ric^Ric^. (3.6)

4. Ассоциированные контактные метриче­
ские структуры на (Я5, ц). На контактной алгебре 
Ли можно определить аффинор <р, который обладает 
свойствами: ^>21 4=-/, ^ = 0 и <р2 =-1 + г]®^. 

Отметим, что такой аффинор задаётся неоднознач­
но. Как уже отмечалось, для контактной формы г/ 
аффинор <р определяет ассоциированную метрику g 
по формуле: g(X,Г) = dr)(<pX,Y) + rj(X)rj(Y). Мы 
будем рассматривать более общую (псевдо) рима­
нову метрику вида:
gk(X,Y) = dr](<pX,Y) + Zr](X)rj(Y). (4.1)

Параметр Л обеспечивает растяжение ассо­
циированной метрики вдоль характеристического 
векторного поля £ Если Z < 0, то получается псев- 
дориманова метрика.

</>0(е4) =-е3, <ро(е5) = О. Зафиксируем также мет- 
»2 .2 .2 .2 .2

рику go = е1 + е2 + е3 + е4 + ■ Известно
[3], что при выбранной ассоциированной метрике 
g0 и аффиноре <р0, каждый новый аффинор <р зада­
ётся оператором Р, который обладает свойствами:

1) Р антикоммутирует с аффинором <р0, 

Р<Ро =~<РоР-,
2) Р симметричен относительно метрики g0, 

соответствующей (pQ, то есть матрица Pg0- сим­
метричная;

3) I — Р   - невырожденная.*2*

Тогда ср = <р0(/ + P\l - Л)’1. (4.2)
Из свойств оператора Р следует, что

Р(1;) = 0 , а на контактном подпространстве Е* он

имеет блочный вид: Р = , где A,B,D - сим­

метричные матрицы вида:

Рассмотрим сначала несколько частных клас­
сов ассоциированных метрик, для которых аффи­
нор р задается матрицей Р вида:

п <0 3) р 0^1
Р = | , Р = \

0J 1^0 D)

Тогда ассоциированные метрики и контакт­
ные метрические структуры могут быть найдены в 
явном виде и доступны для исследования.

Случай 1. Пусть оператор Р имеет вид
(0 В4! fи v 'I

Р = , где В = . Тогда аффинор <р
(SO) - и J

определяется тем, что <р(е5) = 0, а на контактном 
распределении Е1 он вычисляется на основе фор­
мулы <р |f4 = <Р0 1£4 (/ + ~ Р)~' и задаётся мат­

рицей:

(4.3)

Условие невырожденности:
det (/ - Р2 ) = (1 - и 2 - v2) * 0 принимает вид 

u2+v2 *1. Будем считать, что параметры и и v 
достаточно малые, сумма их квадратов меньше еди­
ницы. Соответствующая ассоциированная метрика 
определяется из (4.1). Получим выражение матрицы 

ассоциированной метрики в выбранном базисе{е,}: 
gy =dThk(pkj

Нетрудно заметить, что компоненты метри­
ческого тензора gk на контактном распределении Е* 
определяются равенством gtJ |х -{dri)lk(pkj .

В результате вычислений в системе Maple 9 
компоненты блока g |f4 ассоциированной мезрики
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Si = I 0
0^

, соответствующей вышеприведен­

ному аффинору (р, получились следующие:

l+w2 +V2 0 2и 2v
0 1+w2 +v2 2v - 2u

2и 2v 1 + w2 + v2 0
2v - 2и 0 1 + w2 + v

(4.4)

Секционные кривизны j в направлении 

координатных площадок векторов базиса принима­
ют следующие значения:

32(1-tv)2 Л „
(Ui“ 4(1 ; м ; АМ-0;

2 2где w = и + v .

Случай 2. Пусть оператор Р имеет вид:

То­

гда аффинор <р, ассоциированная метрика зада­
ются матрицами:

/
-2/

0 0
1- s2 -/2 l-s2-/2

(1 + s)2 + /2 

1-s2 -/2
2t

\-s2-t2
0 0

=
0 0 -2y -((1-х)2 +у2 1

i 2 2 1 2 21 - x - у 1-х - у

o n (1+х)2+/ 2у

I 1 -x2 - у2 1-х2-/

<(l + s)2 + /2 2/
2-------2_ 0 о
1-s2--t2 1-x2-/2

2/ (l-s)2+/2
, 2 #2 i 2 ,21 -x -/ 1-s -/= o о (1 + х)2+/ 2у

1-х2-/ 1-х2-/

0 0 2у (1-х)2+/
1-х2-/ 1-х2 -у2 у

(4.5)

(4.6)

Секционные кривизны К{| у} в направлении 

координатных площадок векторов базиса не зависят 
от параметров s, t, х, у и принимают следующие зна-

ЗЛ
чения: /С{)2}=—К{13>=0; ^{i,4}=0;

зл
КМ=0; КМ=О;КМ=--.

Рассмотрим также отдельно два частных слу­
чая.

Случай 2.1. Пусть оператор Р имеет вид
С A 01 (s I )

г=| ОТ ГДе = I Г Т°гДа аффинор ip 

задаётся матрицей:

£4

/2+(l-s)2 о о

-2г 0 0
0 0 1-s2-/2
0 -(1-s2-/2) О

(4.7)

Условие невырожденности: det(/ - Р2 )= (1 -s2 -/2) + 0 , х2 + г * 1, где параметры хи/ достаточно 

малые, сумма их квадратов меньше единицы.
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Ассоциированная метрика^

। 1

задаётся матрицей следующего вида:
'?+(1 + $)2 2/ 0 0

2' ° . (4.3)
0 0 1-s2-/2 0

w 0 0 0 l-s2-/2,

в направлении координатных площадок векторов базиса не зависят от

j.,2.,2

Секционные кривизны

параметров s, I, х, у и принимают следующие значения: X|)2j=-—; А.'{13|=0; К{14}=0; Кр3}=0;

Х{2.4} =0; '

Л 0 0 ( х у
Случай 2.2. Пусть оператор Р имеет вид Р = , где D = . Тогда аффинор ср задаётся

(О D) \У ~х)
матрицей:

0 1-х2-у2 0 0

Условие невырожденности: det(z-/>2)=(l-x2 -y2f *0, х2 +у2 *1. Предполагаем, что параметры 

х и у достаточно малые, сумт,а их квадратов меньше единицы.
Ассоциированная метрика g; задаётся следующей матрицей:

Г1-х2-у2 0 0 0

„ | _ 1 0 1 2 21-х - у 0 0
(4.10)Sij ..4 , 7 7

1Е 1-х2-у1 0 0 у1 + (1 + х)2 2У
1 0

0 y2+(l-x)2J

Секционные кривизны K{ij] в направлении 

координатных площадок векторов базиса принима- 
ЗЛ

ют следующие значения: К{)2}=—^{1,3} 5
ЗА

^{1,4} = 0 ’ ^{2,3} = 0 ; ^{2,4} = ° ; ^{3.4} = — •

В общем случае, для любой ассоциированной 
метрики вида gA(X,Y) = dp(ipX,Y) + Ap(X)p(Y) 
имеет место.

Теорема. Любая контактная метрическая 
структура (rj, & <р. g^L на группе Ли Гейзенберга Н5 
является К-контактной структурой Сасаки.

Квадраты норм тензора Риччи и тензора 
Римана ассоциированной левоинвариантной метри­
ки g; принимают следующие значения: ||Z?/cJ' = 2А2, 

I'M2 =ул2-

Для любой контактной метрической струк­
туры (ц, <р, g;d на группе Ли Гейзенберга Н5 тен­
зор Риччи, Ric(X,Y)= gAAX.Y) имеет следующую 
матрицу:

(А А
- - 0 0 0 0

z

• -~0 00
2

А = 0 0 - — 0 0
2

о о о - — о
2

0 0 0 0 А)
Скалярная кривизна ассоциированной левоин­

вариантной метрики gA постоянна и принимает 
значение -A S = -А.
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