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МАТЕМАТИКА

УДК 513
ПОСТРОЕНИЕ ВЕЙВЛЕТОВ С КОЭФФИЦИЕНТОМ МАСШТАБИРОВАНИЯ N 

НА ОСНОВЕ В-СПЛАЙНОВ
П. Н. Подкур

Теория вейвлетов [1] имеет широкие приме­
нения в обработке одномерных сигналов и изобра­
жений. В основе этой теории лежит понятие мас­
штабирующей функции. Для коэффициента 
масштабирования N = 2 теория вейвлетов развита 
в значительной степени. В случае N>2 также 
можно построить аналогичную теорию, которая 
позволит осуществлять разложение сигнала N 
фильтрами. Однако до сих пор нет достаточного 
числа примеров масштабирующих функций и вейв­
летов, соответствующих коэффициенту N>2. В 
данной работе доказана N-масштабируемость 
В-сплайнов и приводится построение неортого­
нальных вейвлетов на основе В-сплайнов.

1. Масштабирующие функции. Пусть У>1 - 
целое число, Z - множество всех целых чисел и 
L\R) - пространство функций на числовой прямой 
R, интегрируемых с квадратом.

Определение 1. Функция <р(х)е £'(R) назы­
вается N-масштабирующей, если она может быть 
представлена в виде: <p(x) = jN ^hn(p{Nx- п) , (1) 

weZ

где числа h„, ne Z удовлетворяют условию 
XneZ| hn |2 < °°. Равенство (1) называется мас­

штабирующим уравнением. Набор {hn}neZ коэф­
фициентов разложения в уравнении (1) называется 
масштабирующим фильтром.

Сделаем преобразование Фурье масштаби­
рующего соотношения:

= £?'""y/'v ^/у).

Положим, /70(гу) = £ hn е~'псо , (2)
ФИ neZ

тогда (з(<о) = //0 —1^—1. (3)

Функцию Я0(о>) будем называть частотной 
функцией масштабирующей функции (Дх).

Масштабирующие функции на основе 
В-сплайнов. Покажем, что В-сплайны являются 
масштабирующими функциями для любого У>1. 
Хорошо известно [1], [2], что В-сплайны являются 
2-масштабирующими функциями. В-сплайн нулево­
го порядка есть функция Хаара (Д,(х) (характеристи­
ческая функция промежутка [0,1]). В-сплайн <рх(х) 
порядка 1 с носителем на промежутке [0,2] можно 
записать в виде свертки с <рь(х) с собой [2], 
(31(х) = ^0 *<р0(х). В-сплайны высших порядков оп­
ределяются индуктивно: ^„+1 = <рг *<р0. В дальней­
шем будем считать, что для В-сплайна <р„(х) носи­

тель находится на промежутке [-(н +1)/2, (и +1 )/2] в 
случае нечетного и, а в случае четного п - на про­
межутке [-и/2, и/2 +1]. Тогда преобразование Фурье 
В-сплайна (р„(х) имеет вид [1], [2]:

= (4)
СО / 2. )

где К = 0 - в случае нечетного п и К = 1 - в случае 
четного п.

Теорема 1. В-сплайны (рп(х) порядка п явля­
ются N-масштабирующими функциями для любого 
целого N>\. При этом правая часть масштаби­
рующего соотношения ср(х) = -/у hk<p(Nx - к) 

является конечной суммой. В случае нечетного п 
коэффициенты hk находятся по формуле:

h 1 У (л + 1)! ,
k -jNNn „ aJ.ax\...aN-X\ ’ (5)

где суммирование производится по всем мультиин­
дексам а = (йо, ах,..., aN.x), удовлетворяющих двум 
условиям: |а|=с% + ах + ...+ ан-Х = п+\ и ах + 2а2 + 
...+ (У-1)ог^.| - (У-1) (п+1 )/2 = к, индекс к меняется 
от к = -(У-1 )(и+1 )/2 до к = (У-1 )(и+1 )/2.

В случае четного п, коэффициенты hk на­
ходятся по той же формуле (5), где суммирование 
производится по всем мультииндексам а = (оь, ащ 

aN.x),удовлетворяющих двум условиям: |а|=аь 
+ ах + ...+ «Л'.| = и+1 и ах + 2бб + ...+ (Л'-1)ау.| - 
(Л-1) и/2 = к, индекс к меняется от к = -(У-1)и/2 до 
А = (У-1)и/2+1.

Доказательство см. в [4].
Пример 1. Рассмотрим В-сплайн <д(х) степе­

ни 1, <р(х) =
1-1 х |, хе [-1,1], 

при остальных х.
Преобразование Фурье данной функции:

, fsin®/2'l l-cos&>
^(сд) = --------- = 2-------— . Легко видеть, что

1, щ/2 J (О1

1 2
^(х) = - <?(3х + 2) + - <р(3х +1) +

приУ=3:
2 1

+^(3х) + - <р(3х -1) + - <з(3х - 2) 

Я3(®) =
J 1
7з з>/з

(е'2“ + 2е'“ + 3 + 2е“'“ +е~'2ш) =

= — (3 + 4 cos а> + 2 cos 2 се 
9V
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При любом целом N>\ имеет место следую­
щее //-масштабирующее соотношение:

. . ЛГ-И ,,, х
л==-#+1

Отметим, что сдвиги {q^x-n), п е Z} образу­
ют базис пространства Vo, но этот базис не ортого­
нальный.

2. /V-кратномасштабное разложение. Опре­
делим здесь основные конструкции кратномасштаб­
ного разложения для случая произвольного цело­
численного коэффициента масштабирования Л>1, 
более подробно об этом см. [1]. [3].

Орторгональным Л-кратномасштабным раз­
ложением пространства Z?(R) называется последо­
вательность замкнутых вложенных друг в друга 
подпространств -сК.) с Ио с Pj с собла­
дающая свойствами:

1) замыкание их объединения совпадает с 
Лю, Ц~Л = Лк);

2) пересечение всех подпространств - нуле- 
ВОе> ПУегКГ = W ’

3) f(x) е Vj о fiNx) е VJ+];

4) существует такая функция gfx)& Vo, на­
зываемая масштабирующей, что функции 
<рОл(х) = (pix-ri), nel образуют ортонормиро- 

ванный базис пространства Ио.
Поскольку пространства Vj являются масшта­

бированными пространства Ио, то из свойства 4 сра­
зу вытекает, что функции

<р7,((х) = (p(NJх-п), neZ (6)

образуют ортонормированный базис пространства 
Kj для любого j.

Из того, что <pix) eV0 cVj следует, что 
функция gfx) раскладывается по базису пространст­
ва Vb т. е. является ^масштабирующей функцией, 
р(х) = 7^ХЛп^(Л'х-н).

п
Если ipix) - TV-масштабирующая функция, то 

для любых j, к е Z имеет место следующее разло­
жение:
^-1л(х) = ХА„^*<3лЛх) = Е/г» <Pj,n+Nk(x) ■ (7) 

п п
Напомним [1], [2], что целочисленные сдвиги 

(pfx) = (pix-n) образуют ортонормированный базис 
подпространства Vo с Z2(R), тогда и только тогда, 
когда <р(а> + 2лп) [2 =1 п.в.

neZ

Отсюда следует [1], [3], что если сдвиги 
<р„(х) = <pix-n) масштабирующей функции <pix) обра­
зуют ортонормированный базис подпространства 
Vo , то частотная функция Нй(а)) обладает следую-

М-1
щим свойством: Н^со +2лт/N) |2 = 1 п. в. (8) 

т=0
2.1. Вейвлеты. Хорошо известно [1], [2], что 

в случае Л^ = 2 в ортогональном кратномасштабном 

уточняющем разложении каждое подпространство 
Vj имеет в пространстве VJ+I ортогональное до­

полнение Wj и VJ+1 = Vj © Wj. Существует функ­

ция ipix)^ Wo, называемая материнским вейвлетом, 
такая, что множество ее сдвигов gfx-ri) образует 
ортонормированный базис пространства Wo, а 
функции <//jn(x) = x^i//(2Jx-n), neZ образуют 

ортонормированный базис пространства Wj для 
каждого j е Z.

В случае произвольного целочисленного ко­
эффициента масштабирования 7V>1 ситуация не­
сколько отличается. Масштабирующей функции 
<р(х) соответствует Л-1 вейвлетов fix'), ... , yf'l(x) 
[1], [3]

у/(х) = g‘n <p(Nx-п), z = l,2,...,JV-l. 
п

В частотной области имеем:
= — W—I, /=1,2,..., Ml,

{n) {n J

где G, (д>) = g'n e~'na - частотные функ­

ции, соответствующие вейвлетам д/'(х). Они удов­
летворяют [3], [1], свойству унитарности матрицы, 
указанной ниже в формуле (14).

Тогда мы имеем Л-1 пространств вейвлетов 
Ид, i - 1,2,...,N -1 и следующее ортогональное 
разложение д ля любого j:

Vj+i=Vj®W^®---®WJN-1.

Функции
у'„(х) = ЛХ(//'(?/<т-я), (9)

j, п е Z, i = 1,2,..., N -1
образуют ортонормированные базисы пространств 
вейвлетов Wq , i = 1,2,..., N -1.

3. Вейвлет-преобразование. Предположим 
сначала, что мы имеем дело с ортонормированными 
вейвлетами. Тогда у нас есть масштабирующая 
функция <р(х) и вейвлеты д/(х), ... , //"‘(х)- Вейв­
лет-разложение сигнала А = {ап} производится по 
формулам [1], [3]:

а\,к = an+Nk > 
л

=Ys‘nan+Nk’ / = 1,2,...,Л’-1, (10)
п

где {/Цлег и {^nhez - фильтры вейвлетов ®(х) и 

ifix). Запишем последние формулы в виде свертки. 
Для этого введем следующие коэффициенты:

Sn = g‘-n • Тогда

~ Nk-n , 
п

dik ах'к-ю / = 1,2,...Л-1 . (11)
п
Таким образом, вейвлет-разложение произ­

водится сопряженными фильтрами {/?„}, {g'„} с 

20



[Вестник КемГУ №4 | 2006~ Математика |

последующей У-адической децимацией (выбором 
только элементов с номерами Nk). Процедуру раз­
ложения можно повторить, применив ее к набору 
коэфиициентов сА1.

Восстановление массива А = {а,,} по коэффи­
циентам вейвлет-разложения сА} ~{ахк} и 

cD{ = {d[,...,dk~}} производится следующим обра-
N-1

зом: ап =Yhn-Nk\k + S Ys‘n-Nkd{,k ■ (12)
к /=1 keZ

Последнюю формулу можно также записать в 
виде свертки, сделав обратную децимацию масси­
вов сЛ, = {аХк} и cD} = {dik,...,d^~'},

[а,., если т = Nk, 
а^,= ’

(О, если п не кратно N,

\d‘.., если т = Nk, d — < •
In(О, если и не кратно N.

Тогда формула (12) принимает вид: 
aj,n ~ ^№п-та1,т + Sn-m^i^n) • (12)

weZ

3.1. Разложение и восстановление в неор­
тогональном случае. Формулы вейвлет- 
разложения и восстановления (10) - (13) установле­
ны только для ортогонального случая. Они непри­
менимы, если разложение
Vj = © ■ ■ • ф IVне является ортого­

нальным и функции
^>л„(х) = Т/У"^(У7х-л), ^'„(х) =

= л/у7^'(У7х-и), и е Z,z = 1,2,...,У-1

не образуют ортонормированных систем. Предпо­
ложим, что разложение сигнала {ак} производится 
некоторыми (неортогональными) фильтрами {hk} и 
{g^} ,/=1,2, У-1 по формулам:

®1к ~ Е®Nk-n > ^\,к ~ ЕSn ®Nk-n> ? — 1,2,...,У — 1 
п п

и найдем другие фильтры {hn},g‘n, / = 1,2,...,У-1, 
которые обеспечивают точное восстановление сиг­
нала по формулам типа (12) . Задачу удобно решить 
на уровне формальных степенных рядов. Пусть 
А'(х) = Уиапх” - ряд, соответствующий сигналу 

{ак}. Определим передаточные функции заданных 
фильтров,
У0(а) = ЕйХ //,(z) = yg'z”, / = 1,2,...,У-1. 

п п
Тогда их действие на сигнал определяется 

умножением:
yo(z) = //o(z)X(z),
Xi (z) = Н, (z)X (z), i = 1,2,..., N -1.
При вейвлет-разложении необходимо еще 

провести выборку элементов с номерами Nk. На 
уровне формальных степенных рядов эта процедура 
сводится к выбору элементов ряда со степенями, 
кратными N. Пусть р - е,2л1 , тогда легко видеть, 
что

l(X(z)+X(pz)+X(p2z)+-+X(pN-'z)) =

= =£aM(z")* =A(z").
к к

Здесь мы использовали свойство
1 + р + р2 + • • • + p v-1 - 0, которое верно для любого 

корня р * 1 из единицы степени N. Таким образом, 
на уровне степенных рядов вейвлет-разложение 
производится по формулам:

4(^) = Т7 YH,(psz)X{psz), i = 1,2,...,У-1.
/V J=_

Восстановление производим другими фильт­
рами Gt(z) = 0, 1, 2, ..., У-1, по фор­

муле: ап = Zgn-Nk^.k + Е E^-w^U • 
к /=1 keZ

На уровне степенных рядов это означает 
следующее:

EJg/(z)4(za,) = 
/=0

=v2g-(z)E^(^^wz)=
-/V /=0 5=0

I N-l/'N-X \

= 77 E E Gi (P'z) №= 2T(z).
1 ’ №0 \i=0 J

Поэтому для точного восстановления доста­
точно, чтобы выполнялись равенства:

N-1
'Y,Gi(7)Hj(z) = N (при 5 = 0),
5=0

TV-1
EG,(z)/7,(/?'z) = 0 для 5= 1,2, ...,У-1.
/=о

Это означает, что:
' G^z) G.(z) ••• GjV_1(z) '

G0(pz) G\pz) Gv.,(pz)

G^:-'z) GApN-'z) ■■■ Gn^z\
' H0(pz) y0(pW4z) '

y,(z) y,(pz) H}(pN-'z) =N

HN^pz~) ■■■ HN_^pN-'z\
Мы получили следующий факт.

Теорема 2. Если матрица фильтров разло­
жения

Но& Ha(pz) - HQ{pN~{zf

H(z-)=-±- •" ^(Р^)
Ту .........................

<^W-l(z) ^N-\PZ) ■" f^N-i(pN lz)y

невырождена, то возможно тонне восстановле­
ние сигнала фильтрами G,(z), i = 0, 1, 2, ..., У-1, 
матрица которых

21



| Вестник КемГУ №4 2006 Математика

' G0(z) G0(pz) ■ ■ G0(A’z)4

G,(z) G,(pz) • • G1(pv-1z)
(15)

•Jn
Gy_,(pz) ■ ' ^K-\(PN

является транспонированной к обратной матрице 
H(z) исходных фильтров.

Замечание. В ортогональном случае H(z) - 
унитарная матрица, а G(z) - комплексно сопряжен­
ная к H(z).

4. Вейвлеты на основе сплайнов. Предпо­
ложим, что <Дх) - В-сплайновая масштабирующая 
функция. Как известно, она не определяет ортого­
нальный кратномасштабный анализ. Известно так­
же, что ее частотная функция Н0(а>) является поли­
номиальной. Найдем вейвлеты (/(х), ... , ^"‘(х), с 
полиномиальными частотными функциями, которые 
обеспечивают Л-канальное разложение сигнала с 
возможностью его точного восстановления дуаль­
ными вейвлетами $5(х), </’(х), ...,(?'v-1(x) .

4.1. Общие конструкции. Пусть <р(х) - 5- 
сплайновая масштабирующая функция и Н^а)) - ее 
частотная функция. Пусть ... , - час­
тотные (полиномиальные) функции фильтров раз­
ложения. Согласно теореме 2, для точного восста­
новления необходимо, чтобы была невырожденной 
матрица вида (14), где z = e“"“ и р = е'2гг/л'. Мы 

предполагаем, что сомножитель \/Jn включен в 
частотные функции, как в формуле (2). Матрица 
(14) имеет специальный вид. Оказывается, что от 
этого специального вида матрицы H(z) можно изба­
виться [3] преобразованием Фурье по циклической 
группе Z/A'Z = {1, р, (?, ..., х?'1}. Определим 

4,y(z) = 77 ■

Нетрудно проверить, что сумма справа зави­
сит от z = w'v . Обратное преобразование определя- 

л’-|
ется формулой Я,(z) = £zJ 4 , (zA).

7=0

Тогда последнее соотношение может быть 
представлено как:

tf(z)= J(z*)A(z) =

( \ 1 1 )

-N-X N-\ N-X Щ-Х? JV-1
V P Z P Z )

В этом выражении матрица H(z'v) является 
уже произвольной невырожденной матрицей с по­
линомиальными элементами. Специфика матрицы 
H(z) отражена теперь в матрице /?(z). Задавая /l(z'v), 
мы можем построить матрицу //(-) и вместе с ней 
частотные функции Н\{со), ... , вейвлетов, 
следовательно, и сами вейвлеты ^(х), ... , (//’'(х).

В предположении, что полиномиальная час­
тотная функция Яо(-г) является заданной, можно 

считать, что первая строка матрицы X(z'v) известна: 
^o,7<z) = ^ Sw’7//o(w)-

wN-z

Теперь нужно образовать остальные строки. 
Поскольку каждый элемент первой строки матрицы 
A(z) является многочленом, то первая строка может 
быть представлена в виде:

a(z) = а0 + axz + ■ • • + ag_xz^, 

где Оо, ct\, ..., ag_] - g векторов из Сл. В более об­
щем случае
<z(z) = аоро (z) + «1 р} (z) + ■ • • + ag_} pgA (z), 

где ад, ах, ..., a6-i - g линейно независимых векто­
ров из СЛ и p0(z), pi(z), ..., pt i(z) - некоторые мно­
гочлены.

Теорема 3. Пусть а = («ь, at, ..., as-t) — g 
линейно независимых векторов из CN и po(z), P\(z), 
..., ps \(z) - некоторые многочлены, ни один из ко­
торых не обращается в нуль на единичной окруж­
ности z = е“. Тогда существует полиномиальная 
петля A(z) на группе GL(N,O)\ такая, что первая 
строка из A(z) ecmb'£8^aipi(z). При этом сте­

пень петли A(z) не превосходит максимальной сте­
пени многочленов p,(z).

Доказательство. Будем использовать ин­
дукцию по максимальной степени к многочленов 
Pi(z). Без ограничения общности можно считать, что 
сумма £f=0'a,A(z) упорядочена по возрастанию 

степеней многочленов p^z). Если к = 0, то а0 - это 
некоторая ненулевая вектор-строка, и мы можем 
положить A(z) = А, где А - это невырожденная мат­
рица с первой строкой а0.

Предположим, что к > 0 и что результат был 
доказан для всех меньших к. Мы можем считать, 
что tzg । * 0 (иначе мы попадаем в индуктивное 
предположение). Пусть Р есть одномерная проек­
ция на вектор вдоль подпространства, образо­
ванного первыми векторами («ь, at, ..., ag-2). Тогда 
а^-Д = с^-ь а.Р = 0 для i =0, 1, .... g-2. Напомним, 
что оператор проектирования обладает следующи­
ми свойствами: Р2 = Р, Р(1-Р) = 0, (I-/*)2 = 1-Р. 
Теперь определим:

/?(z) = a(z)(l-/’ + pK ,(Z)'р) =

= («oPo(z) + »iP,(z) + ---

+ag-xPg-xW~P + Pg =

= Pg-x(z) 'a0P +

+ Po (z)«o (1 ~ P) + A (z)a, (1 - P) +

+A (z)A-i (z>'‘ p + • • • + Pg-x (z)Pg-x (z) ‘ ag -i P +

+ A-.(-74.,(!-/’) =

= «,_(+ aaPo (z) + a, Pi (z) + ■ • • + af.2pg_2(z).

Поэтому /J(z) есть полином no z степени, 
меньшей, чем к, поскольку deg(pg_2(z)) < 
deg(pg-i(z)) = к. Следовательно, по индуктивному 
предположению, существует полиномиальная петля 
B(z) степени deg(pg_2(z)), такая, что первая строка 
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B(z) есть P(z). Тогда, полагая A(z) = B(z)(l - Р + 
ps-\(z)P), из полученного выражения для Дг) следу­
ет, что первая строка A(z) есть a(z). Это заканчивает 
индукцию и, таким образом, доказательство теоре­
мы 3.

4.2. Фильтры разложения и восстановле­
ния на основе В-сплайнов. Как известно, частотная 
функция Hn(z) для В-сплайновой масштабирующей 
функции является полиномиальной и не определяет 
ортогональный кратномасштабный анализ. Приве­
денные выше конструкции позволяют строить неор­
тогональные вейвлеты с полиномиальными частот­
ными функциями, для которых можно найти 
дуальные функции, которые обеспечивают точное 
восстановление сигнала.

Матрица передаточных функций G(z) фильт­
ров восстановления является транспонированной к 
обратной матрице H(z) исходных фильтров. По­
скольку H(z) = A(zN')R(z), то

G'(z)=7/ ' = R~'А"' =

Г1 z~' ■■■ z~{N-'} '

1 1 (pz)-1 -
= — A(zN)
N..............................................

J р-(ЛМ)г-' -
Последняя формула дает возможность найти 

фильтры восстановления (дуальные вейвлеты). 
Продемонстрируем это на примере В-сплайна сте­
пени 1 и параметра масштабирования У =3.

Пример 2. Пусть У = 3. Рассмотрим В-сплайн 
Дх) степени 1 (см. пример 1). Как мы уже ранее от­
мечали, частотная функция имеет вид:

= |z 2 (1 + 2z + 3z2 + 2z3 +z4).

Вычислим Aqj^z)-— Ew 7^о(и’), zeT, 
yV у W- = Z

j = 0,l,2.
Положим z = e~"® и р = е'2ж/3, тогда, если 

w0 = е~,<а/3, то суммирование производится по сле­

дующим значениям w = {и'о,ри'о,р2и'о}. В даль­
нейших вычислениях опустим множитель 1/9. Тогда 
положим,

m0(z) = z~2(l+z + z2f - z~2 +2z-1 + 3 + 2z' + z2 

и вычислим преобразование Фурье на циклической 
группе третьего порядка {1,р,р2}:

4,о(г) = 7 Е^оО) = -(9) = 3 , 
3

410) = | X и'-'",о(и') =

= -(3w 3 + б) = w'3 +2,

4.2 (z) = I X “’’ЧМ = |(бм<3 + 3)= 2vG3 +1.

Раскладываем первую строку по степеням с 
векторными коэффициентами: 
(4,0 (Z)’ 4,1 (z)> 4,2 (z)) =

= (3,2 + w 3,1 + 2W3 ) = (3,2,1)+ (0,1,2)z'1 ’ 

«0 = (3,2,1), а, =(0,1,2), и-'3 =z-'.
Пусть Р есть одномерная проекция на вектор 

а, вдоль аь, т. е., а\Р = а\ и а^Р = 0. Теперь опре­
делим;

/3(z) = a(z)(l-P + zB) =
= (О'0 +a1z’l)(l-P + zP) = a0 +а,.
Легко проверить, что (1 - Р + z~'P) является 

обратной матрицей для (1 - Р + zP), поэтому 
«(z) - Az)(l - Р + z’1 Р) = (а0 + а, )(1 - р + z~1 В), где 

«о + “1 = (3,3,3).
Дополняем эту первую строку а0 + до не­

вырожденной матрицы А, например единичными 
строками (0, 1, 0) и (0, 0, 1).

Тогда A(z) = A(l-P + z lP). Найдем выра­

жение оператора (l-P + z-1P). Для этого дополним 

векторы а0 = (3,2,1), ах = (0,1,2) до базиса С3.
Пусть а, =(0,0,1). В этом базисе оператор 

(1- Р + z ''P) принимает вид, указанный в (17):

4 0
l-P + z-1B = 0 z’1 0 >

4 о d

к3 2 Г '1 /3 -2/3 1 '
В= 0 1 2 , В’1 = 3 1 -2 . (17)

0 0 1 < Э 0 1 J

Найдем их выражение в стандартном базисе 
е0, С|, е, пространства С3. Для этого найдем матри­
цу В перехода от одного базиса, к другому, 
а = Be, е- В~'а. Пусть Р^ - матрица оператора 

(l-B + z-1P) в базисе (а0, «ь °+)- Матрица опера­

тора (1-B + z‘!/’)b стандартном базисе вычисляет­

ся по формуле Ре=В~'РаВ, Peps={B^ksP^kBP. 

Тогда оператор (1-7> + z'1B)b стандартном базисе 
имеет матрицу:
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Это позволяет вычислить полиномиальную матрицу:

X(z) = АРе = 0 1 О

2/3(1-z'1) 4/3(1-z"1)
Z4 -2(l-z~')

1^0 0 11 о о

"з 2+z’1

О z"1

1° °

l + 2z-1) " 

-2(l-z-')

1
О

Вычислим матрицу частотных функций по формуле: H(z) - A(zN )A(z),

w0(z) m^pz) m0(p2z)

m}{z) пц(р-) m^p2z)
m2{p2z)

2+z"3 
,-з

О

l + 2z"3 '

-2(l-z“3)

1

Получаем: w0(z) = z 2+2z 1+3 + 2z'+z2, /wt(z) = z 2+2z ‘-2z2, w2(z) = z2.

Поэтому tf0(z) = |(z~2 + 2z~' + 3 + 2z’ +z2), Ht(z) = j(z^ +2z*‘ -2z2), H2{z)=X-z2.

Матрица G(z) фильтров восстановления находится обращением матрицы //(z), G(z) = /?(z) 1 T(z‘v) 1,

f G0(z) G,(z) G2(z) p z'1

! G0(pz) G|(pz) G2(/>z) |=3 1 рЛ^' 
[G0(p2z) G|(p2z) G2(p2z)J [1 p~2z'

z"2 Ul/3 -1/3(1 + 2г3) l/3(l-4z3V 

p'2z'2 0 z3 — 2(1—z3)
Р_4г-2Д 0 0 1

При этом нужно учесть, что при вейвпет- 
разложении участвуют сопряженные фильтры вейв­
летов. Это означает, что следует обращать матрицу 
//(с), с комплексно сопряженными элементами. По­
скольку коэффициенты фильтров вещественные, 
достаточно заменить z = e~'ffl наг'1. Выбираем эле­
менты первой строки и получаем следующие 
фильтры восстановления: G0(z) - 1, Gj(z) = - 2z '3 + 
3z’ 2-l, G2(z) = -4z'3 + 6z'2 + 1 -6z + 3z2.

Таким образом, фильтры восстановления 
имеют следующие ненулевые элементы: = -/з ,
g!3=-273,

Й=-4э/з,
§!2=зЛ, й = -7з,
g\ = ьЛ, go = 7з, g,2 =
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УДК 514.76
ЛЕВОИНВАРИАНТНЫЕ КОНТАКТНЫЕ МЕТРИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ 

НА ПЯТИМЕРНОЙ ГРУППЕ ЛИ ГЕЙЗЕНБЕРГА
Я. В. Славолюбова

В данной статье рассматриваются левоин­
вариантные контактные метрические структуры 
на пятимерной группе Гейзенберга. Среди общего 
шестипараметрического класса таких структур 
подробно рассмотрены три подкласса. Проверены 
условия нормальности, К-контактности. Вычисле­
ны секционные кривизны, скалярные кривизны ассо­
циированных метрик и квадраты норм тензоров 
кривизны, Риччи и тензора кручения М" .

1. Предварительные сведения. Напомним 
основные понятия о контактных многообразиях.

Определение 1, Дифференцируемое (2п+1)- 
мерное многообразие М класса С" называется кон­
тактным многообразием, если на нём задана диф­
ференциальная 1-форма ц, такая, что р л(с1р)п *0 
всюду на M2n+1. Форма р называется контактной 
формой.

Контактная форма определяет на многообра­
зии А/2"’1 распределение
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