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УДК 513
О НЕКОТОРЫХ ТИПАХ ВЕЙВЛЕТОВ С ПАРАМЕТРОМ МАСШТАБИРОВАНИЯ 3

П. Н. Подкур

Традиционно изучаются и используются 
сгшрамепцэом-мастгпиТирования 2. В дан­

ной статье строятся вейвлеты типа Хаара, Кан­
тора, Котельникова-Шеннона и Мейера с парамет­
ром масштабирования 3. Все конструкции легко 
распространяются на случай произвольного нату­
рального коэффициента масштабирования N.

1. Введение
Использование степеней двойки при по­

строении кратномасштабного анализа удобно во 
многих отношениях, хотя и не является обязатель­
ным. Можно вместо 2 использовать любое целое 
число и даже рациональное, большее единицы [1]. 
При этом, если параметр сжатия есть целое число, 
большее единицы, то масштабирующей функции 
у>(х) соответствует несколько вейвлетов ip(x). Пусть, 
например, параметр сжатия равен 3. Тогда масшта­
бирующая функция ^(х) удовлетворяет соотноше­
нию:

^ ‘(*) = л/Г£ g*„ (р(3х - п) , 
п

У'2(х) = g2 р(Зх-и) . (2)
п

Если сделать преобразование Фурье, то мас­
штабирующее соотношение и выражения для вейв­
летов принимают вид:

«Z \ ТГ T.(ai\ 1/ S ^1Г®^-f®^
^(®) = Я3| —Ipl — j, V (®) = G3I у 1^1 у1>

(®) = G3-ly 1^1 yj’ (3)
где: Я3(®) = 4

V3 „eZ,

g>)=4 s e~,n<a ’ Gi(^=41
V3 //eZ v3 neZ

^х) = э/з£Л„р(Зх-«), 
п

(1)

где для чисел hn, neZ предполагается условие 

Набор таких чисел называется 

масштабирующим фильтром. Сомножитель 7з ис­

пользуется для того, чтобы функции ^3<р(3х-п) 

имели бы ту же //-норму, что и <р(х).
Масштабирующая функция порождает уточ­

няющую последовательность замкнутых вложенных 
подпространств i2(R)

<_ K-i g Ко с К, сИ, с •••,

- частотные функции, соответствующая (p(x) и 
вейвлетам <//'(х) и </?(х). В случае параметра мас­
штабирования 3 все эти частотные функции связа­
ны между собой так, что следующая матрица явля­
ется унитарной [1]:

Я3(®) 
hS(O+— 1

I 3 J

kA 3J

g31(®)
„if 2лА
G3 ® + 

k ■> /

G3 й)-I------k 3 )

G2(®)

ч з j (4)

такую, что замыкание их объединения совпадает с 
//(R), пересечение всех подпространств - нулевое, 
/(х)еКу о /(Зх)еГу+1 и целочисленные сдви­

ги <pQ „ (х) - <р(х - и), neZ функции <з(х)е Сооб­

разуют ортонормированный базис пространства Го. 
Тогда пространство Г, порождается функциями 
<Р\ „ (х) = >/з<г>(Зх - и), п е Z, т. е. сдвигами функ­

ции р(3х) на числа кратные 1/3. Эквивалентно, У\ 
порождается целочисленными сдвигами трех функ­
ций 4з<р(3х), л/з^Зх-1) и 43чКЗх-2). Поэтому 

пространство Г( «втрое больше», чем Уо. Необходи­
мо два пространства «того же размера», что и Ко, 
чтобы дополнить Го до пространства К,. Следова­
тельно, ортогональное дополнение к Го будет состо­
ять из двух пространств 1Г0' и , базисы которых 
порождаются двумя вейвлетами ^(х) и ?С(х). Соот­
ветственно получаются два уравнения:

Обычно считается, что функция /73(<о) из­
вестна и для построения вейвлетов ^(х) и ^(х) по 
формулам (3) находят О’3(<у) и G3(®) из свойств 
унитарности данной матрицы.

2. Вейвлеты Хаара с параметром масшта­
бирования 3. Для функции Хаара, <р(х) = 1, если хе 
[0,1) и tp(x) = 0 для остальных х, легко выписывает­
ся масштабирующее соотношение:
^(х) = ^(Зх) + (р(3х - 1) + ф(3х - 2) =
= ^£лЛи<р(Зх-л), (5)

где ненулевые h„ только такие: h0 = hi = Л2 = У л/з
Найдем вейвлет-функции ^(х) и ^(х). 

Пусть е Wq . Поскольку 1Г0' с И1; тогда ^(х) 

раскладывается по базису {^,п(х)} пространства Ур. 
ip' = ^,ncn<pl n . Поскольку у? 1 Уо, то для любого п 

имеем: (^, (р 0>а) = 0. Пространство Уо входит в 
следовательно, функции ^.п(х) также раскладыва­
ются по базису {^„(х)} пространства У,: 
<рОп = ^^-^1.3«+*- • Коэффициенты этого разложе-
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ния для функции qXx) ранее были найдены, h0 - h\ = 
h2 = 1/>/з. Очевидно, что для любой функции 
(30 п (х) = <р(х - п) имеем:

1 1 1
~~/=^1,зл +-/=r<z’i,3«+i +-7= Р^зп+г ■ (°)

V3 V3 V3
Тогда условие ортогональности 1/7 к Ио при­

нимает вид:
(^>ол) =

fv1 1 1 _ п
— £^lCk(P\,k-’~jT(P\,3nJ> TrVl.in+i'* /Т^З.Зп+2 Г^'

\ к \3 v3 >/3 )
Так как {(р 1>п (х)} - ортонормированный ба­

зис, то из последнего равенства получаем:
Сзл + Сзп+\ + сз« + 2 = °. v « ■

Совершенно аналогично для второго вейв­
лета i//2 = dn(p} п имеем систему уравнений

d Зп + ^Зп + 1 + ^Зи + 2 = 0, V П .

Условие ортогональности вейвлетов, (у/, 
1/7) = 0: = 0. Итак, мы получили следую­

щую систему уравнений:

С3п + СЗп + 1 + сзи + 2 _0, V и,

<73п + б/3я + 1 + ^з„ + 2 ~ 0, V п, (7) 

нозначно. Решением будет любая пара ортогональ­
ных векторов в плоскости в R3, заданной уравнени­
ем x+y+z = 0. Выберем простейшее решение: 
с0 =1, С] = -1, с2 = 0 и
б?о=-1, <А=-1, = 2, остальные сп и d„ счита­
ем равными нулю. В дальнейшем будем использо­
вать нормированные векторы:

1 1
с$ = -г=, С] = —=, с, = 0 и 

V2 V2
, _ 1 , _ 1 , з/2
“о — г27» , d') = —■==■.л/б л/б 4з

Первому набору коэффициентов
вует функция:
v\x) =~<р10(х)----^1Д(х) =

= ^<p(3x)--^^(3x-l).

Второму набору коэффициентов 
вует функция:

соответст-

(8)

соответст-

2 1 1 V2
Ы*)+Я 2 (*) =

V6 Л 7з (9)
=--J- (З(3х) ^(Зх -1)+Т2^(3х - 2).

S Cndn = О'
< п

Система имеет множество решений. Про­
стейшее решение, соответствующее минимальному 
набору ненулевых коэффициентов находится неод­

Рис. 1. Графики масштабирующей функции <р(х) вейвлетов \|/(х) и \р2(х).

Замечание 1. Как уже отмечалось, решение 
системы (7) находится неоднозначно. Если С=(с0, сь 
с2) и D=(d0, d\, d2) - найденные выше частные реше­
ния, то общее нормированное решение системы (7)

может быть найдено вращением: С(/) -
Ccos(t)+Dsin(t) и Z)(z) = -Csin(t) + Dcos(t). Соответ­
ствующие вейвлеты имеют выражения:

I//' (х) = —cos( t) - sin( t))<p(3x) + (-л/7cos( t) - sin( t))(p(3x - 1) + -J2 sin( t)tp(3x - 2),

цг^(x) = —t=4(-л/Гsin( t) - cos( z))<P(3x) + (V3 sin( t) - cos( t))(p(3x - 1) + y[l cos( t)(p(3x - 2). 
y/2

Замечание 2. Построение вейвлетов Хаара 
легко обобщается на случай любого целого коэффи­
циента масштабирования N.

3. Сингулярный вейвлет Кантора. Соот­

ношение <р(х) = — (<з(3х) + (р(3х - 2)) (Ю)
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определяет в качестве масштабирующей функции 
сингулярную меру, сосредоточенную в точках кан- 
торова множества на отрезке [0,1]. Несмотря на то, 
что функция <fix) даже не локально интегрируема, 
все остальные характеристики имеют простой 
смысл. Фильтр коэффициентов {й„} состоит из двух 
ненулевых элементов: Aq = V3/2, А2 =>/з/2. Час­
тотная функция легко находится:
//Д<а) = (1 + е-'2'“)/2 =

е ,а'(е"а +е~,ш)/2 = е~“‘> cos(<y). Тогда из равенства 
ф(а>) = Н3{а/3)(р[со/3), учитывая, что <з(0) = 1, по­
лучаем:
^(й>) = Н3{(о/ 3) Н3 (<у / З2) • • • =

Последнее бесконечное произведение схо­
дится поточечно на всей числовой прямой и равно­
мерно на компактных подмножествах.

Вейвлеты i//(x) и i/7(x) находятся аналогично. 
Если 1/ =£„с„^„ и V2 = Yndn(P\.n > то Д™ да-

хождения коэффициентов мы должны решить сле­
дующую систему уравнений: с3„+с3я+2=0, V«, 

^»+^л+2=0» Vh и =0. Простейшее 
решение, соответствующее минимальному набору 
ненулевых коэффициентов, находится неоднознач­
но. Решением будет любая пара ортогональных век­
торов в плоскости в R3, заданной уравнением х + z = 
0. Выберем простейшее нормированное решение:
Cb=-i, q =0, с2=—L- и г/0 = 0, d, =1, d2-0, 

V2 V2
остальные c„ и d„ считаем равными нулю. Первому 
набору коэффициентов соответствует вейвлет- 
функция:

у/! (х) = 0(х) —(х) =

= ^(р(Зх)-~ср(Зх-2).

V2 V2

(12)

Второму набору коэффициентов соответству­
ет вейвлет-функция:

2 (х) = । (х) = 7з^(3х -1). (13)
Замечание 3. Несмотря на то, что функция 

Кантора <fix) и соответствующие вейвлеты имеют 
сложную функциональную трактовку, использова­
ние их для вейвлет-разложения сигнала не пред­
ставляет трудностей. Напомним, что быстрое вейв­
лет-преобразование сигнала {**} производится по 
следующим формулам. Нахождение коэффициентов 
аппроксимации [ 1 ]:

__ __ __ ^3
ак ~ ~ А0 s3k + ^2 s2+3k = ~Z~(s3k +s3k+i'> ■

п
Нахождение детализирующих коэффициентов вейв­
летов (?(х) и у?(х) [1]:

dk ~ ~ pSSik sзк+2Л V
dk = ^Sn Sn+3k ~ S3k+\. 

n
Весь сигнал разбивается на тройки подряд 

идущих элементов. Коэффициенты аппроксимации 
есть скользящие средние по двум элементам в трой­
ке, пропуская элемент между ними. Первые детали­
зирующие коэффициенты d'k есть скользящая раз­
ность двух крайних элементов в тройке, а 
коэффициенты d2 есть выборка среднего элемента 
из каждой тройки.

Замечание 4. Как и в случае вейвлетов Хаа- 
ра, полученное частное решение можно подверг­
нуть вращению и получить общие вейвлеты Канто­
ра. Легко видеть также, что конструкция 
очевидным образом обобщается на случай любого 
целого коэффициента масштабирования N.

4. Вейвлеты Котельникова-Шеннона. В 
системе вейвлетов Хаара, масштабирующая функ­
ция <р(х) является ступенчатой и ее образ Фурье 
<р(со) с точностью до фазового множителя совпада­
ет с sin(o/2)/((o/2). Теперь возьмем за основу сту­
пенчатую функцию в частотной области. Положим 
гот -г ч J ’ ю е 
[2], (о(<о) - <

1
[0, Уде йЗдаё б со

t \ 1 f "/ \ i О) х i Sin 71 X . .V(-T) = ~ I <?(«)* dco =--------- . (14)
2л- »• x

Легко показать, что функция <Дх) является 
действительно масштабирующей функцией с коэф­
фициентом сжатия 3. Пространство Ио, порожден­
ное сдвигами ^(х-л), weZ, состоит из всех интегри­
руемых с квадратом функций fix), для которых 
преобразование Фурье имеет носитель на проме­
жутке [-7Г,п]

Образуем последовательность пространств 
V]y каждое из которых является масштабированной 
версией Го. Например, пространство Vt состоит из 
всех интегрируемых с квадратом функций вида 
ХЗх), где /(х) е Ко.

Поскольку Fj/(3x)] = /(а>/з)/3, то преоб­
разования Фурье функций из имеют носитель на 
промежутке [-Зя, Зя]. Поэтому Ео с И(. Простран­
ство 1у состоит из функций, преобразования Фурье 
которых имеют носитель на промежутке 
1-37л,Зул].

Из включения Ко с следует, что функция 
<fix) =sin(ztt)/(;rx) является масштабирующей. 

Она может быть разложена (по теореме Котельни­
кова) по базису пространства 

.«eZ л-(Зх-й) л-(Зх-л)
Найдем вейвлеты ц/'(х) и цг(х). Для этого 

сначала найдем частотную функцию Hfico), а затем
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найдем G3(®) и G3(a>) из унитарности матрицы 
(4). Функция Н3((о) может быть найдена из масшта­
бирующего уравнения р(ю) = Н3 ( а /3) X <» / 3). 
Поскольку ф(а/3) = 1 на промежутке [-3л,3л] и

нуль в противном случае, то Я3(й>/з) = р(о) на 
[-Зя, Зя], или Я3(<ц) = ср{3ш) на промежутке [-л, я].

Поэтому H3(ta) =
1 <уе[-я73,л73],

О сое[-тг, -тг/3)и(л73, я-].
Вне промежутка [-я, л] функция Я3(со) про­

должается периодически. Положим:

1 ое[-ЭД-я-/3]и[л-Д2^/3],

О <Уб[-^-2я-/3)(Х-^/Д^/3)и(2я7Я4
(16)

Ст3 (<w) —<
1 бУ€[-я-,-2я-/3]и[2я-/3,яг], 

О <уе (-2л-/3,2л-/3).

легко находятся как коэффициенты разложениея 
С?3(щ) и G3(®) в ряды Фурье. Очевидно, что кон­
струкция обобщается на случай любого целого ко­
эффициента масштабирования N.

5. Вейвлеты Мейера. Вейвлеты Мейера яв­
ляются сглаженным вариантом вейвлетов Шенно­
на-Котельникова. Разрывы масштабирующей 
функции р(а>) вейвлетов Шеннона-Котельникова в 
точках -it и к можно удалить сглаживанием многи­
ми способами. Однако нужно, чтобы сглаженная 
функция обладала бы свойством

^(<з + 2лп) |2 = 1, которое обеспечивает ор­

тогональность системы функций <р(х-п). Отметим, 
что при сглаживании может быть улучшено мед­
ленное убывание вейвлета Шеннона-Котельникова. 
Масштабирующая функция Мейера <р(х) определя­
ется из равенства [1], [2]

Вейвлет ц/1(х) е И'] определяется из формулы:
<уе[-2тг/3,2л-/3],

y/(<d) = G3 - р - = 
кзj <з;

fl 
<

о
71 < | CD | < 2ТС 

при остальных со.

, 2д-/3<|й>|<4л73,(20)

для остальных со

Вейвлет </2(х) е ИИ02 определяется из формулы

Г(«)
аЛ аЛ 1 2zr<|iy|<3^

= G3 — \ф — = 
к 3 ) к 3 у [0 при остальных со.

Тогда мы имеем:

Х(4=— f
2л- I 2тг ?

2т О8)
1 г 1ЮХ , sin2flx-sin?rx

+— е dco = -— --------—-.
2л J 7ГХя

Таким образом,

< л « -2л-
у/(х)=— \ф{со}е‘ах dco=~ [ eitt>xdco+

1 Зг , sin3^x-sin2^x
+— е dco------------------------ .

2п ? 7TX£Я

(19)

Данные функции назовем вейвлетами Шен- 
нслш-Котелъникова степени разрешения 3.

Замечание 5. По построению, вейвлеты 
Шеннона-Котельникова соответствуют идеальным 
фильтрам Н3(ш), о'(®) и G3(<y). Вследствие раз­
рывности этих функций, масштабирующая функция 
фх) и вейвлеты уДх) и Х(х) убывают очень мед­
ленно, как л’1. Поэтому вейвлеты Шеннона- 
Котельникова слабо локализованы в пространстве. 
Вейвлет Хаара - есть противоположный крайний 
случай, когда фх) является разрывной по времени. 
Коэффициенты g'„ и g2 для вейвлетов (?(х) и уг(х) 

где v(x) есть вспомогательная функция, которая 
осуществляет полиномиальную интерполяцию ме­
жду 0 и 1 на промежутке [0,1] и обладает свойством 
и(1-х) = 1-и(х).

Таким образом, сглаживание производится 
только на промежутках [-4л/3, -2л/3] и [2л/3, 4л/3]. 
За счет выбора функции v(x) обеспечивается необ­
ходимая гладкость в точках склейки. Функция cos 
удобна для обеспечения ортогональности системы 
сдвигов <Дх-н). Кратномасштабное разложение 
Z2(R) строится аналогично. Пусть Го - подпро­
странство в Z/(R), порожденное сдвигами функции 
<р(х). Каждая функция Дх) е Ко является функцией с 
ограниченной шириной полосы Q = 4л/3. Про­
странство Vi состоит из всех интегрируемых с 
квадратом функций вида g(x) = ДЗх), где^х)еИ0. 
Преобразования Фурье функций g(x) из И, имеют 
носитель на промежутке [-8л/3, 8л/3].

Найдем вейвлеты у/(х) и XW- Для этого 
нужно найти функции Я3(®), G3(®) и G3(®) 
Сначала найдем частотную функцию из масштаби­
рующего уравнения <р(й))-Ну(со.13)ф{о.13) 

Функция <р(®) равна 1на [-2я/3, 2я/3] и обращается 
в нуль вне промежутка [-4л/3, 4л/3]. Поэтому 
ф(а> /3) = I на промежутке [-2л, 2л] и обращается в 

нуль вне промежутка [-4 л, 4л]. Тогда
Н3{а>13) = на [-4л/3, 4л/3] и //3(ф/3)=0 вне
[-4л/3, 4л/3] , т. е. Я3(®) = ^(3<у) на промежутке 

[-4л/9, 4л/9] и Д)(®)=0 вне [-4л/9,4л/9].
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2т/9 <| <у| <4я/9,. (21)

дтоспшньк со

Вне промежутка [-л,л] функция Я3(сп) продолжает­
ся периодически. Определим функцию G3(&>) на 
промежутке [-л,л] следующим образом:

( тг ( з А А
cos —и ----- (2 л" - За)) - 1 , 2л / 9 < (О < 4л / 9,2 12л ))
1, со е [4л /9, 5л /9],

3 J > cos I —vf(Зю - л ) - 1 I 5я / 9 £ а 7 л / 9,
I2 <2л ))

О, йёу со « [2л /9,7л /9],
-Gl(a>) аёу> <аб[-л,0]

Определим функцию G2 (со) на промежутке [-л,л] следующим образом:

(22)

G3 (ю) =

1

cos

О

|)-1

7л /9 < | а) | < л,

5л'/9 < | о | < 7л /9,

аёу тдаёйшд со

(23)

Достаточно очевидно, что G2(co) = /7з(и+л) и 
если ввести функцию А(щ) = Я3(щ)//3(<а-л/3), то 
О*(ш) = F(a> -тёЗ') - Г\со+л13).

Проверим унитарность матрицы (4). Для до­
казательства равенства |.Я3(са)|2 + | Я3(<и+2л/3)|2 + | 
Я3(со+4л/3)|2 =1 достаточно показать его только на 
промежутке [-4л/9,-2л/9], 
|//3(<у)|2+1Я3(<у + 2л/3)|? +
+7/3(<у+4л/3) |2Н Я3(бУ)|2+| Я3(еу+2я/3) |2=

(jr ( з у
+ cos2 — v —|3((У + 2я73)|-1 =

(2 \2л

-wf- 13(01 -1 И+cos2| - vf1 - (— 1Зо| -1)
у 2 у 2тг ) j у 2 у 2я* х

[воспользуемся равенством ё(1 - х) = 1 - v(x) ]

Совершенно аналогично показывается, что 
|G'(ft>)|2 + | С'(ш+2л/3)|2 + | О'(щ+4л/3)|2 =1 и 
| G2((»)|2 + | G2(<y+2s/3)j2 + | G2(w+4«/3)f =1. Эрми­
това ортогональность столбцов очевидна.

Вейвлеты i//‘ (х) е , i = 1,2 определяются 
обратным преобразованием Фурье из формул 
:/*'(<у) = С((®./з)^(си./з) . Задание ^‘(а)) в виде, 
аналогичном (20) легко получается из формул (22) 
и (23). Определенные выше функции <р(х), и 

называются вейвлетами Мейера. Для них мы 
не можем получить аналитическую форму, должны 
ограничиться их приближениями. Фильтр {Л„} на­
ходится разложением в ряд Фурье функции 
з/зя3(®).
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