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УДК 513
ЧЕТВЕРКА ЛИНЕЙЧАТЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ, 

ДОПУСКАЮЩАЯ КОНФИГУРАЦИЮ МЕБИУСА

В. А. Петин

Как известно (см. напр. [1]), пространст­
венной конфигурацией называется такое конечное 
множество точек и плоскостей, что через каждую 
точку проходит одно и то же количество плоско­
стей, а в каждой плоскости расположено одно и 
то же число точек. Среди пространственных кон­
фигураций весьма интересной является конфигура­
ция Мебиуса (84). С. П. Фиников [2], рассматривая 
частный случай четверок конгруэнций, обнаружил, 
что их фокусы и фокальные плоскости образуют 
конфигурацию Мебиуса. Это наводит на мысль 
рассмотреть такую четверку линейчатых поверх­
ностей, у которой на соответственной четверке 
прямых 8 точек (по две на каждой прямой) и 8 ка­
сательных плоскостей к поверхностям в этих точ­
ках образуют конфигурацию Мебиуса. Если такие 
четверки линейчатых поверхностей существуют, 
то будем называть их М-четверками.

§ 1. Основные формулы
В трехмерном проективном пространстве 

рассмотрим четверку попарно непересекающихся 
прямых, которые мы будем нумеровать элементами 
кольца вычетов Z4 и обозначать 1а , где a е Z4. 
Пусть эти четыре прямые описывают четверку по­
верхностей (1а). На каждой прямой 1а зададим по 
две точки, которые будем считать точками конфи­
гурации Мебиуса и называть в дальнейшем М- 
точками. Касательную плоскость к поверхности 
(1а) в точке М, входящую в конфигурацию Ме­

биуса, обозначим П(А/), и будем считать, что она 

пересекает прямые Za_] и /а+1 в М-точках.
Назовем секущей такую прямую, которая пе­

ресекает каждую прямую нашей четверки. Оказыва­
ется, что в общем случае для каждой четверки пря­
мых найдется, по крайней мере, две секущих. В 
самом деле, если считать прямые Z]SZ2,Z3 образую­

щими одного семейства квадрики О, то прямая Zo 
или будет лежать на этой квадрике, и тогда у чет­
верки прямых будет однопараметрическое множе­
ство секущих (образующих второго семейства), или 
же пересекать квадрику в двух точках (действитель­
ных различных, совпавших или мнимых). Если че­
рез каждую из этих двух точек провести по обра­
зующей второго семейства квадрики О, то они и 
будут секущими прямыми.

Точки пересечения секущих прямых с пря­
мыми четверки назовем базисными точками чет­
верки прямых.

Пусть At (/ = 1,2,3,4) - вершины подвиж­
ного репера, деривационные формулы которого 
имеют вид:

dA, =^Aj, /,7 =1,2,3,4, (i.i)

где О). - формы Пфаффа, удовлетворяющие урав­
нениям структуры проективного пространства [2]. 
Поместим вершины Д и Л2 репера в базисные 

точки прямой 10, вершины А3 и А4 — в базисные 

точки прямой так, чтобы прямые А}А3 и Л2Д, 
являлись секущими. Тогда можно так нормировать 
вершины репера, что точки В{ = Д + А3 и 

В2 = Л2 + А4 будут базисными точками прямой Z2, 

а точки В3 = А} + ЛА3 и В4 = Aj + /лА4 - базис­

ными точками прямой Z3.
Главными формами при таком выборе под­

вижного репера будут формы
(д2,а>1,со*,со2, бу],бУ3,бУ4,бУ4, 

е^е23,е\,в24, (1.2)

где = со\ - 6У33 + бУ3 - бУ3,

=dA + Л(сд3 - бу/ ) + со3 - Л2бУ3 ,

<9/ = бУ2 - бУ4 + со2 - со* ,

В2 = бУ4 + ЛбУ4 - /ббУ2 - 2/ббУ2 

02 = бу’ - бу3 + бУ4 - бУ3, 

В\ = со\ + /ббУ43 - 2бУ2 - Дб/бу],

#2 = 6У 2 - 6У4 + 6У4 - 6У4,

6>4 = d/л + /л(а>4 - бУ2) + со4 - /л2бУ4.
Получим необходимые условия на главные 

формы, чтобы четверка поверхностей являлась М- 
четверкой.

Пусть Мо = А} + t0A2 - одна из двух М- 

точек прямой /0. Пусть касательная плоскость 

П(-Л/о) к поверхности (Zo) в этой точке пересе­

кает прямую Z] в М-точке Мх. Мы будем считать, 

что касательная плоскость П(Л/]) пересекает 

прямую /0 в М-точке Мо . Но это значит, что пря­

мая М0М\ касается обеих линейчатых поверхно­

стей (Zo) и (Z]). Следовательно, точка Мо являет­

ся квазифлекнодальной точкой [3] прямой Zo пары 

линейчатых поверхностей (Zo) и (Z j). Проделывая 
необходимые выкладки, получим уравнение для 
определения М-точек Мо:
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7о(®2®3 +^>2бУ4) +

+Г0(бУ3бу] + охю\-со\а)}-а>2^)- (1.4)

-(б)13<у32+бУ14й?42) = 0.

Применяя аналогичные рассуждения к паре 
поверхностей (/0) и (73), найдем, что М-точки 

прямой /0 определяются значениями параметра /0 , 
являющимися корнями уравнения:

7q(®X +-^) +
В

4)(®X + ~—^убУ4#2)- (1-5) 

В А В

~(—й)х03 + — бу4#2) = 0.
А /Г

Из равносильности уравнений (1.4) и (1.5) 
следует, что коэффициенты при неизвестных в этих 
уравнениях пропорциональны, то есть:

(У23(У3 + <У4бУ4 = а, ОХ + “ й>2Х) ’ 
А

б»>2 +®!4042 = «1(—+Л’Й,Х) > О6)

А //2
<У3бУ3 + бУ^бу] ” ^2^3 - =

= а,(^ Т-бУ4^ ~А^2

А В ' А
Переписав эти равенства в виде:

бУ3 (бУ3! - ц 6>3) + «у4 (бУ’ - ах — 0\) = 0,

В

-«1 -032) + бУ4(бУ42 — ^2) , (1.7)
в в

бУ13(бу]-йД’) +

+6У4 (бУ4 - а} — 0\) - (У3 (6У2 - а, — 03) -, (1.8)
// ' /б

1 2
-^(Ю42_дД^) = 0

в
положим из (1.7)

бу] - ах0\ = Ьха>2 ,а>\-ах —0\ = -Ьхсо2, 

В

а>1 - ах - 6»2 = 7>'бУ4, бУ42 - ах $ = -b’rf (1.9)
/б р

и внесем полученные значения в (1.8). Тогда полу­
чим (Z>, + й')(бУ3бУ4 - со\тх ) = 0. (1.Ю)

Полагая, что линейчатая поверхность (Л,Л2) 

не является развертывающейся, то есть 
бУ] бУ4 — <у3(у4 у 0 , из (1.10) получаем, что

Ь’ = -Ъх. (1-11)

Окончательно с учетом (1.9) и (1.11) имеем:

бу] = ах0\ + Ъха>2, <у4 - ах — 0\ - ^ш3,

a>l=ax-0l-Ьхс^, со} =ах~0^ +Ьха^. (1.12)

Рассуждая как выше, найдем, что каждая из 
двух М-точек Мх = А3 +txA4, лежащая на прямой 

/], определяется корнями уравнений:

Г2(бУ3бУ; +бУ3бУ42) +

+tx(ct)xco}3 +ct)32(ol -®2бУ42)-, (1.13)

-(бУ4бу] +бУ2бУ3) = 0

^12(6’]3®4+<92бУ42) +

■ЧОЯХ +026У32 “ХбУ4 -6>4бУ42)-, (1.14)

“(^1 ®3 +$2бУ2 ) = 0.

А отсюда вытекают следующие соотношения меж­
ду главными формами:
бУ3 = а20х + b2(oj, бУ3 = бб26>3 - ь2ю\,

бУ4 = а20х - &2бу2, бу4 = «2^24 + й2<у]. (1.15)

Продолжая процесс, мы найдем, что М-точки
М2 ~ Вх +t2B2 И точки М3 = В3 +t3B4 опреде­

ляются корнями уравнений:
72(Ч36уХЧХ) +
+72 (б’/бу] + (94бу] _ ЧбУ2 - 6>4бУ2 ) -, (1.16)

-(6’]3бУ32+014бУ42) = О

1-/6

+<2((?’о'+кАод-кТ^_
1-/6 1-//

■(Ь4^+7Ч76''<?<)=0’ <1Л7)

1 В (1-/б)

В

+73(буХ + —6уХ 6У,ХгбУ246>4)-(118)
в в в

-(-6УХ+^?6У2Х) = О,
В р.
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1-2
1-//

#?)+ -а2 -b2b3)04 +

ч(^+ 1-л
1-/Z

1-Л

1-/7

(1-х2
(1-х2 №)- +(-»,“+а 

А

Х)42=о 

1-А

~ ^+^-x^)=0'1-/7 О-X
(1.19) =0.

Требуя, как выше, пропорциональность ко­
эффициентов в уравнениях (1.16) и (1.17), а также в 
уравнениях (1.18) и (1.19), получим следующие со­
отношения: ту3 = а30\ + Ъ3О2 ,

X = аз X - b30[, ТУ2 = а3 ~ 03 - Ь30х4, 
l-ju

а2 “ АУ а2 , аЗ
4“ 3(Гхг^4+М’ (1-20)

Потребуем, чтобы соотношения (1.21) и 
(1.22), выражающие связь между главными форма­
ми прямых (/,) и (Z3), были эквивалентными. То­
гда получим три независимых равенства: 
/72(1-2)2
2 2/3 Ч2 (°2йз аза4 +ЬхЬ2а3аА ) +
z (1-/7)

X
+ -7Т (63Й4 - - W363 ) +

^=ate^b.el,
2(1 ~Х 2

CD4 - а — (1 ~ X +h

Заменяя в равенствах (1.12) и (1.15) формы 
<У1, ТУ2, <У2 ■ и <У3, (о2, <у4, ту2 их выражениями
из (1.20), получим две системы равенств. Первая 
имеет вид:

(63 - )6»3 + (а3 - ах - Ьх\)0^ = 0,
(1-Х X

2(1-/7)

+(a,/z4 ~аха2 -ахЬ2Ь3) = 0.

Ха-х2/,, ч22(1-х2(^4

+^-(М4 -ьхъ2ь3ь^+
Л
77(1 -Л)

4 —- -(aflj +а2а3)—(аха2 +cz1Z>2Z>3) = 0, (1.23)
Л(1 — /7)

+(а’ГТ-Х-6А1«=°

/1-2 й, //

А

(1-21)

Х(1-2)2 '
2 2/1 ГГ (^1^4 — азЛ4 + bxb2a3a^) +
Л \У~М)

2

+77(^4 - bxb2b3bj +
Л

+(л2а3 -flja2 -axb2b3) = 0.

Вычитая из первого равенства (1,23) сначала 
третье, а затем второе равенство, получим:
/?(1-Л)2
j2/i_ \2 1}(Я2аЗ й]а4) —0,
Л (1 /л)

(1-24)

й ~a,b' -А*. 4)^ =о.
а вторая:

fXi-X пс Х1-Х 3 а-----;-1}{"2«з77------(-а,а4} = 0. (1.25)
2(1-X 2(1-X

Из (1.24) и (1.25) следует, что для М- 
четверки линейчатых поверхностей необходимым 
условием является выполнение равенства:

(^ а2 Ь2Ь3)02

/ //(1 - 2)
Л(1~^)~ °2 ~Ь2Ь^02 +

+<чл+аА^;=о’

^,2=0. 

(1-А)2

Zf^z<x=o 

22(1-Х2
(1.26)

так как если в (1.24) считать а2а3 -аха^ = 0, то

(1.22)
получим из (1.25)

Х1-2)

частью условия (1.26).
Xi-X

— 1 = 0, что является
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§ 2. Mi - четверки линейчатых поверхностей
Четверки линейчатых поверхностей, характе-

Л*(1-Х) , 
ризующиеся условием------------ = 1, или, что то же

самое, /7 = 2, будем называть Мгчетверками. От­
метим геометрические свойства таких четверок.

Теорема 1. Соответственные прямые Мр 
четверки поверхностей лежат на одной квадрике.

В самом деле, проверка показывает, что коор­
динаты всех точек на прямых четверки удовлетво­
ряют уравнению х!х4 — х2х3 = 0 . (2.1)

Квадрику (2.1), содержащую четверку прямых 
I , будем называть сопровождающей квадрикой.

В силу теоремы 1 базисные точки на прямых 
I становятся неопределенными, так как все обра­
зующие второго семейства сопровождающей квадри­
ки являются секущими для данной четверки прямых.

Теорема 2. Каждая пара (1а) и (1а+х) линей­
чатых поверхностей, входящая в Мг четверку, рас- 
слояема [4].

В самом деле, из системы (1.21) при 2 — и 
cP /э1 /?2^4 з Ц z~

имеем: —- =---- г- =-----г = —г • (2.2)/13 /)3 /)4 /14 4 '
^2 И "1

Из равенств (1.17) и (1.19) следует, что при 
условии (2.2) квазифлекнодальные точки на прямых 
^2и пары линейчатых поверхностей (/2),(/3)не 

определены и, следовательно, эта пара - расслояема. 
Перепишем (2.2) в виде:

6>42 = аО^ , б\ = -а0\, 0} = -а0* 

б»1 = ^2 (2.3)

и внесем значения форм (?2,(?],(?32(?31 в (1.20). Из 

первых четырех равенств в (1.20) получим равенст-

< 04ва; =----- -
бУ3 бУ3

(2.4)
6У4 «4 ’

которые являются условиями расслояемости пары 
поверхностей (/,), (/2) . Из последних четырех ра­

венств в (1.20) получим, что бУ3 = Ь0Х, а>1 — Ь02, 

а* = Ь0Х\ со2=Ь02, (2.5) 

где b = а4 + abA.
Из (2.4) и (2.5) следуют условия расслояемо­

сти пары линейчатых поверхностей (/0 ), Ц )

бУ4 _ бУ 4 _ 6У2 _ бУ3
1 ,ч2 . 1 2 5

й)3 й)3 бУ4 О)4
(2.6)

а из (2.5) и (2.2) - условия расслояемости пары по- 
w, Л %

верхностей (/3), (70 ) — = — =----т = —j. (2.7)
6Ц 6У2 6Ц 6У2

Теорема 2 доказана.

Фокусом на прямой 1а назовем такую точку 

F, в которой касательная плоскость 11(F) к по­

верхности (/а) совпадает с касательной плоско­

стью K(F") к сопровождающей квадрике.
Найдем фокусы на соответственных прямых. 

Пусть Fo = А1 + S0A2 (2.8)

- фокус прямой /0. Потребовав совпадения в этой 

точке касательной плоскости K(Fq)k сопровож­

дающей квадрике и касательной плоскости II(F0) 

к линейчатой поверхности (/0), получим, что 

50 является корнем уравнения 

5цбу| + 50(бУ3 ~ 6У4) ~ 6У4 =0. (2.9)

Аналогично найдем, что фокусы: 
Fx = А3 + s,Aa , F2 = BX + s2B2 , 

F3=B3+s3BA (2.10)
определяются корнями уравнений: 
52бу] + 5, (бУ3 - бУ2) - бУ2 = 0, 

s203+s2(03-04)-04 =0,

Лд +s3(03 -02)-032 =0. (2.11)
Теорема 3. Существуют две прямые, пересе­

кающие четверку прямых 1а по фокусам.
Из (2.2), (2.4), (2.6) и (2.7) следует, что все 

квадратные уравнения (2.9), (2.11), равносильны и 
имеют одни и те же корни. Если к - один из двух 
корней этих уравнений, то фокусами на прямых 
10,1Х, 12,13 служат точки Fo = Ах + кА2, 

Fx- А3+ кА4; F2 = В} + кВ2, F3=B3 + кВ4. 

Учитывая, что Вх~ Ах + А3, В2- А2 + А4,

В3 = Ах + ЯЛ3, В4 — А2 + ЛА4 , имеем 

F2=F0 + ^, F3=F0 + AFx, (2.12)

откуда заключаем, что точки FO,F^,F2,F3 лежат 
на одной прямой.

Назовем секущие, проходящие через фокусы, 
фокусными секущими.

Теорема 4. Фокусные секущие Мгчетверки 
поверхностей описывают расслояемую пару по­
верхностей.

Предварительно выберем вершины подвиж­
ного репера так, чтобы точки Ах и А2 совпали с фо­

кусами прямой /0. В этом случае прямые АХА3 и 

будут фокусными секущими, а из равенств 
(2.9), (2.11) следует, что
бУ3 = бУ4 = бУ] = бУ2 = = 0\ = 03 = 0. (2.13)

Из (1.3) и (2.13) имеем:
бУ2 - бУ4 = бУ2 - 6У4 = 0 . (2.14)
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Условия расслояемости линейчатых поверхностей 
(ДЛ3) и (А2А4) имеют вид:

69,2 гу,4 Ту,4 гу,2
з=~Т =----- з=-------г- (2.15)

ГУ4 ГУ2 гу2 гу4
Из (2.13) и (2.14) мы видим, что условия 

(2.15) выполнены.
Определим биекцию ta+la :1а ->/а+1, поста­

вив в соответствие каждой точке Ма е точку 

Ма+{ =ta+i,a^a)’ являющуюся точкой пересе­

чения прямой /а+1 с касательной плоскостью 

П(Ма) к поверхности (/а) в точке Ма . Очевид­

но, что ta\Xa = ta e+1. Положим

Тг ~ ^а,а+3 °^а+3,а+2 °^а+2,а+\ °^а+\,а' (2.16)

Теорема 5. Отображение Та'.1а—^1а явля­
ется тождественным.

Действительно, пусть MQ = A.+t0A2 - про­

извольная точка прямой /0. Учитывая (2.13), най-

<У4 
дем, что Мл = = A3+t0-j-A4,

4 2
M2=t2,(MI) = B1+t0^i-B2,

ГЦТУз
4 2 /д4 

м3=г3>2(л/2) = д+г0»|-в4, 

ГУ)

лт . А . <У24С)42<94(92 1
N - го>3 (Л/3) - 4 +10 , 1 „з ! А • (2.17)

ГУ] ГУ-Д &3

Но из (2.6) следует, что гУ4ГУ2 = ГУ]3ГУ3, а из 

(2.2) - в2 04 = 0Х03, а потому N = Мо .

Теорема 6. Дия каждой четверки прямых 1а , 
описывающих М].четверку поверхностей, сущест­
вует двухпараметрическое семейство конфигураций 
Мебиуса.

Доказательство. На каждой прямой 1а возь­

мем две любые различные точки Ма и Na , не ле­
жащие на фокусной секущей и таких, что 
^Д+1 = *Д+1,Д (^Д ) > ^Д+1 = *Д+1,Д (Ад), Р € Z4 . 

Учитывая, что каждая прямая МаМа+х лежит как 

в касательной плоскости П(Л/а) линейчатой по­

верхности (/в), так и в касательной плоскости 

П(Ма+1) линейчатой поверхности (Za+]), выпи­

шем все касательные плоскости вместе с лежащими 
в них М-точками:
П(М0) = (адл/]М3),

П(#0) = (М0ЗД^),

П(М1) = (1И1^Л/2Л/0),

П(У1) = (Л/1^^0),

П(Л/2) = (М2У2М]Л/3),

П(ЛГ2) = (^2ЛГ2Л^Лз)> (2.18)

П(М3) = (М3#3Л/0М2),

П(#3) = (Л/3ВДД2).
Из (2.18) видим, что каждая из выбранных 

точек лежит в четырех плоскостях. Рассмотрим два 
тетраэдра: тетраэдр M0NaMxNx и тетраэдр 

Л^2^2M3N3. Из тех же формул (2.18) следует, что 

первые четыре касательные плоскости служат гра­
нями первого тетраэдра, а последние четыре плос­
кости - гранями второго тетраэдра, причем верши­
ны первого тетраэдра лежат на гранях второго, а 
вершины второго - на гранях первого. Теорема до­
казана.

В совокупности М-точек естественно выде­
лить те пары, которые можно соединить общей ка­
сательной к поверхностям. Тогда можно говорить о 
неориентируемом графе G, порожденном М- 
четверкой линейчатых поверхностей.

Теорема 7. Граф G, порожденный Мг 
четверкой, состоит из двух циклов.

Доказательство тривиально следует из тео­
рем 5 и 6.

§ 3. Mj-четверки линейчатых поверхностей
Четверку линейчатых поверхностей, характе- 

//(1 -Л) 1
ризующихся условием------------ = — 1, (3.1)

2(1-/г)
будем называть М2-четверкой. Условие (3.1) гово- 

/
рит о том, что четверка прямых а , описывающая 
М2-четверку поверхностей, не может быть произ­
вольной. Чтобы описать взаимное расположение этих 
прямых, напомним понятие инволютивного пересече­
ния линейчатых поверхностей (см., напр., в [2]).

Пусть линейчатая поверхность Sx пересека­

ется с линейчатой поверхностью S2 по прямой /. 
Если М - произвольная точка прямой I, то каса­
тельную плоскость к поверхности Sx в этой точке 

обозначим П](Л/), а касательную плоскость к по­

верхности S2 - П2(Л/). Определим отображение 

f '.I I, сопоставляя каждой точке М точку N, 

такую, что П] (М) = П2 (N) .
Если отображение /- инволюция, то говорят, 

что поверхности пересекаются по прямой / инво- 
лютивно.

Пусть Qapr (ос, Р,У - любые различные эле­

менты из Z4) - квадрика, проходящая через прямые 
la’lр Л г ■
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Теорема 1. Прямые 1а являются соответст­
венными прямыми М2-четверки поверхностей тогда 
и только тогда, когда квадрика Qa a+i а+2 пересека­

ется инволютивно с квадрикой Qaa+2a+2 по пря­

мым 1а и 1а+2..

Пусть а = 0. Квадрика (?0|2 в нашем репере 
может быть задана уравнением (2.1), а квадрика 
<2023, содержащая прямые - уравнением:

2 3
X X

^0 /0 1 4 Ц з 4
•А -А I* ———- -

//(1-Л) //(1-Я)
= 0. (3.2)

Касательная плоскость к квадрике (2.1) в 
точке М = Ах + tA^ совпадает с касательной плос­

костью к квадрике Оиз в точке 

N — Ах + /Я(1 — 1 (1 — Л) 1А2. Отображение,

сопоставляющее точке М точку N очевидно явля­
ется инволюцией. Аналогично проверяется, что 
данные квадрики пересекаются инволютивно и по 
прямой /2, а также что квадрики О12, и (?130 пере­

секаются инволютивно по прямым Z, и /3.
Заменив в (1.21) или, что то же самое, в (1.22)

1 — Я Я , 3
величину -------  на----- , найдем, что 9. = х.9,,

1-// //
Я2
-у042=хХ (3.3)

Внесем эти значения форм из (3.3) в (1.20).

т иТогда будем иметь: i = 2. i = ~Т.
/У3 /У4 ГУ4 /У3

а4 6»3 9; 9*
Л = Л>“Т=-±4-- (3-4)
/у2 /у, со2 а)х

С учетом соотношений (3.3) и (3.4), оконча­
тельно перепишем дифференциальные уравнения 
М2-четверки линейчатых поверхностей в виде: 

<у3 ^^/у4, <а2 =м1бУ13, /у3 = w2a>4, /у] =м2(У2 , 

9* =v^4, 9\ = v2®23, 94 =v2(014, (3.5) 

9\ = ^(о32, 91 = hla>4, 9l = ^0)*, 

2
/}2 _ > A 3
C/4 - 2 6У] .

A
Теорема 2. Каждые две М-точки на прямой I 

гармонически делят базисные точки этой прямой.
Если учесть равенства (3.5), то уравнения 

(1.4), (1.13), (1.16), (1.18) .для определения М-точек 
Мо = Ах +t0A2, М, = А3 +txA4,

М2 = Вх+ t2B2 , М3 = В3 + t3B4 принимают вид

Й?2 *0 — 0 , 6У]3<У2(2 — (У4<У4 = 0 ,

= О, a^0)2t3 -—а^(о2 = 0, (3.6) 

и, следовательно, теорема верна.
Теорема 3. Граф G, порожденный М2- 

четверкой поверхностей, является циклом.
Обозначим корни уравнений (3.15), опреде­

ляющие М-точки на прямых четверки, соответст­
венно t0 и t0 , (и t2, t\ и t2 , f3 и t3. Пусть, на­

пример, 90 = и

Л/о — Ах + IqA2 .

Простым вычислением с учетом равенств 
(3.5), (3.6) находим, что 
^1ХоХ)Х='21Х), М’=/32(М‘), 

Х='зоХ). М2=/10(М2), м2=/21(м2), 

Мз = /32(М2), Ml=t30(M23).

Теорема 4. Каждая М2- четверка поверхно­
стей допускает конфигурацию Мебиуса.

Выпишем все 8 касательных плоскостей в М- 
точках, указав при этом все принадлежащие ей М- 
точки:
П(М') = (Л/>Х‘М32).

П«) ==(!/»>]),

п«)=(ХчХХх 
пХ)=(л/ХХл/]),
П(М22) = (ЯХЖ)> (3.7)

П(Л/31)=(Л/3ХХМ2),

п«) = (^»2Х)-
Из (3.7) видим, что в каждой касательной 

плоскости лежат по 4 М-точки, а через каждую точ­
ку проходит по 4 плоскости. Далее, если выделить 
два тетраэдра: М^М^М^М2 и М\М2М13М2, то 

вершины первого лежат на гранях второго, а вер­
шины второго - на гранях первого. Теорема дока­
зана.
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