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О СХОДИМОСТИ ОДНОЙ НЕЯВНОЙ СХЕМЫ РАСЩЕПЛЕНИЯ 

ДЛЯ УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ-СТОКСА СЖИМАЕМЫХ СПЛОШНЫХ СРЕД

Н. А. Кучер

В работе проводится анализ сходимости и 
скорости сходимости неявной конечно-разностной 
схемы расщепления в нелинейной постановке для 
нестационарной системы уравнений движения вяз­
кой сжимаемой жидкости с двумя и тремя про­
странственными переменными. О точном решении 
априори не делается каких-либо предположений о 
гладкости и поэтому такую схему можно исполь­
зовать и в тех случаях, когда о точном решении 
заранее ничего не известно.

Численным методам решения задач динамики 
вязкой сжимаемой жидкости посвящено довольно 
много работ, в которых предложены различные раз­
ностные схемы. Однако строгие математические ре­
зультаты о их сходимости и устойчивости получены 
только в случае одномерного движения [1, 2]. В на­
стоящей работе предпринята попытка в определен­
ной мере восполнить этот пробел. Рассматриваемая 
разностная схема построена на базе расщепления 
системы уравнений Навье-Стокса по физическим 
процессам и пространственным направлениям [3]. 
Результаты о сходимости дифференциальных схем 
расщепления такого типа получены в работе [4].

Рассмотрим систему уравнений Навье-Стокса 
динамики вязкого баротропного газа:

“ + w-Vp + pdivu = О,

ди - - -
р----- \-u-\u + vp = рАи +

dt
(1)

Р = р(р)

v ( д д - Л ди, 
V = —, aivu=y —>

ч дхх дхк) дх, 

&ф = сИг(уф'), к = 2,3,

где искомые функции и - ^и},и2,...,ик), р и р, 

зависящие от переменных х = (х15...,хА ) и ^обо­

значают соответственно скорость, плотность и дав­
ление. Функция, выражающая связь давления с 
плотностью, предполагается достаточно гладкой.

Для системы (1) рассмотрим следующие за­
дачи.

I. Задача Коши
К уравнениям (1) присоединим начальные 

условия/?|(=0=p0(x), w|(=o=wo(x), xeRk, (2)

II. Смешанная задача
В цилиндре 

2r=Qx(o,r),r>o,

Q = {x = (x1,...,xt):0<x, <1, z = 1,

ищется решение системы (1), удовлетворяющее на­
чальным условиям
P\t=o=Po(x)> w|,=0=zzo(x), xeQ (3) 

и граничным условиям

и-и|г =0, «у |г = 0, со = rot и, (4) 

п - вектор нормали к границе 3Q области Q, 
Г7. =dQx(0,T).

Введем следующие обозначения: для функ­
ций uh (х) дискретного аргумента, определенных 

на некотором множестве узлов
г _ уР _ ( у Pt уРк ) . yPi _

I V 7 г
= ht • Д, h, > 0, Д е Z, i =

положим:
ф, u^xj-u^x + hpe.}, et — орт, направлен­

ный по оси х,,

а,=1(й-1), а, =1(1-^),

а,Д(а,+а), а?-= а, (а?»), 

a?s=astes-'),

Условимся обозначать через nh множества 
скалярных функций, вектор-функций или матрич­
ных функций, определенных на решетке

хр =^хр',...,хРку.хр =

= /?,-Д,/2, >0,-СО< Д <oo,z = l,...J
и периодических (с единичным периодом) 
дой переменной ХР‘. Функции множества 

таточно рассматривать на сетке

по каж-

дос­

х^=(х^...,л^):^ =ЛГД,Л;>О,Д =

предполагается, что р0 - строго положительная ог­

раниченная функция и po,Uo - периодические (с 
единичным периодом) функции по каждой про­
странственной переменной.

В пространстве сеточных функций 7Г 
дем нормы по формулам:

вве-
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О*

Семейства троек
iQh)’Ph’Zh}’ {Vh’Ph’Zh}’ и

|2 |2
Ип„)

(j*h’Ph’Xh)’ ! — 2 (где под операцией «продол­

[2
жения» ph подразумевается интерполянт Рябень­

l“l=m од
Мы будем рассматривать также множества 

вектор-функций 

и скалярных функций Fh 

ных в области 

, определен­

ен = ■
хр =(px\,...,pkhky.p, =

= Q,...,Ni,Nihj = !,/ = !,...Л 

кого, а оператор «сужения» zh есть операция су­
жения функции непрерывного аргумента на 
разностную сетку) задают устойчивую гильбертову 
аппроксимацию (в смысле определения Темама [7]) 
соответственно пространства Hl (Q), V1 (й), и 

F (£}), где Н (Q) состоит из функций про­

странства С.Л. Соболева W1’2 (Q) , периодических 

по каждой переменной X,, V1 (Q) - замыкание по 

норме Wl'~ (Q) множества вектор-функций:

Элементам этих пространств сопоставим их 
продолжения на всю решетку ГА таким образом, ..,vk

что получим соответственно множества:
(*)Vh = {v(x/’) = ^v] ) = р=0,.

2
=0,

=о,
■4=0,1

( РЛ ( Р, \ / Pi- -у, ! -x;' I, vJ х/ I = Vj I ~Xj1 J * i,

i, j = 1,...,k, vt (xf"2) = vt (xf’ ), s = l,...,k}, 

к

j *i,q = 0, , i,j = l,...,k},
2

F (Q) - замыкание по норме W1’2 (Q) множе­

ства скалярных функций:

На линейных множествах Vh и Fh опреде­ У ’ Эх,2?+1 = 0,

лим норму по формуле:

|а|<У

Д=1

(Если под знаком сумм участвуют значения 

функции uh в узлах, лежащих вне области Qa, то под­
разумевается, что они взяты равными значениям соот- 

(*) (*)
ветствующих продолженных функций из Fa или Fh )■

Для восполнения сеточных функций будем 
использовать так называемый интерполятор Ря­
бенького U (у | uh ), сопоставляющий дискретной 

функции uh некоторую кусочно-полиномиальную 

функцию переменной у = (,..., ук ) , обладаю­

щую в соответствующей области непрерывными ча­
стными производными до порядка I включительно 
[5]. Функцию 'й(у) = U(y | uh} называют интер­

поляционной функцией Рябенького.

q = 0. Г/-П
2

Объем статьи не позволяет привести разно­
стные схемы как в двумерном, так и в трехмерном 
случаях и поэтому мы ограничимся случаем двух 
пространственных переменных.

С целью предусмотреть возможность ис­
пользования неравномерной сетки на временном 
промежутке, для фиксированного те ^0,7’},

Ft— Т ( N- целое) рассмотрим разбиение со, 

дробного шага \пт + пт + Lt\-
4 ’ 4

d)i =

t = t . , /-1 5Л+---- +------
4 4р,

/-1 )
п + —Г + 5 • Д

4 )

Л * 15 = 0,р,-& ,= -т
I 4

i = l,...,4,n = 0,...,N-1.
Задаче Коши (1), (2) сопоставим следующую 

разностную схему.
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Задача Р{т
—А —Д N~l 4 W

В области QAxty , (О = ищутся сеточные функции Q = Q/i&=lnpj 
п=0 /=1

и = uT,h,A, та­

кие, что

1а,е(0+“,'ад('+л,)=о,

1^(2") 45/m(0 + mi”^im(z + ai) =AA(Qn]dxd\u(t + \x), A[=diag 4

хеЦ, t = t t 5^0,...,/?, 
п+---
4Р1

^е(о+«232е('+л2) = о, 

R^Q") ~d,u(t)+u"~d2u(t + Д2)

т?(2) = с-2(р)|р=ехр2,|аг2(О+Ы/+дз)=о> 

^р(2п)ал(г)+а12(г+Аз) = о, 

а,м2 (r)=o,

xefiA, t = t ] s, s = 0,...,p3-l 
n+-+-—

2 4ft

la/2(r)+a2u2(/+A4)=o,

|2?(0я)а/и2(г) + Э20(г + А4) = О,

Wz) = 0’

x€Qa, t = t з , , ^ = 0,...5jp4-l 
"+4+4Л

2(o) = 2o = inpO’

u(0) = M0, Q = QT,h,b €

U = Ur,h,b €
Здесь R(Q) и R\(Q) определяются формулами

л,(е)=я(е)ехР(-е), <-2(p)=^-
ap

и - разностное отношение относительно
временной переменной и соответствующим шагом.

Разностная задача, соответствующая сме­
шанной задаче (1), (3), (4) несколько отличается по 
постановке и может сформулирована следующим 
образом.

Задача Р/

Вводя фиктивные 

(1 + /?!,^), Д=0,.

слои

(М.Л).
(Ш+К}. 4=0,...Л, сеточные функции 

= ^QT h д, uT,h,& j ищем из условий:

Y6-Q + о,

р(б") ^-a,iz(z)+ u,ndIu(t + A,) = 

= Atp, (ел)51^“0 + a,)>
х е Ол, t = t s п +----

4 Ру
s = О...... p, - 1

13



^глд = ИРИ

Вестник КемГУ________________________ №3 2006 Математика

-а/е(О+ы”а2е(/ + А2) = о,

R(Q") ~d,u(t)A-u2d2u(t + Д2) =

А2д2д2и (/ + А2) +

В2д{д2и G +А2

(6)

х е £2л, t = t j s
, П A---- 1-------

s = 0,...,p2 -1
2 4p2

—dtQ(t)+djuJ{t + A2+y) = 0,

11? (Qn) д, и j, (/) + djQ (t + Д2+ ..) = 0,

<a,wt(/) = 0, k*j,

xefi/., t-t , ,, j
ПА— + ------P-------
1 “» 4/>2+,

5 = Q,...,p2+j -i,

7 = 1,2

В качестве граничных условий для систем 
уравнений (6) примем следующие соотношения: 
Ч 1х,-=-Л( + Ч 1х,=Л, — 05 Ч lX)=|+Aj А-и, |Х/=1-й. = 0, 

Ц \xj=hj ~~Ui 1х,=-Л,=0> Ч lx,4+^ ~Ч 1ху=1-Л, = 0, 7^4 

Q\^h-Q\x^, Q\^ -Q\^_h =0, /,7=1,2 

QI <=o— Qo ’ I /=o— • (7)

Положим
X‘ (Q) = H‘ (Q), Yl (Q) = H! (Q) , если речь 

идет о задаче Р{т и

X1 (Q) = Fl (Q), Yl (Q) — V1 (Q) - в случае за­

дачи P2 . Пусть Bl (Q) = X1 (Q)x Yl (Q).

Семейству решений \QT h uT,h,&) разност­

ных схем Pf и P2 сопоставим их восполнения: 

Q = Qr,h,\ ~^(Х1 (?г,й,д), Ur,h,& =^(XI Ur,hA^, 

где U - интерполятор Рябенького по переменным 
X,. Пусть при этом g1 = W1 = й\ h;Д - ли­

нейные по t интерполяции функций Q и й соот­
ветственно.

Теорема 1. Если начальные функции (5) и (7) 
удовлетворяют условию
20(x)eXz{Q), wo(x)er'(Q), 7 > 3,, то 

на некотором промежутке (0,7") последователь­

ность интерполяционных функций

r,\h\, A = maxA; ->0 (А < Ао, А < —т, Ао - 
4

определяется данными задачи) сходится к точному 
решению
Z(z) = (£?(/),й(г)) е Г (°,Г; В' (Q)) 

соответствующей задачи в следующем смысле: 
Z\A->Z *-слабо в ZCO(0,7";7?/(Q)), 

Z’AA—>Z сильно в Су 0,7"; В‘~} (Q) ,

а^АД/а->ад/аг *-слабов r(o,T;^-'(Q)),
Зыг.а.д / St —> ди / dt слабо в Z2(0,T;yz“'(Q) : .

Теорема 2. Если выполнены условия теоремы 
1, то при всех А < Ао имеют место неравенства: 

||^г,й,а(0-^(/)||/-2,П*-С( \h\ +Т + Д)>
Г _ 2

Л| Ч-1лд(5)-м(5)| ds - c(w2 +т + л)’
О /-1,2

Км(0-А0|!и^>Г+г+д.
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