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МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ НЕСТАЦИОНАРНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ-СТОКСА

Ю. Н. Захаров, К. С. Иванов

В настоящей работе предлагается метод 
решения нестационарной системы уравнений На­
вье-Стокса плоского движения вязкой однородной 
несжимаемой жидкости путем решения на каж­
дом дискретном временном шаге системы линей­
ных или билинейных алгебраических уравнений ите­
рационным методом минимальных невязок с 
многокомпонентной оптимизацией параметров.

Рассмотрим в области G нестационарную 
систему уравнений Навье-Стокса, описывающую 
плоское движение вязкой однородной несжимаемой 
жидкости. В большинстве случаев данную систему 
записывают в переменных «функция тока - вихрь» 
и на каждом шаге по времени решают сначала ли­
неаризованное уравнение переноса вихря для Q, 
затем уравнение Пуассона для функции тока ip [1]. 
Преимуществом такой постановки задачи является 
относительная простота реализации численного ал­
горитма. Однако такому подходу присущи и суще­
ственные недостатки: во-первых, на каждом вре­
менном шаге приходится решать два уравнения, 
одним из которых является уравнение Пуассона; во- 
вторых, возникают проблемы, связанные с поста­
новкой краевых условий для вихря Q. Решению 
этих проблем посвящено достаточно большое коли­
чество литературы (см., например, обзор в [2]).

Менее популярными являются методы реше­
ния системы уравнений Навье-Стокса, записанной 
только относительно функции тока ip [3]. Преиму­
ществом такого подхода является отсутствие каких- 
либо существенных проблем постановки краевых 
условий для функции тока ip . Однако в этом случае 
на каждом дискретном временном шаге необходимо 
решать системы линейных или нелинейных алгеб­
раических уравнений.

1. Исходная дифференциальная задача име­
ет следующий вид:
уравнения движения в постановке «функция тока - 
вихрь»:
5Q a(uQ) a(vQ)
—+-А----- f-+-±—- = vAQ, (1.1)
dt dx dy

AT = Q,(1.2) (1) 
уравнения движения, 
тельно функции тока: 

/ау/ 
a -- Ai//

аАу/1 (ау ;

dt дх 

записанные только относи-

= vAA(/, (1.3)

начальные условия:

1р\^о = Ф(х,у), x,yeG, (2)

краевые условия:
й =^1(ад0.(з) 

lot;

=Ч2(х,у,Г), 1е[0-,Гу (4)
дп idG

Здесь V >0 - коэффициент вязкости,
Ф(х,_у), ^(р^ур), X¥2(,x,y,t) - заданные 

функции своих аргументов, G - выпуклая, одно­
связная область решения, dG - граница области 
G . Будем считать, что задача (1) - (4) имеет един­
ственное решение [4].

2. Введем в области G неравномерную по t, 
х, у, согласованную с границей dG сетку Gh На 

сетке Gh в зависимости от выбора постановки ис­
ходной дифференциальной задачи можно исполь­
зовать несколько вариантов ее аппроксимации:

а) дифференциальная задача записана в по­
становке «функция тока - вихрь». Для аппроксима­
ции конвективных слагаемых используется некото­
рая схема расщепления: 
О”+1/2 - О" , тп гчл+1/2 , тп /-уп _ z-n+1/2

/n + ~ Jh > v-’-1)
Т/2

/~»л+1 _ ryi+\/2
, тп /-)Л+1/2 , тп /-)«+! _ рп+\

"Г + L‘hyhih ~Jh ’ V5-2,)
Т/2

АХ+'=С (5-3)

Khipnh+^ gf, (5-4)

где (5.1) - (5.3) есть аппроксимация дифференци­
ального уравнения (1) (L"hx, Lnh)- некоторая ап­

проксимация конвективных слагаемых в (1.1) - ли­
нейные операторы с матрицей простой структуры, 
ЛА - некоторая аппроксимация оператора Лапла­
са), а (5.4) - некоторая аппроксимация краевых ус­
ловий (3), (4);

Ь) дифференциальная задача записана в по­
становке «функция тока - вихрь». Для аппроксима­
ции конвективных слагаемых схемы расщепления 
не используются: 
О»+1 _ Q» 
 + Lh ~Jh > (61) 

T

AX+1=Q”+'> (6-2)

V;x=gnh+\ (6.3) 
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где (5.1) - (5.2) есть аппроксимация дифференци­
ального уравнения (1) (Z^+1- некоторая аппрокси­

мация конвективных слагаемых в (1.1), ЛА - неко­
торая аппроксимация оператора Лапласа), а (6.3) - 
некоторая аппроксимация краевых условий (3), (4);

с) дифференциальная задача записана отно­
сительно только функции тока:
ДШЛ+1 _ АШ"
----- h------------ + (7-1) 

т
Khrh+X=gnh+\ (7-2)

где (7.1) есть аппроксимация дифференциального 
уравнения (1) (Z^+1) - некоторая аппроксимация 

конвективных слагаемых в (1.3), а (7.2) - некоторая 
аппроксимация краевых условий (3), (4).

Заметим, что оператор в (6.1) и (7.1) 
может быть как линейным, так и нелинейным, в за­
висимости от способа аппроксимации конвективных

3(wQ) 5(vQ)
слагаемых—------- , ---------- в (1.1) и

дх ду
(ду/ Сду/ ,

д -s-^у/ а — Ап/
. ду J I дх )

------------------ , -------------------в (1.3). В случае, если 
дх . ду

для аппроксимации величин, входящих в конвек­
тивные слагаемые, используются значения с верхне- 

гп+1го временного слоя, то оператор Lh является не­
линейным, в случае же использования для 
аппроксимации указанных величин значений с 

т/1+1 нижнего временного слоя, то оператор Lh стано­
вится линейным, и мы получим линеаризованную 
разностную схему.

3. Независимо от выбора постановки исход­
ной дифференциальной задачи и способа аппрокси­
мации конвективных слагаемых разностные задачи 
(5) - (7) для каждого момента времени /л+! можно 
единообразно записать как систему алгебраических 
уравнений вида
A(u,u) = f, (8)
где и, f - векторы размерности т (число узлов сет­
ки), A(u,v} = A}(u,v) + A2v,

А2 - линейный оператор, 4 - билинейное отобра­
жение, обладающее свойством
4(^Iw<1)+^2m(2),71v<1) +72v(2)) =

= £1714 («(,)> v(1)) + <(724 (W(I), v(2)) +

(w(2), v(I)) + ^2?724 (m(2), v(2)) , (9)

- произвольные векторы размерности m, 

- произвольные постоянные, i=l,2.
Отметим, что в случае линеаризованной раз­

ностной схемы, на каждом шаге по времени мы 
имеем систему линейных алгебраических уравнений 

(4 г 0)> матрица которой, однако, зависит от вре­
менного слоя. При этом достаточно сложно устано­
вить некоторые свойства матрицы получившейся 
системы линейных алгебраических уравнений (на­
пример, неособенность и знакоопределенность), 
которые бы позволили применять богатый арсенал 
методов для решения этой системы [5]. В случае же 
нелинейной (билинейной) системы алгебраических 
уравнений (4*0) данная проблема еще более 
обостряется. Очевидно, что для решения системы 
(8) необходимо использовать такие методы, кото­
рые позволяли-бы получать её решение с использо­
ванием минимальной информации о свойствах 
оператора А .

Далее, независимо от того, является ли сис­
тема (8) линейной или нелинейной, для её решения 
построим итерационный процесс [6]:

ип+У2=ип-тп+}[А(ип,ип)-Д, (10)

ип+1 =ип+У2+ап+]хп ,п=1,2,..., (И)

П w 0где X - некоторый вектор размерности т, и - 
произвольное начальное приближение из области 
определения оператора А, гп+1,СГп+1 - итерацион­
ные параметры.

Пусть czn+i - квадратная матрица с т нену- 
„(и+1) . . ,левыми элементами akJ , \,j =1..т, 

к - произвольное целое число от 1 до т.
Перепишем (9) в виде: 

т

и"+' =С-п+Еа£+1)^’ PJ = i,2...m, (12) 
>=р

гпе Vn+Xl1 - w”+1/2 + z/"+1)z>(*i) 4- 4-ГДе У(р~Г) ~U +akj в +- + ak„-ije 

,л+1/2 ,,л+1/2 (к,)у^ =и , е - вектор с одной ненулевой

- ой компонентой.
Введем обозначение:

лг*:;2+«1,7”е№>)-х
Очевидно, что 

rn+^r"m+y2=A(un+l,un+')-f и

(13)

' = rn = А(ип ,ип>) — f - невязки схемы (11). 

Переписывая (12) относительно нормы невязки и 
выбирая а(̂ +1) из условия минимума ||г(”)+'/2|| [6] 

можно получить:
ЙГII - hr II ’ i=I-2,...m, п=1,2... (14)

Неравенство (14) означает, что на каждом 
итерационном шаге норма вектора невязки не воз­
растает. Необходимо отметить, что в случае линей­
ной системы уравнений (4 = 0) можно показать

[7], что ||гл|| —> 0, при п —> оо, т. е. итерационный

6



|| Вестник КемГУ №3 2006 Математика ||

процесс (10), (И) сходится при любом начальном 
приближении.

Приведенный алгоритм означает, что элемен­
ты матрицы ап+] выбираются последовательно, ис­
ходя из условия минимума соответствующей невяз­
ки. В ряде случаев удается использовать не 
последовательную, а многопараметрическую опти­
мизацию [7]. Рассмотрим предельный случай мно­
гопараметрической оптимизации в случае линейных 
систем, когда она осуществляется по всем элемен­

там матрицы ап+} одновременно. Выражение (12) 
тогда очевидно примет следующий вид:
U n+x=un^n+a^+X}znx+... + a(̂ znm, (15) 

где параметры выбираются из условия ми­
нимума нормы вектора невязки
г — А(и ,и )- J . Для нахождения опти­
мальных параметров необходимо решить следую­
щую систему линейных уравнений [7]:

(Azn2,Az?)

(Лг”, Az’’) 

{Az^Az\}

(А<,АО

(Az^Az^ [axn+x 

(Azn2,Aznm) x a>+1

(Az”m,Az:)J

'(Az;,r'’)y 

(Azn2,rn)

JA<>rn\

(16)

В общем случае система (16) может оказаться 
полностью заполненной. Однако систему векторов z" 

можно выбрать таким образом, что при i Ф j величи­

ны {Azni,AznA обратятся в нуль. Такой подход ока­

зывается особенно выгоден в случае необходимости 
решения большого числа систем линейных уравнений 
с одной и той же матрицей оператора (так, например, 
обстоит дело при использовании варианта аппрокси­
мации (5.1) - (5.3), т. к. разностный оператор Лапласа 
не зависит от временного шага). Проведя однажды ор­
тогонализацию системы векторов z", ее можно ис­

пользовать в дальнейшем, причем схема (10), (11) бу­
дет сходиться за одну итерацию [7].

Если система (8) является нелинейной, то в 
случае плохой сходимости схемы (10), (11) для нее 
аналогично линейному случаю [8] можно построить 
процедуру ускорения сходимости, суть которой за­
ключается в комбинации приближений схемы (10), 
(11) па п -м и п + 2 -м итерационном шаге [7]: 
х"+2^(1 + Ч)ии+2-Чи\

где и"+2, и" - приближения схемы (8), (9), а соп 

выбирается из условия 
min||7+2||=J(xn+2,xn+2)-/[7].

4. Для проверки эффективности предложен­
ного метода решения системы (1)-(4) были проведе­
ны численные расчеты классической модельной за­
дачи о течении вязкой однородной несжимаемой 
жидкости в квадратной каверне с неравномерно 
движущейся верхней крышкой и задачи об обтека­
нии вязкой однородной несжимаемой жидкостью 
обратного уступа.

а) Течение в квадратной каверне:

Рис. 1. Границы расчетной области в зада­
че о течении в квадратной каверне: Г],г2,г3 — 

твердые стенки, г4 - движущаяся верхняя 
крышка, вовлекающая жидкость в движение 

силами вязкости.

Постановка начальных и краевых условий 
этой задачи для уравнения (1) имеет вид:

= 0, /е[0;Т],
г 1/=о ' Т \гв

=0,M0;TJ,^
& U dv = 0,

-I = «(О,ге[0;Т].
ду 1Г«

Здесь dG = Г] иГ2 иГ3 иГ4, u(f) - 
скорость движения верхней крышки каверны.

Расчеты проводились для каверны со сторо­
ной, равной 1, на равномерной сетке по времени с 
шагом Т и равномерной сетке по пространствен­
ным переменным с шагом h. На каждом шаге по 
времени решалась система билинейных уравнений 
итерационным методом (10), (11). Условием оста­
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новки расчета на каждом временном шаге было Приведем некоторые результаты расчета при 
различных параметрах системы уравнений и разно­
стной схемы:

Рис. 3.

Г = 30 (установление течения)

V =0.0025; и(Г) =
М<1

; Г=30; т = 0.01;Л = 0.015;е = 0.001;

t = 5 (установление течения) t = 3 (установление течения)

Рис. 4. (продолжение).
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Ь) Обтекание обратного уступа:

Рис. 5. Граница расчетной области в задаче об 
обтекании обратного уступа: грг,,г3 - твердые 

стенки, г4 - верхняя граница, г5 - входная гра­

ница, г6 - выходная граница.

Постановка начальных и краевых условий 
этой задачи для уравнения (1) имеет вид:

= Иг.оГ.огЛ0- Иг,

Иг.=Ч''<'’Я>’^1г,оГ1.Г1„Г.=0-

ду Г5 ох 180 J

Здесь Т,(/,у)

и U(t,y) — профили функции тока и горизонталь- 
ной компоненты вектора скорости соответственно, 
задающие течение Пуазейля, Н - высота каверны. 
Расчеты проводились для каверны с длиной и вы­
сотой, равными 5 и 1 соответственно, длиной и 
высотой уступа, равными 0.5, на равномерной сетке 
по времени с шагом и равномерной сетке по про­
странственным переменным с шагом h. На каждом 
шаге по времени решалась система билинейных 
уравнений итерационным методом (10), (11). Усло­
вием остановки расчета на каждом временном шаге 
было ||г"|| < Е.

Приведем результаты расчета при следую­
щих параметрах уравнения и разностной схемы: 
а) V =0.0025, Т = 30, т = 0.01, h = 0.01, s = 0.001,

1+г

развитие течения

Рис. 6 (продолжение)

установление течения

Рис. 6 (продолжение)

b) V =0.0025, Г= 30, т = 0.01, h = 0.01, е = 0.001, U(t,у) = (2/3)t;
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начало течения

Рис. 7

развитие течения

Рис. 7 (продолжение)

развитие течения

Рис. 7 (продолжение)

развитие течения

Рис. 7 (продолжение).
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