
Вестник КемГУ №4 2007 Математика

1 МА Т ЕМА Т И К А  |

УДК 517.95
ОБ УСТАНОВИВШЕМСЯ ТЕЧЕНИИ СМЕСИ ВЯЗКИХ НЕСЖИМАЕМЫХ ЖИДКОСТЕЙ

Н. А. Кучер, Д. А. Прокудин

В работе изучается модель, описывающая ус-
тановившееся движение двухкомпонентной смеси 
вязких несжимаемых жидкостей в цилиндрических 
трубах.

В настоящее время имеется большое количест-
во различных моделей для описания многокомпо-
нентных смесей жидкостей или газов, все они яв-
ляются весьма сложными как с теоретической точ-
ки зрения, так и в отношении использования для 
решения конкретных задач. По этим причинам ни 
одна из них не стала общепринятой.
При построении замкнутой системы уравнений 
многокомпонентной смеси используются уравнения 
неразрывности для составляющих смеси:

где р. -  плотность, и -  скорость 1 -ой состав-
ляющей смеси. При этом h, * 0 , если различные 
компоненты могут обмениваться между собой мас-
сой в результате процессов смешения, ионизации, 
химических реакций и т. п.

Что касается уравнений сохранения импульса, 
то один из способов их построения заключается в 
том, что формулируются законы сохранения им-
пульса для каждой составляющей смеси:

d v ^ + p f + f ,  / = N. (2)

Здесь -  тензор напряжений, / '  * -  вектор

массовых сил, -  члены, учитывающие обмен 
импульсом между различными составляющими для

i -ой компоненты смеси. Функции 7^  обычно 
считаются пропорциональными разности скоро-

стей и ' 1 - и  J>, причем коэффициенты пропорцио-
нальности определяются различными авторами по-

7(0разному, и единства в определении I , а также
p{i)* , в настоящее время нет.

Актуальность математических исследований
уравнений (1) -  (2) основывается на разнообразии 
их приложений, стимулируется потребностями 
развития индустриальных технологий. Результаты

1 Здесь и далее никакого суммирования по повтор-
ным индексам не производится, если не оговорено 
противное.

и методы, разрабатываемые при изучении проблем 
механики сплошных сред, имеют свое место в тео-
рии дифференциальных уравнений и соответст-
венно, представляют самостоятельный научный 
интерес. Исследования корректности указанных 
задач способствуют разработке вычислительных 
методов для их решения.
В данной статье мы рассмотрим модель, которая 
описывает установившееся течение двухкомпо-
нентной ( N  = 2 ) (с математической точки зрения 
смеси с N  компонентами ( N  > 2 ), могут быть рас-
смотрены аналогично случаю с ( N = 2 ) смеси вяз-
ких несжимаемых ( pt -  const >0, i -  !, 2 ) жидко-
стей в длинной цилиндрической трубе. Будем счи-
тать рассматриваемую смесь изотермической (с 
постоянной температурой) и не будем брать в рас-
чет химические реакции (А, = 0).

Определим в (2) для / = 1,2 [1], [2]:
?(*') = о-(0 _ р . 7>

<т  ̂ -  2д; o ji/   ̂| + 2/г12о(м* + ?%div и'* I + 2,2 div и I,

7<0 / ,y+i /-(г) -(0 \ . Л ,,,/  = (-1) —и |, a-const > 0 (3)

с постоянными коэффициентами вязкости , Л1к, 
такими, что
Ми > 0’ Ми > 2//] 1 + Я1, >0, 2р22 + ^22 >

4Аг,/‘22 -  0 /12 + М2₩У > 0,
4 (2//и + Л,,) (2//гг + /lj2) -

, ₩2 (4 )
(2/̂ 12 +'1]2 + 2//21 +/1^) >0.

Здесь crfl) -  вязкая часть тензора напряжений, 
D -  тензор скоростей деформаций

= ^ V «  + ̂ V©j r )), р. -  давление / -ой со-

ставляющей смеси.
Выберем декартовы оси координат так, чтобы 

ось z была направлена по оси трубы. Обозначим 
через £ поперечное сечение трубы плоскостьк) 
ху , которое представляет собой круг радиуса R , 
и через С контур, ограничивающий £ (рис. 1) 
будем искать решения уравнений движения, пред-
полагая, что линии тока -  прямые, параллельные 
оси z , иначе говоря, примем, что и,(,) = и = 0, 
н<° * 0, / = 1,2 .
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Рис. 1. К  течению смеси вязких жидкостей в цилиндрической трубе

В этом случае система уравнений (1) -  (2) су-
щественно упрощается и принимает следующий

вид: i = l,2, (5)

Ф,
дх

i = l,2, (6)

трубы для I -ой компоненты смеси, т. е. для опре-
деления перепада А; и С ,, достаточно задать зна-
чения давлений р) и р 2 в каких-либо двух сече-
ниях трубы.

Рассмотрим теперь задачу об определении 
скорости движения каждой из рассматриваемых 
компонент смеси жидкостей и и\2) в трубе

др,
dz + Mi\

д и
дх2 ду2 У •

+ Рп
' д2из<2)
дх2

2 , Л 2 )  Лд2и
ду2

+ (“ О* ' а  ' (мз(2) " мз(1)) = 0, / = 1,2.

(7)

Из (5) и (6) непосредственно вытекает, что 
и,м =«Г  (х ,у) ,  i = l,2 (8)

и Л = л ( г ). 1 = 1,2. (9)

при условии, что перепады давления А, 7 -ой со-
ставляющей смеси заданы.

Для определения к3(1) и и(2> на основании 
(7) и (10) имеем следующую систему уравнений:

Гд2ит ^  ю \
Mil дх2

з дХ>  
+
ду2

( дЫ<2) д2и{2)^
дх2 ду2

(12)

(-1),+1 а • (м<2) -  и™ ) = -к , , i = 1,2,

Ясно, что равенство (7) может иметь место 
только тогда, когда обе части уравнения:

др, ( й2и,(1)
OZ

+Мп

= Мп дх2
,3 й2и3(1) ^

- +

( д 2и™

ду2
2,,(2) \д и

v Ф 2 7
+ ( -1 )м а - ( и У - и У ) ,  / = 1,: 

являются постоянной величиной.

Обозначив
др_
dz

Pi ^ - k ^  + Cj, /' = 1,2.

через -А ,, будем иметь:

( 10)

Величина А, =
др
dz (И)

представляет собой изменение давления вдоль оси
трубы для I -ой компоненты смеси, отнесенное к 
единице длины трубы, и называется перепадом

давления вдоль оси трубы I -ой составляющей 
смеси. Для полного определения вида прямой (10), 
характеризующей изменение давления вдоль оси

которую дополним граничными условиями при-
липания на контуре С : н3(,) =0, / = 1,2. (13)

Складывая уравнения (12), получаем следую- 
щуюзадачу: Aw = -  (А, + А2), w |с = 0, (14)

где w = (//,, +p2i) u l 1) + (р 2 +р22) и{2),

А = —-  + —- .  Эта задача имеет единственное ре-
йх2 ду2

шение, которое выглядит следующим образом:

( x , y ) = . t ' * k> { « > - ( ,■+ / ) ) .
4 ( A i + A . ) '  V ”

Таким образом:

w (15)

М\2 Мгг 
Ми + М 21

(16)
( 2 )

Далее, подставим (16) во второе уравнение 
(12) и получим следующую задачу для определе-
ния функции м3(2):
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Лм<2) +c,«J2) = с2 (R2 - { х 2 + у2)) + с3,

0,И1Ч|

где:
(17)

с, = - а -• 1 + + /̂ 22 
МчМ22 ~ M\2Ml\ 

+к2

4 {МиМ22~МпМиУ

Км21 “ М лс3 =■
МпМгх-НгМп
Из условий (4) вытекает, что постоянная 

с, <0 и, следовательно, задача (17) имеет единст-
венное решение (см. [3]).

Для решения задачи (17) перейдем к поляр-
ной системе координат (г, (р) . Введем новые неза-
висимые переменные по формулам: 
x = r cos <р, y  = rsinq> и перепишем (17) следую-
щим образом: 
дги{2) 1 ди?  1 д2и™
дг2 г дг г д(Р «32)U = 0 .  (18)

+с,Мз<2) = с2 ( / г 2 - г 2) + с3.
Будем искать решение задачи (18) в следую-

щем виде:

“з2> (г. <Р) = X  (Л  cos пср + Вп sin п(р) U„ (г), (19)
п-0

где Ап и Вп неизвестные постоянные, которые мы 
определим позже.

Подставив (19) в уравнение (18), получим бес-
конечное число обыкновенных дифференциальных 
уравнений Бесселя: 
rU‘0 +U0 +cxrU0 = c2r{R2 ~ r 2) + с}г,

гги : + г и п+(с1Гг - п 2)и„=  0, п = 1,2,3,... 
решая которые, находим:

Л̂) (г) С0 ^o(Vcj"r ) +

/ I— \ ci (сг^ ~ сгг +С3) + 4сг
+А> К) (V ci rf ̂  г

U„(r)= C „J„{^r )+ D „ Y„(^r ) ,  п = 1,2,3,... (20)

где J v (г) и К (г) -  бесселевы функции первого
и второго рода соответственно (см. [4]). Но так как 
нас интересуют только регулярные функции, то 
следует положить Dn = 0, п = 0,1,2,... (в против-
ном случае в точке г = 0 величина Un обратится в 
бесконечность).

Таким образом, решение уравнения в (18), 
удовлетворяющее естественным физическим ус-
ловиям периодичности (однозначности) и регуляр-
ности имеет следующий вид:

“з2> ('■,?»)= С0 Л  ( 4 А Г) +

с, ( c 2R :,2 с2г 2 + с3 ) +  4с2
■ + (21)

+ Z  ( А* c o s п<р + К sin n(p ) J n Ц ё л А ’П = \
где^ ,=Д ,Сп, Вп =ВпС„.

Удовлетворяя граничные условия (18), полу- 
А„ = В'„ = 0, и = 1 ,2 ,3 , . . . ,  

с ,с3 + 4 с 2чим: Сп = -
c 2J о (^Г*)

и, следовательно, решение задачи (18) выражается 
по формуле:

М<2) ( г )  = - 

с, ( c 2R 2 -

С,СЗ+4С2
-1 л  ( ^ )

с2 г + с3) + 4 с 2
(22)

Из формул (22) и (16) находим, что:

«з(1) ( 0  =
+ к2 / 2 2 \ Мп + Мп

4 (Мп + Мп)
( я * - , * ) -

Ми +М2
^ i c ‘ -j .

,) + 4с2

Возвращаясь к декартовым координатам, в итоге получим решение задачи (12) -  (13):
(  / / , ,ч \ . х

К+К /Ы ( л  , 2\\ Mi2+Ma

Д2)
( ^У )  = -

i 4  (л /^л )

итоге получ

с, (c2R 2 - с 2 („г2 + у 2) + с 3) + 4 с 2

(23)

(24)

(25)

Заметим, что если в уравнениях (2) мы не бу- ми рассматриваемой смеси жидкостей (т. е. сла- 
дем брать в расчет слагаемые, отвечающие за об- гаемые / (2) о А / = , 2 ) то ешение
мен импульсом между различными составляющи- '  ’ '  >
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задачи (12)-{13) также единственно и имеет сле-
дующий вид:

«Г  (*>>') =  

*42)М = (/г2- (х2+ / ) ) .

(26)

(27)

Проведем сравнительный анализ результатов 
доставляемых предложенной моделью смеси и 
классической моделью, описывающей течение вяз-
кой несжимаемой жидкости в цилиндрической 
трубе.

Предположим, что обе компоненты смеси фи-
зически неразличимы и их движение в трубе про-
исходит при одинаковых перепадах давлений. В 
соответствии с этим зададим значения коэффици-
ентов вязкости цп =0.01, /лХ2 = 0 , игх =0, 
ц гг = 0.01; значения перепадов давлений -
кх = 200, к2 -  200;
радиус трубы -  R = 0.25 ; а = 3 . Ясно, что картина 
движения такой смеси ничем не должна отличать-
ся от течения вязкой несжимаемой жидкости с те-
ми же свойствами. Убедимся в этом, построив 
графики функций и3(1) (/•), й3!) (к) соответственно:

и к3(2> (к ) , й3<2> (г) соответственно

Из данных графиков видно, что решения рас-
сматриваемой задачи совпадают:
( “ « И 11 ( г ) ~й? ’ (г)\ = 0,

шах|и<2) ( г ) - й ‘2) (г)| = 0 , 

шах |и<*> ( г ) - и<2) (г)| = 0 ,

шах |й3(|) (г) -  й3(2) (г)| = 0 ), что соответствует

действительности. Очевидно, что никакого обмена 
импульсом между составляющими такой смеси в 
этом случае не происходит.

Однако, если обе компоненты имеют одну и ту 
же физическую структуру, но их движение обу-
словлено разными перепадами давлений, то учет 
слагаемых, отвечающих за обмен импульсом меж-
ду составляющими рассматриваемой смеси, суще-
ственно влияет на результаты. В связи с этим при 
тех же значениях параметров, изменив только

к2 = 190, снова построим графики функций 

«зР) (г),  ф { г )
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и м32) (г) , й}2) (г)

Видно, что в этом случае решения wf* (/•),

й3«  (г) и и(2) ( г ) , й(2} (г) отличаются друг от дру-
га:
m ах0 < г < RК > ( г ) - н !" ( ' ) | - 78 .0417 ,

ш ах0 < г < ЛИ2} 0 ) - - « !”  (01- 78 .0417 .

А т. к. ш ах0<г<ЯИ" (О- 0 ) !  = 156.25 и

шах 10<г<Л »« т ( 0 - « Т II О 17 , то можно сделать

вывод, что между составляющими рассматривае-
мой смеси происходит обмен импульсом, обуслов-
ленный различными перепадами давлений компо-
нент смеси, даже если эти компоненты одинаковы 
и что решения (г ) , й3(2) (г) этот обмен импуль-
сом практически не учитывают (что и предполага-
лось выше).

Таким образом, в рассматриваемой модели 
смеси слагаемые, ответственные за обмен импуль-
сом между ее составляющими, способны сущест-
венно влиять на физическую картину течения.

В заключение покажем, что для рассматри-
ваемой модели смеси сохраняются качественные 
зависимости, хорошо известные для классической 
модели, описывающей движение вязкой несжи-
маемой жидкости в цилиндрической трубе.

Заметим, что максимальная скорость каждой 
из компонент смеси жидкостей достигается на оси 
трубы при г = 0 , причем:

И» R  . k\ + _ М \2 + М 22 (2)
4 й  max

Ми  +  Ми  М и + М и
(28)

(2) _ с , ( с 2Л2+с3) + 4с 2
max j

С1
+ 4С2

л ( ^ *Ь2
(29)

Пусть /лп = Мг2 >Мп = 0> Мг\ = 0- Тогда макси-
мальная скорость всей смеси в этом случае будет 
равна:

= uwmax + «ill =
kR 2 
4 Mu ’

(30)

где к = Л, + k2 -  перепад давлений вдоль оси трубы 
для всей смеси жидкостей. Напомним, что макси-
мальная скорость течения вязкой несжимаемой 
жидкости в цилиндрической трубе также имеет 
вид (30) (см. [5]).

Подсчитаем теперь объемный расход I -ой 
компоненты смеси жидкостей Q-, т. е. объем I -ой 
компоненты смеси жидкостей, протекающей через 
поперечное сечение трубы в единицу времени.

Имеем:
* ,, 2лК2 (с!к,Я2 +c:LR2-Au^c.c.R2

а  =2 л  Ji4‘> {r)rdr =------^ --------—-------*LL1—
о

_ 2л- R 4 (* ,с ,  -  4 ц 12с2 + к 2с1 -  4 ц 22сг )   ̂
16с,  ( / / , ,  + Ми )

" 4 ^ 22c i c 3 -М>Ма?г ~ 4М\гс\сг ^  ~ 4Мпс\сг ~ 16Мх2сг) 

+M2i)

2 л  R (с ,с3 + 4 с 2 ) (м ц  + М22 ) ^ i  ( R \ f i 7 )  

с \ " (.Ми + Мг\ )  J о & )

(31)

-  Я( (г) / \ , 2 л R  { c l c2R + с , с3 + 4 с 2) 2л Я “'с 2 2 л  R  (с ,с3 + 4с2) У, Гл^с , )
О , = 2 л  \ щ  ‘ ( г ) г а г  = --------------------- -------------------------------- ------------------- ---------------- з-------- L

2 с > 4с ‘ c!A J 0 ( R ^ )
(32)

Тогда, средняя скорость течения смеси жидко-
стей в круглой трубе будет равна:

Q\ + Qi
л Я 2

(33)

Снова возьмем: 
th\ =МгиМп =0,Mi, =0,

k. R  ̂  а
получим: и. = ------ = (34)

'  8Ми 2
Заметим, что формула для определения сред-

ней скорости течения вязкой несжимаемой жидко- * 
сти в цилиндрической трубе аналогична (34) [5].

Таким образом, в случае, когда обе состав-
ляющие смеси одинаковы, можно сделать вывод о
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том, что основные характеристики движения такой 
смеси в цилиндрической трубе совпадают с анало-
гичными характеристиками движения вязкой не-
сжимаемой жидкости в этой же трубе.
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