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В настоящее время много внимания уделяется 
проблеме устойчивого развития человеческого об­
щества как задаче сбалансированного развития 
триады «природа -  хозяйство -  население» в инте­
ресах не только ныне живущего, но и будущих по­
колений. При этом сбалансированность в развитии 
должна проявляться не только на уровне мирового 
сообщества, но и в рамках отдельных стран и ре­
гионов. Этим объясняются требования к региональ­
ному аспекту устойчивого развития, предусматри­
вающие «развитие региональных и локальных про­
изводственных систем, производственной и соци­
альной инфраструктуры, решение на местах соци­
альных и других проблем в условиях рыночных от­
ношений» (проект государственной стратегии Рос­
сийской Федерации по устойчивому развитию).

Особый интерес представляют исследования по 
формализации принципов устойчивого развития и 
путей их реализации, к которым относятся, напри­
мер, работы [1,2], где предложен методологический 
подход к согласованному моделированию экономи­
ческой, экологической и социальной сфер жизне­
деятельности региона на основе концепции динами­

ческой устойчивости принципов оптимального по­
ведения. В этих работах для каждой из сфер пред­
лагается строить свою динамическую математиче­
скую модель, связь между которыми обеспечивает­
ся за счет наличия общих параметров, что приводит 
к формированию многокритериальной задачи оп­
тимального управления для региона в целом. Но, 
перед тем как рассматривать общую модель регио­
на, предварительно требуется изучить отдельные 
аспекты регионального взаимодействия.

В данной работе строится математическая мо­
дель производственной системы региона с учетом 
экологического аспекта. Для этого в модель вводят­
ся параметры природосберегающих технологий, 
под которыми подразумевается применение очист­
ных сооружений на предприятиях региона и нара­
щивание их мощностей, а также финансирование 
научных исследований с целью уменьшения вы­
бросов вредных веществ и более рационального 
использования ресурсов.

Эта модель описывает один из аспектов эконо­
мико-экологического взаимодействия в регионе и 
может рассматриваться как составная часть общей 
модели его устойчивого развития. Конечная цель 
работы заключается в построении динамической 
модели, описывающей изменения экономического
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потенциала региона и степени загрязнения окру­
жающей среды, а также позволяющей определить 
наиболее оптимальный путь развития для достаточ­
но длительного промежутка времени.

Для того чтобы охарактеризовать основные эле­
менты модели и описать взаимосвязи между ними, 
предварительно исследуем статический случай.

Рассмотрим экономический регион, производя­
щий п видов продуктов и использующий для этого I 
видов ресурсов. Выпуск продукции сопровождается 
образованием загрязняющих веществ и их выбросом 
в окружающую среду.

Будем считать, что предприятия региона обла­
дают собственными очистными сооружениями, на 
которых часть загрязнений уничтожается, а остав­
шаяся часть выбрасывается в окружающую среду, 
за что назначаются штрафы. При этом у региона 
есть возможность наращивать мощности очистных 
сооружений, а также вести научные разработки по 
внедрению новых технологий производства, позво­
ляющих уменьшить количество вредных отходов.

Пусть у  = (у,,-.;У„) -  вектор выпуска предпри­
ятий, х = х„) -  вектор затрат ресурсов. Зави­
симость между выпуском и затратами описывается 
производственной функцией: у  = / (* ) .  Функция

/ :  R'+ —> R" должна быть непрерывно дифференци­
руемой, монотонно возрастающей и вогнутой: 
/ ( 0) = 0 (определение и свойства основных произ­
водственных функций можно найти, например, в 
[3]). Обозначим через р = (р{, в е к т о р  цен на 
выпускаемую продукцию, через w = (w,,...,w„) 
нс кг op цен на ресурсы.

Запас ресурсов предполагается ограниченным, 
поэтому 0 < х < X  ,
где X  е R[ -  заданный вектор запасов.

Зададим объем промышленных отходов как 
функцию от производственных затрат: g  = g(x) .

Функция g : R'+ - » Л) должна быть непрерывно 
дифференцируемой, монотонно возрастающей, во­
гнутой и g(0) = 0 . При этом различные виды вред­
ных веществ, образующиеся в процессе производст­
ва, сводятся к условному «монозагрязнителю» на 
основе степени ущерба, причиняемого ими окру­
жающей среде [4, 5].

Так как очистные сооружения работают с огра­
ниченной мощностью, то часть загрязнений неиз­
бежно попадает в окружающую среду. Обозначим 
их z, тогда разность g(x) -  z представляет объем 
обезвреженных отходов. С помощью этих парамет­
ров можно в дальнейшем описывать влияние эко­
номического сектора на экологию региона, а также 
характеризовать ожидания населения по отношению 
к качеству окружающей среды. Объем выбросов в 
биосферу не должен превышать предельно допус­
тимого значения, которое обозначим Я: 0 < z < H  .

За выбросы в окружающую среду на предпри­
ятия региона накладываются штрафные санкции. 
Обозначим через q штраф за одну единицу загряз­

нения, через г -  стоимость ликвидации одной еди­
ницы загрязнения. При этом очистные сооружения 
имеют ограниченную мощность V, т. е. позволяют 
уничтожить ограниченное количество вредных ве­
ществ:
0 < g ( x ) - z < V .  (1)

Уменьшить негативное влияние на окружаю­
щую среду можно путем наращивания мощности 
существующих очистных сооружений или посред­
ством строительства новых, при этом возможность 
очистить одну дополнительную единицу загрязне­
ний обойдется предприятиям в сумму, равную а. 
Предположим, что S -  сумма, выделяемая для на­
ращивания, тогда дополнительно можно очистить 
количество выбр. ;ов, равное S/ а .

Еще один способ уменьшения антропогенного 
воздействия на природу -  это уменьшить количест­
во отходов, образующихся в процессе производст­
ва, путем разработки и внедрения новых производ­
ственных технологий, что потребует от предпри­
ятий дополнительных затрат.

Пусть величина 0 < /3 < 1 -  коэффициент, ха­
рактеризующий уменьшение количества вредных 
веществ при пр. :зводстве продукции, a D -  расхо­
ды на разработку и введение новых технологий. 
Будем считать, что объем выбросов зависит от ве­
личины вложений: чем больше израсходовано 
средств, тем меньше отходов образуется в резуль­
тате производства. Например, зависимость (3 от D 
может быть такой:

где к -  некоторая константа.
Тогда ограничение (1) с учетом наращивания 

мощности очистных сооружений и уменьшения 
объема загрязняющих веществ из-за внедрения но­
вых технологий перепишется следующим образом:

0 < —- — g(x) -  z < V ч— .
D + k а

Еще один способ улучшения качества окру­
жающей среды -  это вторичная переработка про­
мышленных отходов с последующим использова­
нием их как производственных ресурсов. Напри­
мер, строительство мусоросжигающих заводов по­
зволяет получать тепловую энергию, а значит, сни­
зить потребление топлива, используемого на ко­
тельных, кроме того, снижается выброс в окру­
жающую среду твердых бытовых отходов. Обозна­
чим расходы на вторичную переработку через К. 
Так как отходы можно использовать как производ­
ственное сырье, то издержки, связанные с изготов­
лением продукции, уменьшатся (можно закупать 
меньшее количество отдельных ресурсов). Допус­
тим, что экономия на приобретении г гсурсов со­
ставит S • (w, х) ,

где S = S(K) -  —-— -  коэффициент, п лказываю- 
К + Ь

щий, насколько уменьшатся затраты, Ь- некоторая 
константа.
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Пусть капиталовложения на внедрение новых 
технологий, наращивание мощности очистных со­
оружений и вторичную переработку выбросов огра­
ничены денежным фондом Р:

Q<D + S + K < . P .
Общая экономико-математическая модель мак­

симизации прибыли в краткосрочном периоде стро­
ится как задача максимизации функции чистой при­
были, складывающейся из разности дохода от реа­
лизации продукции (р , /(* ))  и издержек на ее про­
изводство S(K) ■ (w, х) , а также расходов на очистку 
г • -  z) и штрафа за выбросы загрязните­
лей в природную среду q z .

В результате получаем оптимизационную мо­
дель региона, в которой отражены некоторые при­
родосберегающие технологии:
II(x,z,D,S, К) = (р, /(* ))  -

(2)

S, / я , которая показывает, насколько увеличится 
мощность очистных сооружений при инвестирова­
нии в них S, рублей.

Очевидно, что если (S,/a) > / , ,  то речь идет о 
наращивании мощности очистных сооружений, 
если (5 ,/а) = / , , то происходит восстановление 
очистных сооружений до прежнего уровня мощно­
сти, если же ( S ,/a ) < / , , то имеет место неполное 
восстановление.

Для описания критерия эффективности обозна­
чим через П, суммарную прибыль предприятий 
региона за период времени [0, t].

Тогда формулируемая модель запишется в ви­
де:
Ц =Л,л +(р, /(* ,))-

Ь b v , x ) - r \ - ^ - r g ( x ) - z \ - q z
K + b D + k

• шах,

0 < - £ — g(x) - z< ,V  + — , 
D + к а

К,+Ь
(w,x,)-r

Ц+к gCO-z, -qz„ t = l , ..., T, (8)

(3)
D,+k

g(x ,)- z , + = (9)
a

0 5 х < Х , (4)
я 0 = я ° ,  к0 = , ° , (10)

0 < , z < , H , (5) 0 S - ^ - g ( x , ) - z , < K , ,  =1,...,7’ , 
D , + k (11)

D + S + K < Р , (6)
Ой х ,  < Х , ,  / = 1,...,7\ (12)

d > о , s z о, л :> о . (7)
Решением этой задачи являются оптимальные 0 < z , < H ,  / = 1,...,7\ (13)

объемы производственных затрат и выбросов, а так-
же размеры средств, выделяемых на разные приро- D , + S , + K ,  й Р 1У t = 1,...,Т, (14)
доохранные мероприятия. Существование опти­
мального решения задачи (2) -  (7) вытекает из тео­
ремы Вейерштрасса [6], а для его поиска можно ис­
пользовать, например, метод множителей Лагранжа.

Теперь статическую модель (2) -  (7) обобщим 
до динамической. Именно динамическая постановка 
позволяет ставить и решать в долгосрочном аспекте 
задачу устойчивого развития как отдельных подсис­
тем, так и региона в целом.

Пусть регион функционирует на отрезке време­
ни [0,7’], разбитом дискретными точками 
/ = 0,1,..., Г . Обозначения основных параметров за­
дачи оставим прежними, снабдив их индексом вре­
мени t.

Дополнительно для формулировки динамиче­
ской модели потребуется учесть износ очистных 
сооружений. Опишем его функцией 

/  , л ,

D, > 0 , S,> 0,  К,-£ 0 , t = 1.... Т, (15)

D,+k
g ( x , ) - z t где

D, +k
g(x,)~Z' -

количество очищенных за t-й период загрязнений. 
Это означает, что мощность очистных сооружений 
V, к концу периода t за счет износа уменьшится на 
величину I , .

Эффект от вложения предприятий региона в 
очистные сооружения будет описываться величиной

j  = n T -» max . (16)
В результате получается задача оптимального 

управления с дискретным временем, переменными 
состояния в которой являются величины П, и V, -  
прибыль и мощность очистных сооружений, а пе­
ременные х, , z , ,  Dt , S , , К, -  управления на t-м 
шаге. Условие (10) -  начальное состояние системы. 
Выражения (8) и (9) в совокупности представляют 
уравнения движения. Ограничения на управляю­
щие переменные задачи записаны в (11) -  (15). Не­
равенство (11) показывает, что очистные сооруже­
ния работают с ограниченной мощностью, (12) оз­
начает ограниченность ресурсов, а неравенство (13) 
гарантирует, что уровень выбросов в окружающую 
среду не будет превышать предельно допустимого 
значения. (14) показывает, что средства, выделяе­
мые на наращивание очистных сооружений, введе­
ние новых технологий и переработку, в каждый 
момент времени ограничены некоторым общим 
денежным фондом. Также неравенство (11) являет­
ся ограничением на переменную состояния систе­
мы V,. Выражение (16) представляет собой крите-
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рий качества модели. Исходя из его вида, можно 
говорить о задаче оптимизации конечного состоя­
ния (задаче оптимального управления в форме Май­
ера).

Любое управление (* ,, z , , D, , S, , К,),  
t = определенное на всем отрезке времени
[1, Г] и в каждый момент t е [1, Г] принимающее 
значение из заданного условиями (11) -  (15) множе­
ства, называется допустимым управлением, если 
при этом траектория движения, соответствующая 
этому управлению, удовлетворяет фазовым ограни­
чениям.

Допустимое управление задачи, максимизи­
рующее функционал (16), называется оптимальным 
управлением, соответствующая ему траектория -  
оптимальной траекторией.

Условия существования оптимального решения 
для задачи (8) -  (16) сформулированы в следующей 
теореме.

Теорема. Пусть в задаче (8) -  (16) функции 
/  : R'+ -> R" , g .Rl+ -+R\ ,  1: R[ R\ непрерывны, 

/(0 )  = 0 , g(0) = 0, 7(0) = 0 и У0 > 0 , тогда для этой
задачи существует оптимальное управление.

Доказательство этой теоремы опирается на ут­
верждение об условиях существования оптимального 
решения в дискретных задачах оптимального управ­
ления с ограничениями на управляющие и фазовые 
переменные: если множество значений управляющих 
переменных ограниченно и замкнуто, а функции, 
формирующие критерий качества и уравнения дви­
жения, непрерывны, и существует хотя бы одно до­
пустимое управление для данного начального со­
стояния, то существует и оптимальное [7].

Ограниченность и замкнутость множества значе­
ний управляющих переменных рассматриваемой за­
дачи обусловливается системой неравенств (11) -  
(15). Непрерывность функций в уравнениях движе­
ния вытекает из (8) и (9). Поэтому основную слож­
ность составляет доказательство того, что для задан­
ного начального состояния существует хотя бы одно 
допустимое управление. Покажем это.

Пусть множество U задается системой нера­
венств:

0< к
D, + k

g(x,)-z,<LVn

0<х,  <Х„
• 0 < z, й Н,

D, + S, + К, < Рп
D, SO, S, > 0, К, > 0,
/ = !,..., Г.

(17)

В начальный момент времени t -  0 система на­
ходится в начальном состоянии (П°,У°).  Возьмем 
управление следующего вида: х, = 0, z, = 0 , D, = 0 , 
S', = 0 , К, = 0 (f = 1,...,Г). Это управление удовле­
творяет условиям (17), а фазовые ограничения для 
произвольного момента времени t запишутся в этом

случае в форме: V, > 0 . Согласно уравнениям дви­
жения (8) и (9), определим состояние системы в мо­
мент времени t = 1 (учитывая, что при этом 
/(* ,)  = 0 и g(x,) = 0):

Пх = 77°+ (р ,/ ( * , ) ) -

Кх +Ь
{w,xx) - r

Д  +А g(*i)~z, -9*, = Я °,

УХ=У° - I -g(xx) - z x + — = F ° .
Dx+k'

Дальнейший выбор допустимого управления для 
момента t = 2 . виде х2 = 0 , z2 = 0 , D2= 0 ,
S2 = 0 , К2 = 0 приведет систему в состояние 
(П2,У2) , определяемое условиями:

П2 = 77° + (р, f (x. ) )~

К2 +Ь
(w,x2) - r

vD2 +к g(x2) ~ z 2 — Qz2 = 77°,

1 Д + t  )  а
и т. д. Окончательно, последовательность выбран­
ных управлений <(x,,z,,DX,SX, KX) , ...,
(xT,zT,DT>ST, Kr)} определит соответствующую 
«стационарную» траекторию системы {(770, V0) , 

С В Д ) , ..., (ПТ,УТ)} = {(77°,F ° ) , (77°, F °), ..., 

СП \ У °)}.

Если V° S 0, то ограничения на переменные 
состояния выполнены, т. е. для заданного началь­
ного состояния (П°,У°) получена допустимая тра­
ектория. Тогда для начального состояния системы 
(17°, V0) в задаче (8) -  (16) существ; .г оптимальное 
управление.

Для решения задачи (8) -  (16) можно использо­
вать метод динамического программирования. Этот 
метод опирается на принцип оптимальности Велл­
мана, который можно сформулировать следующим 
образом: «Каково бы ни было начальное состояние 
на любом шаге и управление, выбранное на этом 
шаге, последующие управления должны выбирать­
ся оптимальными относительно состояния, к кото­
рому придет система в конце данного шага» [8].

Использование этого принципа гарантирует, 
что управление, выбранное на любом шаге, являет­
ся не локально лучшим, а лучшим с точки зрения 
процесса в целом. В результате выбор оптимально­
го управления определяется лишь состоянием сис­
темы в текущий момент времени. При: гом, в отли­
чие от непрерывных задач оптимального управле­
ния, применение метода динамического програм­
мирования в дискретном случае не требует жестких 
условий на функцию Веллмана и поэтому является 
вполне реальным [9].

Применим метод динамического программиро­
вания к задаче (8) -  (16).
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Обозначим V{t,n,,Vt) функцию Веллмана для 
задачи (8) -  (16). Тогда уравнение Веллмана запи­
шется в виде:
V ( t - \ , n , . x, y , _x) =

m ax V (t,  П V ), t = 1, Тlx,,z,,D,.S,,K,)eU ' '
(18)

с краевым условием V{T, Пт, VT) = Пт. (19)
Двигаясь по / в обратном порядке от Т до 1, из 

уравнений (19) и (18) находим условно­
оптимальные управления задачи (8) -  (16). Затем, 
используя соотношения (8), (9) и двигаясь от нача­
ла к концу (от t = 1 до t - T ) ,  определяем опти­
мальное управление и оптимальную траекторию 
развития региона, а также максимальное значение 
прибыли.

Найденное при этом решение обладает важ­
ным свойством -  динамической устойчивостью, 
обобщающей понятие оптимальности по Веллману: 
в каком бы состоянии ни оказалась система в дан­
ный момент в результате ее функционирования на 
предшествующем этапе, если изначально она дви­
галась вдоль оптимальной траектории, то даль­
нейшее ее развитие из сложившегося состояния 
должно также протекать по оптимальной на ос­
тавшемся отрезке траектории [10]. Данное свойст­
во обеспечивает содержательность во времени вы­
бранного пути развития, когда общество постоянно 
ориентируется на одни и те же ценности и не имеет 
основания для отклонения от первоначально при­
нятых планов действия, что гарантирует преемст­
венность принимаемых решений и их оптималь­
ность для всего рассматриваемого промежутка 
времени, а следовательно, способствует реализа­
ции устойчивого развития региона.
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