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УДК 517.9 
О НЕЛОКАЛЬНОЙ АСИМПТОТИКЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ  

С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ 
В. А. Шалаумов 

 
В статье метод последовательного выделения 

регулярных частей для построения асимптотических 
разложений в целом решений задачи Дирихле, син-
гулярно зависящей от малого параметра, предло-
женный в работах [1], и реализованный в [2] ,[3] в 
более простой ситуации, распространяется на тот 
случай, когда старшие члены линейного дифферен-
циального оператора зависят от  различных степе-
ней малого параметра.  

Пусть ( )y y x ε= , , классическое решение крае-
вой задачи:  
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Учитывая экспоненциально малый характер по-
ведения ( )y y x ε= ,  при a x b< ≤  и 0ε → , со-
гласно преобразованиям, предложенным в [1], 
пусть 0P′  , 1P′  – решения уравнений: 
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Решение (3), удовлетворяющее условию 

1 1( ) 0, ; ( ) 0P x a x b P bε ε, > < < , = имеет вид: 
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Также как в [1], [2], [3] полагаем: 
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Отметим, что 
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и не зависит от x. 
Тогда, согласно [1], (также как [2], [3]) решение 

краевой задачи (1)  представимо в виде: 
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функции ( )k kR R x ε= ,  удовлетворяют следующим 
уравнениям и одному граничному условию:  
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А так как  
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то коэффициенты переноса операторов 0Lε  и 1Lε  на-
правлены на ненулевые граничные условия, следо-
вательно, ( )k kR R x ε= ,  – асимптотические ряды 
по некоторой асимптотической последовательности.  

Вид асимптотической последовательности, по 
которой можно разложить kR  в а.р., можно полу-

чить разлагая коэффициенты операторов 0Lε  и 1Lε  

по некоторым степеням параметра ( )γ αε . Основная 

трудность при этом состоит в том , что вид этой 
асимптотической последовательности сильно зави-
сит от конкретного значения величины α  и, следо-
вательно, от соотношений между  

, 2(1 ), 2α α α− −  и их степеней.  
Учитывая то, что  

'
1

2'
0

22)( PPxB αα εε −− =− , то в (7) – (9) асимпто-
тика коэффициентов определяется асимптотикой 

'
1P . Асимптотику P1(x,ε) можно выписать , разлагая 

соотношение (5) по малому параметру, при этом по-
лучим следующую последовательность степеней ε :  
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Но эта последовательность не является асимпто-

тической при 0ε → . В связи с этим рассмотрим 
отдельно случаи 0< 1<α , 1=α и 1α > . 

Пусть 0 1α< < . Последовательность (11) и в 
этом случае не образует  асимптотическую последова-
тельность (следующий член не есть о-малое от преды-
дущего). Выписать общий вид асимптотической по-
следовательности (а.п.) затруднительно, так как пра-
вильное расположение степеней ε  зависит от величи-
ны α ,укажем лишь первые члены асимптотической 
последовательности до 0ε  в зависимости от α . Пра-
вильное расположение положительных степеней ε  
более сложным образом зависит от α . 

Пусть 0<α ≤
3
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 , то а.п. имеет вид: 
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то а.п. имеет вид: 
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(остальные члены в (11) есть о( 2 2 (2 3)k k αε + − + )). 
Реализуем построение асимптотического разло-

жения решения при 0<α ≤
3
2

. 

С точностью до 0ε  из (4) – (6),  имеем: 
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в (7),(8), (9) получим для (6) представление: 
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а для 0 1k
i iϕ , = ,  следующие краевые задачи, одно-

значно их определяющие:  
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Учитывая то, что определяющие операторы свя-
заны соотношением 0 1L L= −  так же, как и в [1], 
[2], получим, что: 
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Подставляя в (11), получим первое и второе приближения, удовлетворяющее граничным условиям ис-
ходной задачи: 
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Используя асимптотические разложения для 0 1P P,  имеем: 
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Так же, как в [1], [2], теперь можно выписать 
асимптотику для производной и логарифмической 
производной. 

Если рассматривать задачу 
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то теперь явление пограничного слоя необходимо 
рассматривать в точке x = b.В связи с этим рассмот-
рим  второе решение уравнения (2) . Тогда имеем: 
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Асимптотика ' '

0 1,P P  – коэффициенты при 

младших членах операторов 0Lε  и 1Lε  имеет сле-
дующий вид: 
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Определяющие операторы, для функций входя-
щих в (11), равны по модулю и имеют разные знаки. 
Уравнения, определяющие члены двух первых при-
ближений: 
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Асимптотика тогда имеет вид: 
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Пусть .1=α  
В этом случае уравнения (2),(3) позволяют выпи-

сать полное асимптотическое разложение для 0P′ и 

1P′ . Полагая 1
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нений для коэффициентов kВ : 

'
2
0 0 0 1 10, 2 0,

2
ВВ ВВ С В В ВВ− + = − + =  

'2
0 2 2

0 3 3 1 2

0 2 2 1 2 1
'2

2 1

0 2 1 2 1 1 2

1

2 0,
2 2 0,...
2 2

2 0,
2 2

2 0, 2,3,... .

k k k

k k k

k k k

k k

В В ВВ В
В В ВВ В В
В В ВВ В В
В В В
В В ВВ В В
В В k

−

−

+ +

+

− + =
− + =
− + + ⋅ ⋅ ⋅

+ + =
− + + ⋅ ⋅ ⋅

+ = =

     (20) 

Решение первого уравнения системы, задающего 
рекуррентную последовательность, выбирается в за-
висимости от рассматриваемой задачи. Для задачи 
(1) следует считать: 
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Для 1P′  соответственно имеем: 
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Тогда в представлении (7) для решения задачи 
(1) функции ( )k kR R x ε= , , удовлетворяющие 
уравнениям: 
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 , = ≠ ,
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  (21) 
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[ ] 0,
( ) ( ) 1 2 ,

k

k k

L R
R a R a k

ε

ε ε−

 =


, = − , , = , ,...
 

представимы в виде 
0

( )i k
k i

k
R xε ϕ

∞

=

=∑ . Система ре-

куррентных краевых задач, однозначно определяю-
щих функции ( )k

i xϕ , абсолютно аналогична соот-
ветствующим системам из § 2 и § 3 с определяющим 
операторами 

2 2 '
0 1

14 ( 4 )
2

dL B C B C L
dx

= − − − − = − . Та-

ким образом, решение краевой задачи  (1) предста-
вимо в виде: 

2 2 1
0

0 0

1 1 2

( , ) exp{ } [ (

exp{ })exp{ ( )}].

i k k
i i

i k
y y x P

P k P P

ε ε ϕ ϕ
+∞ +∞

+

= =

= = − + ⋅

⋅ − − +

∑ ∑   

Случай 1α > . Рассмотрим для задачи (1) (для 
задачи (16) построение асимптотики аналогично). 
Имеем:  
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−
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2

2
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2
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α ε
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−
−

| |
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Для 1( )P x ε,  имеем, в соответствии с (3), 

2 2
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2
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Для того, чтобы выписывать приближения, необ-
ходимо найти вид определяющего оператора. Име-
ем:  
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Таким образом, определяющими операторами 
для членов регулярной части для задачи служит 
пара операторов: 

0[ ] 2 ( )dL C C
dx

′⋅ ≡ − | | − | | , = 1[ ].L− ⋅  

Так как 1α > , то с точностью до экспоненци-
ально малых: 

0
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Далее нетрудно выписать первые приближения 

для производной и логарифмической производной. 
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