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V]IK 517.9

O HEJOKAJBHON ACUMIITOTHUKE PEIIEHUA 3AJTAYM TUPUXJIIE
C MAJIBIM TAPAMETPOM
B. A. Llanaymos

B cratbe MeTOn MOCIENOBATENBHOTO BBIIEICHUS
PeryJSIpHBIX YacTel sl MOCTPOCHUSI aCUMITOTUYECKUX
pa3noXKEHUH B 1IEJIOM pelleHui 3aaaun Jupuxie, cus-
TyJSpHO 3aBUCALIEH OT Maloro mnapamerpa, MNpeajio-
JKEeHHbII B paborax [1], u peanuszoBanusiii B [2] ,[3] B
Ooiee TPOCTOI CHUTyaIlMH, PACIPOCTPAHIECTCA Ha TOT
clIydai, KOTrJia CTapIlive WICHBl JIMHEWHOTo nuddepeH-
LIMAJBHOIO OIEpaTopa 3aBUCAT OT Pa3IUYHBIX CTEIe-
Hel MaJjioro napamerpa.

Hycts Y = Y(X, &), knaccuueckoe perenue Kpae-

BOI1 3a1a4H.

2
Cly=e2 9 Y

dx’
y(a,e) =0 #0,y(b,&) =0.
YuuThiBasg 3KCMOHEHIIMAILHO MaJbld XapakTep Io-
senenns Y = Y(X,&) mpu a<X<b n £ >0, co-

[1],

+ €aB(X)%+ C(x)y =0, O

rIacHO NpeoOpa3oBaHUSM, MPEATIOKCHHBIM B
nycts P’y , P’y — peluenus ypaBHeHHI:

26°p'2—2Bp'e” +2C—¢“B’ =0, ()

L2 B 2B 4C
P4 = S22 T 2ma 2 ®)
B-2p'”“ =PR&". 4)
( d?R dR
& R = 82704 0 + B _ 2 ’ 2—a 0
Lo[Ro ] N ( P’oc )_dx

| Roy(a,e) =0 #0;

£ _ Zfad2R2k+1 2pr g2
LRyul=¢ T+(_B+ P'oc™)
R2k+1(bﬂ 8) = _R2k (bﬂ ‘9)9 k = O’:LZ’ ;
LE[RZK]:O!
R, (a,&)=-R, ,(a,&), k=12,..
A Tak Kak
B(X)-2p's*™” =

= —/B? =229 (2C — £“B') <0,

& &
T0 KO GHULUHEHTHI IepeHoca onepatopos Ly n L Ha-
NpaBJICHbl HA HEHYJEBbIE TPAHUYHBIC YCIOBHSA, CIEIO-
satensio, R, =R, (X,&) - acumnroruueckue psabi

M0 HEKOTOPOM aCUMIITOTUYECKOMN MTOCIIEI0BATEILHOCTH.
Bung acMMnTOTHYECKOHW IIOCHENOBATENILHOCTH, IO

KOTOPOH MOXKHO Pa3lOXHTh Rk B a.p., MOXXHO TONY-

& &
unTh pasnmaras koddduuments: onepatopos Ly n L

7(a)

10 HEKOTOPBIM CTENEHSIM IapamMeTpa & . OcHoBHas

dR,,

34

Pemenue (3), yoBIeTBOpSIOLIEE YCIOBHIO
Pl(X, g)>0,a<x<b; Pl(b, g) = 0 umeer Bup:

B o, B 272 ¢B)
P’ gz,a —¢Py=~ gz,a ’ (5)
R(b,e)=0;

Takxe kak B [1], [2], [3] nonaraem:

R(a,6)=0, P(x.&)=-R(xe),

P,(a,&) =0.
OTmeTHM, 4TO
P(x,e)>0, xe(a,b),

1=0,2, P(X¢e)+P(x,e)=C(g)
U HE 3aBUCHUT OT X.

Torna, cornacuo [1], (Takxe kak [2], [3]) peruenue
KkpaeBoi 3a1aun (1) mpencTaBUMO B BUIE!

y=y(X¢)=

> 6
e Y e T (R, + Ry e ],
k=0

dynxunmn R, = R, (X, &) ynosnersopsior cexyrommm

YpaBHEHHUSM U OZHOMY TPAHUIHOMY YCIIOBHIO:

1 4 2-a ” —
+5 (B =" 2P")R, =0, -

l 4 2-a " —
+E(_B +&7“2P" )R, =0, @)

©)

TPYAHOCTb TIPH 3TOM COCTOMT B TOM , YTO BHJI ITOU
ACHMIITOTHYECKOI MOCIeI0BAaTEeNbHOCTH CHIIBHO 3aBH-
CUT OT KOHKPETHOIO 3HaU€HUs BEJIMYUHBI (X U, CIENO-
BaTEJIFHO, OT COOTHOIICHAN MEXKIY

a, 2(l-a), 2—a wuwux creneneii.

YuuTeIBas TO, 4TO
B(x) —2s*“ P, = 7P/, 10 B (7) - (9) acummo-
THKa KO3()(UIIMCHTOB OMPEACIICTCS aCUMITOTHKOU
|3’l . Acumnrotuky P;(X,£) MOXHO BBINKCATH, pasjaras

cooTHolIeHue (5) Mo MairoMy napaMmeTpy, Ipu 3TOM Ho-
JYy4YUM CJIEAYIOLIYIO OCIE0BaTeIbHOCTh CTENCHEN & !
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1 1
2-3a ,2-2 2- 4-5a _4-4 4-3 4-2 6-7 6-6 6-5 6-4 6-3

oL, e e T e T e e T e T e e e e e

£ £ 1)

88—905 ’ 88=8a , 88=7a , 88=6a .88=5a ’ 88=4a ’
Ho 3ta mocnenoBaTenbHOCT HE SBISIETCA aCUMIITO- IMonaras

i _ _ k 2(1-a) K
tnaeckoit mpu £ —> 0. B cBaA3u ¢ 3TMM paccMoTpum Rk = Rk (X, g) =0, (X) +& 1) (X) +

otmenbHo cydan 0<ax <1, o =1u o >1.

Iyets 0 < ¢ <1. Tocnenoparenshocts (11) u B
5TOM clTyyae He 00pasyeT acCHMITOTHYECKYIO MOCIIEI0Ba-
TEJILHOCTD (CNEIYIONIHIT WIEH He €CTh 0-MaJloe OT TPE/Ibl-
nyiero). Beimucate oOmMii BUIT aCHMOTOTHYECKON MO-
CIIEIOBATENBHOCTY (3.11.) 3aTPYJHUTENHHO, TAK KaK Ipa-
BIJIbHOE PACIIONOKEHHE CTENEHEH £ 3aBUCUT OT BEJMYH-
Hbl @ ,yK&KeM JIMIIb TEPBbIC WICHbl ACHMMITOTHYECKOI

TIOCTIE/IOBATEFHOCTH 10 £° B 3aBHCHMOCTH OT « . Ilpa-
BWJILHOE PACIOJIOKEHUE MOJIOKUTENBHBIX CTENeHel &
0oJiee CI0KHBIM 00Pa30M 3aBUCHUT OT « .

2
Mycte 0<¢ < — .Torma CHEAyIOIIHE YIEHBI I0-

2-3a

cnepoBarenbHocTH (11) —.,1Lé&
&

- 00pasyroT

2-a
a.m.(Bce crnexyromue wiensl B (11) 6ymyr o( £°7°*). Ec-

m — <o < — , TO a.ll. UMEET BUJI;

1

2-a !

&
2k
2k +1
1

2—x ’

&

1 llg

a ' 3a-2 """

% ¢

< 2k +2
2k +3

1 1

e glxm2 77T

1

T @k Da—2k

4-5a

N BooOIIE, eCITi

, TO a.II. UMECT BUI.

2k+2—(2k+3)x

1, &

(ocTanbbIe unensl B (11) ecTh o £2¢+# 243 Y),

PeaJmsyeM IMOCTPOCHUE ACUMITOTHYCCKOTO pPas3jio-

xeHust perteHus npu 0<@ < —.

C TOUHOCTBIO 10 £° u3 (4) - (6), umeem:
BB 457 9C + 257 B

P’o 2%« -
1 1 e

==L

E &

. BE-4g24ep 4 2g7w

LT 2£%77 N

B 2C B

= (_ 82?0{ _Bga — Ej (1+ 0(1)), (12)
B—257“ply=—/B? —45)C + 25°B' =

=-B +£82*20‘ +E‘927¢z +O(8474a).
B B

35

+&77@f (X) +..., TOACTABIAA €rO MOCIEIOBATENBHO
B (7),(8), (9) mosyunm juis (6) npeacTaBiIeHUE:

y=y(xe)=e ) (o) +o) e ) +
k=0

+82(1—a) Z (¢le +

ko0
=e " {(g5 + e M)+

(p12k+lefPl )efk(Pl+P2)}(1+ 0(82(1—0:))) —

I (13)
+8249 (@ + e )1+ 0(e ),
a s (pik, I =0,1 cnexyromme KpaeBbie 3a1a4H, OJJHO-
3HAYHO UX onpezxensuonme:
o1—_p92 B o _
Lolpfl=—B>—=of —o0,
@, (a) =5
2C c
{Lo[(pf] =5 @) —(5) =-Gy
@ (a) =0;
dept B’
{Ll[coé] = B%+?¢é =0,
@, (b) = —¢5 (b);
{lel] =G,,
@1 (b) = —¢) (b);
{Lotqoék] =0,
P (a) =—@i(a);
{Lo[cof"] = —Go.
P2 (@) = - (a);
{ Llgs"1=0,
oo (b) = -  (b); (14)
{thcafk“] =Gy,
(012k+1 (b) = _(012k (b)a k = 11 21 3!

YV4uuTHIBasg TO, YTO ONpEIENSIOIINE OIEPATOPhI CBS-
3anbl cootHomenuem L, =—L, Tak xe, xax u B [1],

[2], mony4nm, uTo:

2k o0 _ B(a)
»y (X) =@, (X) =0 B(x)’
PZT(X) = —d(X), k=12,...;.
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o2 — 2|<+1j1 Go (W) 4 ¢2k+1:_2k+1J-G(u)
* JB(X) 3 /B(u) ' JB(X) 3 /B(u)
G, (u) G, (u)
, k=012,...
\/B(x) I\/B(u) ) JB(x)jJB(u)

Ioxcrapnsas B (11), monyuum mepBoe ¥ BTOPOE MPUOIIIKEHUS, YIOBICTBOPSIONICE TPAHUYHBIM YCIOBHUSIM HC-
XOJIHOH 3aJa4H:

-R (gog(x)(l—e‘Pl) 2(1-a) 1 " GO(U) (1 e Pl)(1+e (Pﬁpz))
t 1e®m ° [\/B(x)lz\/B(u) du (1—e (i7R))2

1@+0(£* )} (15)

y=y(x,&)=e

J~ G (u) 1+e™™)
\/B(x) \/B(u) (1—e-(P1+Pz>)

Hcnions3ys acuMnToTHIeckue pasnoxenns uisi Py, P, umeem:

B(a
y=y(x¢)= ng;
1 J G) 4.5 [B@ ) B |,
O «/—B(u VBX B(H)
4 g20-a) J’ G(U) B(X)
1/B(x ,/B(u B(b)
1 G(u) B(X) 2(1-a)
+ du |1+exp{——2 [ Bu) du+L [ du}— | }}(1+0(e2*)). (16)

JB(X) 1 I JB(u) I J B(b)

Tak xe, xak B [1], [2], Temepb MOXHO BBIIKCATH —a P
ACHMITOTHKY JJIsI MPOU3BOMHON W Jorapu(pMHUYECKoit P/ = B_\/Bz ~4£"7C +2£7°B <0
TIPOU3BOTHOT. 0 25%@ > (18)

Ecnu paccmarpuBath 3aauy P (b 8) -0

d’ T
L’[y]=é° i ¥+gaB(x) y+C(X)y 0, a7 Px ) \/82?—482(1_0@ L oga !
X, &) = — :

¥(@,2)=0, y(b,2) =5¢o, 1 &’ (49

TO TeNeph SIBJICHHE MMOTPAHHUYHOIO CJIOST HEOOXOIUMO P(a,e)=0.

paccMmaTpuBaTh B Touke X = b.B cBsi3u ¢ 3THM paccMoT-
puM BTOpOE pemieHne ypasaeHus (2) . Torna nmeem:

B-2P&>“ =—/B? — 46 C + 27 “B' <0.  (20)

Tornma numeem:

L[R, ] = g7
R,(b,g) =06 #=0;

( & —a dzR + —a dR 1 ’ 4
) L [Ryal = &° dxzzk L+ (B—2pP'” )—d;k +E(_B +&7"2P"0) Ry =0,

d’R dR
° + (-B+ 2|3'0e920‘)d—o+%(B'—52”‘2|3"0)R0 =0,
X

R, ..(a,e)=—-R, (a,),k=0,1L2,..;

Lo[Ry 1=0,
R, (b,&) =R, ,(b,e) k=12,..
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Acumnrornka Py, P —  kooduuments: mpu dep? B’
ot ‘ , Lo[Q?g]EBd—O"'—(Dg:O»
miagmmux wieHax omneparopos Ly u LT nmeer cie- o 2
JYIOIIUNA BUJ: Po (b ) =0;
, _ B—+/B? —4£29C 1+ 257 B’
Ry = e - Lolo1= (%) + (—) P =
__¢c ® +oq, (pf(b)_o,
Bes* 2B ¢1 B’
B 2C B’ = 0o, 2 =
Pl': — — +—+O(l) LO[ 0] + 2 Do 0,
e Bg” B )
Onpenensioniye oneparopsl, it QYHKITUH BXOI- Po (a) =% (a)’

mux B (11), paBHBI 10 MOIYITIO M UMEIOT pa3HbIE 3HAKH.
YpaBHeHUsl, ONMPEACISIONINE WICHBI JIBYX MEPBBIX MPH-

OIVKEHMIA:

ACHUMITOTHKA TOT1a UMEET BU/L;

y=y0e) =t | 0

x{a Sgb; 1—exp{- 2,J'B(u)du}exp{ 2[
2(1-a) G(U) _ -
R ori e
G(u) du

1+ exp{—gz%x.[ B(u) du}

1
+,/B(x)J-,/B(u

IMycrs & =1.
B stom cinyuae ypaBHeHHA (2),(3) TO3BOIISIOT BININ-
carh TOJIHOE aCUMIITOTHYECKOe pasiioxenue st P'ou

+00
A .81
-3 A
k=0
HOJIyYHM CIEIYIONIYI0 PEKYPPEHTHYIO CHCTEMY ypaB-
HeHHi 111 KodpuupenTo B, :

P’,. Honaras P’ 1 moxactarisist B (2),

B —BB,+C =0, ZBOBl—BBlJr%:O,
2B,B, — BB, + B* =0,

2B,B, — BB, +2B,B, =0,...
2B,B,, — BB,, +2B,B,, , +
+2B,, ,B, + B, %> =0,

2Bole<+1 - Bsz+1 + ZBlBZk +ee
+2B,B,,, =0, k=2,3,...

Pemenne mepBoro ypaBHEHHS CHCTEMBI, 3aJafOIIETO
PEKYPPEHTHYIO MOCIIeI0BATEIHHOCTD, BEIOMpAeTCs B 3a-
BHCUMOCTH OT paccMmaTpuBaeMoil 3amauu. Ilns 3amauum
(1) cnenyer cunTats:

(20)

B jB(u) du}exp{—g%j

Lolpi1=G,.
¢ (a) = -9/ (a).

{

B@ |,
B(x)

B

B(a)

_d}B()

B

B(a)
B(x)

a

?d}

1
g

a

exp{-=- IHL+o(*)).

B++/B*-4C

B, = > > 0, s 3agaun (16):
N 2 —
B, = B Bz 4c <0.

Hdnst P’y COOTBETCTBEHHO HMEEM:

7¥B-4C f( 2B, )& ™ ZDkg

Torma B mpepcTapieHuy (7) Ans pellcHMs 3aiaduu
(1) ¢ymxmmm R, =R (X, &),
ypaBHEHHSAM:

. _ d®R
LO[RO]=8 dX

Ry(a,g) =06 =0,

P

YAOBJIETBOPSIOLINE

dR, +£<9PI"RO =0,
dx 2

2+ &R

37
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) d?z R, .. st TOrO, 9TOOBI BHITUCHIBATH MPUOIIKEHUS, HE00-
pena] = &2 e
LRy ..1=¢ dx XOIMMO HaWTH BHJ OIpeAesstoero oneparopa. Mme
eM:
CdR,,.,, 1 . (21) d2 '
_ — 2kl — = R B
TR T e 0 LR = gt = @G+ st
R2k+1(b: 8) = _Rzk (b: 8)9 4R | |
k=012,.. ro(e2enny o Lo ey
. dx 2
{ LO[RZK] ] O’ ' 2(a-1)
+&* ———=+0(e"“))'R, =0.
R2k (a’ 8) = _RZkfl (ao ‘9)7 k= :L 29 e € 2\/@ (8 )) 0

o0
ik
MPEICTAaBUMBI B BUC Rk = Z E @ (X) . Cucrema pe-
k=0
KypPPEHTHBIX KpaeBbIX 3aja4, OJHO3HAYHO OMPEICIISIO-

k
umx Qynkuun @ (X), aGCOMOTHO aHAIOTMYHA COOT-

BETCTBYIOIINM CHCTEMaM 13 § 2 1 § 3 ¢ oIpeaessFomum
oreparopamMu

L, =—B?-4C %—%(\/BZ —4C) =-L,. Ta

KM 00pa3oM, penieHue kpaeBoi 3amaum (1) mpencra-
BHUMO B BUJIC:

y=y(x¢)= eXp{—PO}Z gl [z (¢i2k +¢i2k+l )
k=0

-exp{-R}) exp{-k(P, +_P2)}]-

Cnyuaii @ >1. Paccmorpum aiist 3anauu (1) (s
3amagu (16) MOCTpOoeHHWE ACHUMITOTHKHA AaHAJIOTHYHO).
Nmeem:

_ B++/B?—4£29C 1257 9B'
2%

[B+\/BZ— 4C
&

2a-2
Je2 @D B2 _4C + 2£%B'

a1 1=

N .
— 827 + | C | + O(gmln(l,a—l)).
2877 &

Jus P (X, &) nmeem, B cootsercranu ¢ (3),

Py

1

2—-a

+2e2—-aB']=
2¢

B 1
2e%°

[B+

, 1 4C ey
P =_827a \/Bz_gzaz +&" "B’ =
_2JCT e By

€ 2./c|

38

Takum 00pa3oM, oONpenesIOIUMA  ONlepaTOpaMu
JUIA 9JICHOB PETYISPHOM dYacTW IS 3afaddl CIYXKHT
rmapa oIrepaTopoB:

L[1=-2{C] %—(M): L[]

Tak xak & >1, TO ¢ TOYHOCTBIO JO SKCIIOHEHIIH-
aJIbHO MaJIbIX:

y = exp{—P, Hg® ()1 —exp{-P}) +
1 5% (00)"

1-exp{-B}) ——— [ 2=
+el@—exp{-R}) y(x)f )

1 (@) gipas O(exp{—%}).

20 ] Nz

b
Janee HETpyAHO BBINHCATH IEPBbIE MPUOIMIKESHUS
JUISL TIPOU3BOAHON ¥ JTOTapu(pMUIECKOH TIPON3BOTHOM.

du +
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	УДК 517.9
	О НЕЛОКАЛЬНОЙ АСИМПТОТИКЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ
	С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ
	В. А. Шалаумов
	Пусть  , классическое решение краевой задачи:
	(1)
	Учитывая экспоненциально малый характер поведения   при   и  , согласно преобразованиям, предложенным в [1], пусть  ,  – решения уравнений:
	,                   (2)
	.                     (3)
	.                (4)
	Решение (3), удовлетворяющее условию  имеет вид:
	(5)
	(6)
	функции   удовлетворяют следующим уравнениям и одному граничному условию:
	(7)
	(8)
	(9)
	А так как
	то коэффициенты переноса операторов   и   направлены на ненулевые граничные условия, следовательно,   – асимптотические ряды по некоторой асимптотической последовательности.
	Вид асимптотической последовательности, по которой можно разложить   в а.р., можно получить разлагая коэффициенты операторов   и   по некоторым степеням параметра  . Основная трудность при этом состоит в том , что вид этой асимптотической последовател...
	и их степеней.
	Учитывая то, что
	, то в (7) – (9) асимптотика коэффициентов определяется асимптотикой  . Асимптотику P1(x,ε) можно выписать, разлагая соотношение (5) по малому параметру, при этом получим следующую последовательность степеней  :
	(11)
	Но эта последовательность не является асимптотической при  . В связи с этим рассмотрим отдельно случаи 0< ,  и  .
	Пусть  . Последовательность (11) и в этом случае не образует  асимптотическую последовательность (следующий член не есть о-малое от предыдущего). Выписать общий вид асимптотической последовательности (а.п.) затруднительно, так как правильное расположе...
	Пусть 0<   .Тогда следующие члены последовательности (11)   образуют а.п.(все следующие члены в (11) будут о( ). Если   <    , то а.п. имеет вид:
	И вообще, если  <   то а.п. имеет вид:
	(остальные члены в (11) есть о( )).
	Реализуем построение асимптотического разложения решения при 0<   .
	С точностью до   из (4) – (6),  имеем:
	=
	=                        (12)
	=
	Полагая
	+ , подставляя его последовательно в (7),(8), (9) получим для (6) представление:
	(13)
	а для   следующие краевые задачи, однозначно их определяющие:
	(14)
	Учитывая то, что определяющие операторы связаны соотношением   так же, как и в [1], [2], получим, что:
	Подставляя в (11), получим первое и второе приближения, удовлетворяющее граничным условиям исходной задачи:
	(15)
	Используя асимптотические разложения для   имеем:
	.                       (16)
	Так же, как в [1], [2], теперь можно выписать асимптотику для производной и логарифмической производной.
	Если рассматривать задачу
	(17)
	то теперь явление пограничного слоя необходимо рассматривать в точке x = b.В связи с этим рассмотрим  второе решение уравнения (2) . Тогда имеем:
	(18)
	(19)
	(20)
	Тогда имеем:
	Асимптотика   – коэффициенты при младших членах операторов   и   имеет следующий вид:
	Определяющие операторы, для функций входящих в (11), равны по модулю и имеют разные знаки. Уравнения, определяющие члены двух первых приближений:
	Асимптотика тогда имеет вид:
	.
	Пусть
	В этом случае уравнения (2),(3) позволяют выписать полное асимптотическое разложение для  и  . Полагая   и подставляя в (2), получим следующую рекуррентную систему уравнений для коэффициентов  :
	(20)
	Решение первого уравнения системы, задающего рекуррентную последовательность, выбирается в зависимости от рассматриваемой задачи. Для задачи (1) следует считать:
	, для задачи (16):
	Для   соответственно имеем:
	Тогда в представлении (7) для решения задачи (1) функции  , удовлетворяющие уравнениям:
	(21)
	представимы в виде  . Система рекуррентных краевых задач, однозначно определяющих функции  , абсолютно аналогична соответствующим системам из § 2 и § 3 с определяющим операторами  . Таким образом, решение краевой задачи  (1) представимо в виде:
	Случай  . Рассмотрим для задачи (1) (для задачи (16) построение асимптотики аналогично). Имеем:
	Для   имеем, в соответствии с (3),
	Для того, чтобы выписывать приближения, необходимо найти вид определяющего оператора. Имеем:
	Таким образом, определяющими операторами для членов регулярной части для задачи служит пара операторов:
	=
	Так как  , то с точностью до экспоненциально малых:
	Далее нетрудно выписать первые приближения для производной и логарифмической производной.
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