
Вестник КемГУ № 4 2008 Математика 
 

 20 

УДК 514.76 
КОНТАКТНЫЕ РАСШИРЕНИЯ ЧЕТЫРЁХМЕРНЫХ  

ТОЧНЫХ СИМПЛЕКТИЧЕСКИХ ГРУПП ЛИ  
Я. В. Славолюбова 

 
 

В данной статье рассматриваются контакт-
ные алгебры Ли, построенные на основе точных 
симплектических алгебр Ли. Найдено семейство 
нормальных ассоциированных контактных метри-
ческих структур. Вычислены секционные кривизны, 
скалярные кривизны ассоциированных метрик и 
квадраты норм тензоров кривизны, Риччи и тензо-
ра кручения N(1). 

 
1. Предварительные сведения. Напомним, что 

дифференцируемое (2n+1)-мерное многообразие M 
класса C∞ называется контактным, если на нем задана 
дифференциальная 1-форма η, такая что η∧(dη)n ≠ 0 
всюду на M2n+1. Форма η  называется контактной 
формой. Контактная форма определяет на многообра-
зии M2n+1 распределение D = {X∈TM2n+1 | η(X) = 0} 
размерности 2n, которое называется контактным. 
Кроме того, контактное многообразие M2n+1 имеет 
всюду ненулевое векторное поле, обозначаемое ξ, ко-
торое определяется свойствами: η(ξ) = 1 и  
dη(ξ,X) = 0, для всех векторных полей X на M2n+1. 
Векторное поле ξ определяет 1-мерное распределе-
ние, дополнительное к D. Векторное поле ξ  называ-
ется полем Риба или характеристическим векторным 
полем контактной структуры. 

Если M2n+1 – контактное многообразие с контакт-
ной формой η, то контактной метрической структу-
рой называется четверка (η, ξ, φ, g), где ξ – поле Риба, 
g – риманова метрика и ϕ  – аффинор на M2n+1, для 
которой имеют место следующие свойства: 

1) ϕ2 = –I + η⊗ξ, 
2) dη(X,Y) = g(φX,Y), 
3) g(φX,φY) = g(X,Y) – η(X)η(Y), 

где I – тождественный эндоморфизм касательного 
расслоения. 

Риманова метрика g контактной метрической 
структуры называется ассоциированной. Из третьего 
свойства сразу следует, что ассоциированная метри-
ка для контактной структуры η полностью опреде-
ляется аффинором ϕ: 
g(X,Y) = dη(X, φY) + η(X)η(Y).               (1) 

Поэтому мы ассоциированные метрики будем 
задавать аффинором ϕ. Отметим также, что аффи-
нор ϕ  действует как почти комплексная структура 
на контактном распределении D. 

Контактная метрическая структура называется 
структурой Сасаки, если интегрируема почти ком-
плексная структура J, определенная формулой  
J(X, fd/dt) = (φX − fξ, η(X)d/dt), где X∈ M2n+1, t∈ R,  
 f – функция класса С∝ на M2n+1×R, J2 = –I. 

На контактном многообразии определены четы-
ре тензора  N(1), N(2), N(3), N(4) следующими выраже-
ниями [1]: 

N(1)(X,Y) = [φ,φ](X,Y) + 2dη(X,Y)ξ,   N(2)(X,Y) = 

= (LφX η)(Y) – (LφX η)(X), 

N(3)(X,Y) = (Lξϕ)X,  N(4)(X,Y) = (Lξη)(X). 
Как известно [1], тензор N(3) обращается в нуль, 

если и только если характеристическое векторное 
поле ξ является киллинговым относительно метри-
ки g. 

Пусть M2n+1 контактное метрическое многообра-
зие, такое что η – контактная форма и (η,ξ,φ,g) –
ассоциированная почти контактная метрическая 
структура. Если характеристическое векторное поле 
ξ  порождает группу изометрий, то есть ξ – вектор-
ное поле Киллинга относительно g, то такую кон-
тактную метрическую структуру называют  
K-контактной [1]. Контактная метрическая структу-
ра является K-контактной, если и только если Lξϕ  = 
= N(3) = 0 [1]. 

Если в качестве многообразия рассматривается 
группа Ли G, то естественно рассматривать левоин-
вариантные контактные структуры. В этом случае 
контактная форма η, векторное поле Риба ξ, аффи-
нор ϕ и ассоциированная метрика g задаются свои-
ми значениями в единице, т. е. на алгебре Ли L(G) 
группы Ли G. 

2. Методы контактизации. Существует не-
сколько методов построения контактной алгебры Ли 
из симплектической алгебры Ли. Напомним, что 
симплектической группой Ли (H, ωH) называется 
группа Ли H с заданной на ней замкнутой невырож-
денной левоинвариантной 2-формой ωH. Поскольку 
левоинвариантная симплектическая форма ωH  опре-
деляется своим значением в единице ω = ωH(e), то 
пара (L(H), ω) называется симплектической алгеб-
рой Ли. Напомним два классических метода “кон-
тактизации”. 

2.1. Центральное расширение. Этот метод дает 
только такие контактные группы Ли, которые имеют 
одномерный центр. Если имеется симплектическая 
алгебра Ли (L(H), ω), то можно построить централь-
ное расширение L(G) = L(H)×ωR при помощи невы-
рожденного 2-коцикла ω. Скобки Ли задаются сле-
дующим образом: 

[X, e0]L(G) = 0,  [X, Y]L(G) = [X, Y]L(H)  + ω(X, Y)e0 

для любых X, Y ∈ L(H) и e0 − базисный вектор из R, 
(мы будем иногда использовать обозначение) e0 ∈ 
Re0. В результате получается контактная алгебра Ли 
с центром  Z(L(G)) = Re0 и контактной формой  
η = −e0, где e0 – ковектор, обладающий свойствами 
e0(e0) = 1 и e0(L(H)) = 0.  

Когда пространство R рассматривается как  век-
торное пространство с базисным (единичным) век-
тором e0, мы будем использовать обозначение Re0.    

2.2. Контактизация на основе точных сим-
плектических групп Ли. Можно также построить 



Вестник КемГУ № 4 2008 Математика 
 

 21 

контактные группы Ли из точных симплектических 
групп Ли. Напомним, что симплектическая алгебра 
Ли (L(H), ω) называется точной симплектической, 
если форма ω является дифференциалом dα = ω  ле-
воинвариантной формы α. Если имеется точная 
симплектическая алгебра (L(H), dα), то на прямом 
произведении L(G) = L(H)×Re0 в качестве контакт-
ной формы берется 1-форма  

η = se0 +α,  
где s≠0 − некоторое вещественное число. Поле Риба 
ξ имеет вид ξ = (1/s)e0. 

Теорема 1. Если симплектическая алгебра Ли 
(L(H), ω) является точной симплектической, ω =dα, 
то контактные расширения (L(H)×ωR, η = −e0) и 
(L(H)×R, η = se0 +α) являются изоморфными при 
любом значении параметра s ≠ 0.  

Доказательство. Выберем базис (e1,…, e2n)  в ал-
гебре Ли L(H), в котором симплектическая форма ω 
имеет вид: 

nn eeee 21221 ∧++∧= −ω , 1e−=α , 
где  ei – ковекторы, дуальные к ei. Отметим, что из 
уравнений Маурера-Картана ∑<

∧−=
ji

jik
ij

k eecde  

и из условия ω =dα следует, что  
njic ijij 2,,1,,1 == ω , где k

ijc  – структурные кон-
станты алгебры Ли L(H). 

Тогда в базисе (e0, e1,…, e2n)  алгебры Ли 
L(H)×ωR скобки Ли имеют вид: 

nkjicCCC k
ij

k
ijijij

k
i 2,,1,,,,,0 0
0 ==== ω .    

Рассмотрим теперь алгебру Ли (L(H)×R, η =  
= se0 − e1) и выберем в ней базис (E0,E1, ..., E2n) сле-
дующим образом:  

E0 = −(1/s)e0,  E1 =  (1/s)e0 +e1,  E2 = e2, …, E2n = e2n . 
Тогда очевидно,  что в этом базисе ковектор E0, 

дуальный к E0, будет таким: E0 = −se0 + e1. Это озна-
чает, что η = −E0. Найдем скобки Ли k

ijC  в данном 

базисе. Очевидно,  что nkiC k
i 2,,1,,00 == . Для 

остальных скобок Ли имеем: 
1
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Поэтому, nkjicC k
ij

k
ij 2,,1,,, ==  и  

njicC ijijij 2,,1,,10 === ω . В выбранном базисе 

Ei алгебры Ли L(H)×R скобки Ли совпали со скоб-
ками Ли в базисе ei алгебры Ли L(H)×ωR, поэтому 
данные алгебры изоморфны. Кроме того, контактная 
структура в каждом случае задается одним и тем же 
вектором базиса, η = −e0 и η = −E0.  

Теорема доказана.  
Отметим, что при контактном расширении 

(L(H)×Re0, η = se0+α) числовой коэффициент s мож-
но считать равным единице s = 1. Если это не так, то 
в качестве базисного вектора e0∈ R можно взять 
вектор (1/s)e0. Поэтому в дальнейшем будем счи-
тать, что s = 1 и  η = e0+α.  

Пусть (H,ω) – симплектическая группа Ли. Рас-
смотрим прямое произведении H×R. Пусть π:H×R 
→ H – естественная проекция.  

Лемма. Левоинвариантная почти келерова 
структура (L(H), ω = dα, JH, gH) на точной сим-
плектической группе  Ли (H, ω = dα) однозначно оп-
ределяет левоинвариантную K-контактную метри-
ческую структуру (η, ξ, φ, g) на контактном рас-
ширении (L(H)×Re0, η = e0+α). 

Доказательство. Пусть на точной симплектиче-
ской группе Ли (H,ω) задана левоинвариантная поч-
ти комплексная структура JH, обладающая свойст-
вами: ω(JHX,JHY) = ω(X,Y) и gH(X,Y) = ω(X,JHY), для 
X,Y∈L(H). Рассмотрим контактное расширение 
(L(H)×Re0, η = e0+α). Очевидно, что поле Риба есть 
параллельное вдоль R векторное поле e0. Естествен-
но возникает левоинвариантный аффинор ϕ, обла-
дающий свойствами: ϕ(ξ) = 0, контактное распреде-
ление D инвариантно относительно ϕ  и 

))(())(( VdJVd H πϕπ =  для V∈ L(H) ×Re0. Опреде-
лим левоинвариантную риманову метрику g на 
H×R, полагая, что g(e0)=1, D⊥e0 и  

))(),((),( VdUdgVUg H ππ=  для U,V∈ D. Эта мет-
рика очевидно сохраняется при сдвигах вдоль вто-
рой компоненты R прямого произведения H×R. То-
гда, учитывая, что IJ H −=2  и ω = dη, легко видеть, 
что выполнены все свойства для контактной метри-
ческой структуры: ϕ2 = –I + η⊗ξ,  dη(X,Y) = g(φX,Y) 
и g(φX,φY) = g(X,Y) – η(X)η(Y). Из инвариантности 
метрического тензора g относительно сдвигов вдоль 
поля Риба e0, т. е. вдоль R, следует K-контактность 
(η, ξ, φ, g) на контактном расширении (L(H)×Re0,  
η = e0+α). 

Теорема 2. Точная симплектическая алгебра Ли 
(L(H), ω =dα) обладает левоинвариантной келеровой 
структурой (L(H), ω =dα, JH, gH) тогда и только то-
гда, когда контактное расширение (L(H)×Re0,  
η = e0+α) обладает левоинвариантной K-контактной 
структурой Сасаки (η, ξ = e0, φ, g).  

Доказательство. Из леммы следует, что лево-
инвариантная почти келерова структура (L(H),  
ω = dα, JH, gH) на точной симплектической группе 
Ли (H, ω = dα) однозначно определяет левоинвари-
антную K-контактную метрическую структуру (η, ξ, 
φ, g). Она будет структурой Сасаки, если интегри-
руема левоинвариантная почти комплексная струк-
тура J на группе H×R×R определенная на ее алгебре 
Ли L(H)×Re0×Re формулой J(X, ae) = (φX − ae0, 
η(X)e), где X∈ L(H)×Re0 и e − базисный вектор из R. 
При этом, если V∈D, J(V) =J(V, 0) = (φV, η(V)e) = 
=(φV,0) = φV . Пространство Re0×Re также инвари-
антно относительно J и на нем J определяет стан-
дартную комплексную структуру, R×R = C, J(e) =  
= J(0, e) = (−e0, 0) = −(e0, J(e0)) = J(e0,0) = (0, e) = e.  

Выберем базис (e1,…, e2n)  в алгебре Ли L(H), в 
котором потенциал α симплектической формы ω 
является ковектором, дуальным к e1, α = e1. Отме-
тим, что из уравнений Маурера-Картана 
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∑<
∧−=

ji
jik

ij
k eecde  и из условия ω =dα следует, 

что njic ijij 2,,1,,1 == ω , где k
ijc  – структурные 

константы алгебры Ли L(H). Рассмотрим теперь 
контактную алгебру Ли (L(H)×R, η = e0 − e1) и выбе-
рем в ней базис (E0,E1, ..., E2n) так, чтобы векторы 
(E1, ..., E2n) образовывали бы базис контактного рас-
пределения и соответствовали бы базису (e1,…, e2n) 
при проекции π:H×R → H, а вектор E0 совпадал бы с 
полем Риба: 

E0 = −e0,  E1 =  e0+e1,  E2 = e2, …, E2n = e2n . 
Тогда очевидно,  что в этом базисе ковектор E0, 

дуальный к E0, будет таким: E0 = −e0 + e1. Это озна-
чает, что η = −E0. Найдем скобки Ли k

ijC  в данном 

базисе. Очевидно, что nkiC k
i 2,,1,,00 == . Для 

остальных скобок Ли имеем: 
1

0 1

2 2
2 2

[ , ] [ , ] ( )

, , , 1, , 2 .

k k
ij k i j i j ij k ij

n
ij ij n

C E E E e e c e c E E

c E c E i j k n

= = = = + +

+ + + = ��
 

Поэтому,  
nkjiCCcC k

i
k

j
k
ij

k
ij 2,,1,,,0, 00 ====  и  

njicC ijijij 2,,1,,10 === ω .  

Рассмотрим группу H×R×R. Базисный вектор 
дополнительного пространства R обозначим e−1. 
Структурные константы алгебры Ли L(H)×Re0×Re−1 
являются нулевыми, когда хотя бы один из индексов 
есть −1 и совпадают с k

ijC  в остальных случаях. 
Предположим, что почти комплексная структура 

JH на группе H интегрируема, т. е. ее тензор Нейен-
хейса N(X,Y) = 2([JX,JY]−[X,Y]−J[X,JY]− J[JX,Y]) ра-
вен нулю. Покажем интегрируемость левоинвари-
антной почти комплексной структуры J на группе 
H×R×R, определенной на ее алгебре Ли 
L(H)×Re0×Re−1 формулой J(X, ae−1) = (φX − ae0, 
 η(X) e−1), где X∈ L(H)×Re0. Вычислим тензор Ней-
енхейса для J на всех возможных векторах из 
L(H)×Re0×Re−1. Будем использовать то, что кон-
тактное подпространство D и пространство 
Re0×Re−1 инвариантны относительно J и то, что век-
торы из Re0×Re−1 коммутируют с векторами из D. 
Тогда имеем:   

N(e0, e−1) = 2([Je0,Je−1]−[e0,e−1]− 

– J[e0,Je−1]− J[Je0,e−1]) = 0, 
N(e0, V) = 2([Je0,JV]−[e0,V]− 

– J[e0,JV]− J[Je0,V]) = 0,       V∈D, 
N(e−1, V) = 2([Je−1,JV]−[e−1,V]− 

– J[e−1,JV]− J[Je−1,V]) = 0,     V∈D. 
Покажем, что 

N(U, V) = 2([JU,JV]−[U,V]−J[U,JV]− J[JU,V]) = 0 для 
любых U,V∈D, т. е. покажем, что равны нулю ком-
поненты тензора Нейенхейса, 0=k

ijN . Поскольку  

U,V∈D, то можно считать, что i,j = 1,2, …, 2n. В ба-
зисе (E1, ..., E2n) контактного распределения D ком-
поненты оператора J совпадают с компонентами 
почти комплексной структуры JH на L(H), кроме то-
го, совпадают и структурные константы, поэтому  

nkjiN k
ij 2,...,1,,,0 == . Легко также видеть, что рав-

на нулю и компонента тензора Нейенхейса в на-
правлении Re−1, njiNij 2,...,1,,01 ==− . Осталось по-

казать, что 00 =ijN . Для левоинвариантной почти 
комплексной структуры тензор Нейенхейса легко 
выражается через структурные константы: 

)(2 m
lj

l
i

k
m

m
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l
j

k
m

k
ij

k
lm

m
j

l
i

k
ij CJJCJJCCJJN −−−= . 

Тогда получаем:  
0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1
1 1

0 0

/ 2

0 .

l m l m l m
ij i j lm ij m j il m i lj

l m l l
i j lm ij j il i lj

l m l m
i j lm ij i j lm ij

N J J C C J J C J J C

J J C C J J C J J C

J J C C J J ω ω

− −
− −

= − − − =

= − − − =

= − = − =

 

Последнее равенство следует из того, что 
ω(JHX,JHY) = ω(X,Y).  

Обратное утверждение очевидно, если тензор 
Нейенхейса для почти комплексной структуры J ра-
вен нулю, то и для  почти комплексной структуры JH  
на группе Ли H он также равен нулю, поскольку его 
компоненты совпадают с компонентами J в базисе 
(E1, ..., E2n) контактного распределения D. Теорема 
доказана. 

В работах [6], [7] получен список четырехмер-
ных разрешимых точных симплектических алгебр 
Ли. 

 
Таблица 1 

Четырехмерные разрешимые точные симплектические алгебры Ли 
 

Случай Скобки Ли Потенциал 
A1

2 [e1, e2]=e2, [e3, e4]=e4 α =−e2−e4 
Aff(C) [e1, e3]=e3, [e1, e4]=e4, [e1, e3]=e3, [e1, e4]=e4 α =−e3 

L4,1 [e1, e2]=e3, [e4, e3]=e3, [e4, e1]=e1 α =−e3−e1 
L 4,λ, λ≠1 [e1, e2]=e3, [e4, e3]=e3, [e4, e1]=λe1, [e4, e2]=(1-λ)e1 α =−e3 
L 4,δ, δ≠0 [e1, e2]=e3, [e4, e1]= δ/2e1−e2, [e4, e3]= δe3, [e4, e2]=e1+δ/2e1 α =−e3 

h4 [e1, e2]=e3, [e4, e3]= e3, [e4, e1]=1/2e1, [e4, e2]=e1+1/2e2 α =−e3 
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3. Контактные расширения алгебры Ли A1
2 = 

= Aff(R)×Aff(R). Рассмотрим контактные структуры 
на двух алгебрах Ли, которые получаются из алгеб-
ры Ли A1

2 = Aff(R)×Aff(R) двумя методами контакти-
зации. Хотя в результате контактизации получаются 
изоморфные контактные алгебры Ли, имеет смысл 
рассмотреть оба метода контактизации. Алгебра Ли 
A1

2 = Aff(R)×Aff(R) является разрешимой, но не 
нильпотентной. Первый производный идеал двуме-
рен, центр − нулевой. Напомним, что алгебра Ли 
Aff(R) группы аффинных преобразований прямой R 

представлена матрицами вида: 
0 0
a b 
 
 

, a, b∈ R. 

Выберем базис из следующих матриц: 









=

00
01

1e , 







=

00
10

2e . 

Тогда имеется единственное коммутационное 
соотношение [e1, e2] = e2. Данная алгебра Ли являет-
ся симплектической и ω 1= e1∧e2 = −de2 = dα1. По-
этому алгебра Ли Aff(R) является точной симплек-
тической. Для прямого произведения A1

2 =  
= Aff(R)×Aff(R) имеем соответствующий базис e1, e2, 
e3, e4 и коммутационные соотношения [e1, e2] = e2 и 
[e3, e4] = e4. Симплектическая форма имеет вид:  

ω = e1∧e2 + e3∧e4,   ω = dα,   α = −e2−e4. 
3.1. Центральное расширение. Построим цен-

тральное расширение A1
2×ωRe5 при помощи сим-

плектической формы ω. Ненулевые скобки Ли на 
алгебре Ли A1

2×ωRe5 определяются формулами: 
[e1, e2] = e2+e5 и [e3, e4] = e4+ e5. 

Алгебра Ли A1
2×ωRe5 имеет одномерный центр 

Re5. В качестве контактной формы выберем  
1-форму η = −e5. Легко видеть, что dη= e1∧e2+ e3∧e4. 
Поле Риба ξ имеет вид ξ = −e5. Тогда левоинвари-
антное контактное распределение D  определяется 
подпространством A1

2 в A1
2×ωRe5. Выберем базис 

E1,..., E5 контактной алгебры Ли L(A1
2)×ωRe5: E1 = e1, 

E2 = e2, E3 = e3, E4 = e4, E5 = −e5. Скобки Ли в новом 
базисе. 
[E1, E2] = [e1, e2] = e2+e5 = E2 − E5,   
[E3, E4] = [e3, e4] = e4+e5 = E4 − E5. 

Контактная форма в новом базисе определяется 
1-формой η = E5. Ее внешний дифференциал  
dη = E1∧E2 + E3∧E4. 

3.2. Расширение алгебры Ли A1
2 как точной 

симплектической. Рассмотрим прямое произведе-
ние A1

2× Re5 с контактной формой: 
η = −e2−e4+se5, 

где s≠0 − некоторое вещественное число. Легко ви-
деть, что dηs= e1∧e2+ e3∧e4. Поле Риба ξ имеет вид  
ξ = (1/s)e5. Контактное распределение D  − это лево-
инвариантное распределение, заданное следующим 
подпространством в алгебре Ли. Если (x1, ..., x5) − 
координаты на L(G), соответствующие выбранному 
базису ei, то D ⊂ L(G) задается уравнением: 

−x2−x4+sx5 = 0. 
Выберем базис E1,..., E4, E5 алгебры Ли A1

2× Re5 
так, что E5 = ξ = (1/s)e5 и векторы E1,..., E4 образуют 
базис контактного подпространства D и выбраны 

следующим образом: E1= e1, E3= e3, E2 = e2+(1/s)e5,  
E4 = e4+(1/s)e5. Найдем структурные константы в но-
вом базисе. 

[E1, E2] = [e1, e2+(1/s)e5] = e2 = E2−E5,    
[E3, E4] = [e3, e4+(1/s)e5] = e4 = E4−E5. 

Выпишем ненулевые структурные константы: 
.1,1,1,1 5

34
4
34

5
12

2
12 −==−== СССС  

Контактная форма в новом базисе определяется 
1-формой η =  E5. Ее внешний дифференциал имеет 
вид: dη =  dE5 = E1∧ E2+E 3∧ E4. 

Как известно, ассоциированная метрика g кон-
тактной метрической структуры (η, ξ, ϕ, g) при фик-
сированных η и ξ определяется аффинором ϕ по 
следующей формуле: g(X,Y) = dη(X,ϕY)+η(X)η(Y). 
Запишем аффинор ϕ  в общем виде в базисе E1,..., 
E5. Учитывая, что ϕ  обладает свойством dη(ϕX,ϕY) 
= =dη(X,Y), для  X,Y∈D, легко видеть, что  























−−
−

−
=

00000
0
0
0
0

33431341

34331424

24411121

14131211

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

ϕ . 

 
Теорема 3. Контактная метрическая структу-

ра (η, ξ, ϕ, g) на группе A1
2×Re5 является K-

контактной при всех значениях параметров. Она 
является контактной метрической структурой 
Сасаки при следующем аффиноре: 



























−
+

−
+

=

00000

0100

000

0001
000

33
34

2
33

3433

11
12

2
11

1211

ϕ
ϕ

ϕ
ϕϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕϕ

ϕ . 

Тогда соответствующая метрика g контакт-
ной метрической структуры (η, ξ, ϕ, g) имеет сле-
дующую матрицу: 



























−−

−
+

−

−−

−
+

−

=

10000
000

0100

000

0001

3433

33
34

2
33

1211

11
12

2
11

ϕϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕϕ

ϕ
ϕ

ϕ

g . 

Квадраты норм тензоров Римана и Риччи  име-
ют  выражения: 

2/174466 2
12

2
343412

2 +++−−= ϕϕϕϕRiem , 

22222 1234
2
12

2
34

2 +−−+= ϕϕϕϕRiс . Секционные 
кривизны Ki,j в направлении координатных площадок 
векторов базиса принимают следующие значения: 
K12 =ϕ12−3/4, K13=0, K14=0, K23=0, K24=0, K34=ϕ34−3/4, 
K12=ϕ12−3/4, K15=1/4, K25=1/4, K35=1/4, K45=1/4. Ска-
лярная кривизна выражается формулой: 
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)1(2 3412 −+= ϕϕS . Метрика Сасаки является эйн-
штейновой псевдоримановой при ϕ11 = ϕ33 = 0 и  
ϕ12 = ϕ34 = 3/2. 

Доказательство вытекает из Леммы и теоремы 
2 с использованием прямых вычислений при помо-
щи системы Maple.  

Замечание. В классификационном списке рабо-
ты [2] приведена пятимерная контактная алгебра Ли, 
являющаяся полупрямым произведением  A1

2×ρ Re5 
(18-я алгебра Ли классификационного списка), за-
данная в базисе e1, e2, e3, e4, e5  коммутационными 
соотношениями: 
[e1, e2] = e2, [e3, e4] = e4, [e1, e5] = pe5, [e3, e5] = qe5. 

Легко видеть, что данная алгебра Ли изоморфна 
рассмотренной выше алгебре Ли A1

2× Re5, когда па-
раметры p и q равны либо нулю, либо единице. Дей-
ствительно, если E1 = e1, E2 = e2+pe5, E3 = e3,  
E4 = e4+pe5, E5 = e5,  то скобки Ли в новом базисе бу-
дут следующие: [E1, E2] = e2+p2e5 = E2,    [E3, E4] =  
= e4+p2e5 = E4. Этот случай, когда параметры p и q 
равны либо нулю, либо единице является общим. 
Это следует из результатов работы [5]. Действи-
тельно, если p ≠ 0, то алгебра Ли e1, e2, e5 с коммута-
ционными соотношениями [e1, e2] = e2, [e1, e5] = pe5 
обладает тем свойством, что для любых ее элемен-
тов x,y выполняется свойство [x,y] = l(x)y – l(y)x, где 

l(x) – линейная форма на алгебре Ли. В нашем слу-
чае l(e1) = 1, l(e2) = 0, l(e5) = 0. Поэтому p = 1. 

Аналогичным образом могут быть построены 
контактные алгебры Ли из остальных 4-мерных ал-
гебр Ли таблицы 1.  
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