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КАНОНИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ПЛОСКИХ В-СПЛАЙНОВЫХ КРИВЫХ 

Е. В. Прокопенко 
 

 
В работе рассматриваются плоские кривые, за-

данные параметрическими уравнениями 3-й степе-
ни, называемые кубически параметризованными 
кривыми. Рассматривается вопрос о возможности 
приведения параметрических уравнений такой кри-
вой к некоторому стандартному виду, используя 
классификацию кубических форм, данную Соколо-
вым в [1]. 

В пространственном случае естественно кривые 
задавать параметрически. Это задание имеет ряд 
преимуществ. Поскольку объекты, которые нам 
приходится изучать, имеют, как правило, сложную 
форму, не допускающую описания при помощи 
простых аналитических функций, мы вынуждены 
определять кривые по частям. Непрерывность и 
гладкость кривых в местах соединения отдельных 
частей обеспечивается выбором параметризации по 
обеим сторонам сочленения. Удобно задавать кри-
вые полиномами от некоторого количества пара-
метров. При помощи полинома высокой степени 
можно описывать сложные кривые, но такие поли-
номы требуют большого числа коэффициентов, фи-
зический смысл которых трудно понять. Кубиче-
ские уравнения оказались удачным компромиссом 
для многих приложений, и большинство методов 
проектирования и прогонки основано на использо-
вании параметризации с помощью кубических 
функций. 

 
1. Введение. В работах [5] – [7] рассматрива-

лись пространственные кривые )}(),(),({ tztytx=Γ , 
заданные параметрически уравнениями 3-й степени. 
Эти кривые названы кубически параметризованны-
ми кривыми. Перейдем к рассмотрению плоских 
кубически параметризованных кривых. Не умаляя 
общности, можно считать, что эти кривые находятся 
в плоскости 0)( =tz , т. е. их параметрические урав-
нения имеют вид (1), где [ ]1,0∈t : 
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Такой вид имеют, например, плоские кубиче-
ские сплайновые кривые, в частности, кривые Безье 
и В-сплайновые. 

Элементарная кубическая В-сплайновая кривая 
определяется векторным уравнением: 
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Элементарная кубическая кривая Безье опреде-
ляется векторным уравнением: 

3
3

2
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1
2

0
3 )1(3)1(3)1()( PPPP tttttttR +−+−+−= ,    (3) 

здесь },,,{ 3210 PPPPP =  – массив из четырех точек, 
порождающий сплайновую кривую, t - параметр, 
меняющийся в интервале [ ]1,0∈t . В общем случае 
точки массива {P} образуют четырёхугольник, ко-
торый не обязательно является выпуклым. 

Известно, что элементарная В-сплайновая кри-
вая, определяемая массивом {P}, может рассматри-
ваться как кривая Безье относительно массива 
S={S0,S1,S2,S3}, причем матрицы массивов связаны 
соотношением: 
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В дальнейшем будем рассматривать только В-

сплайновые кривые.
 

В данной работе изучается следующий вопрос: 
можно ли привести параметрические уравнения 
кривой (1), к некоторому стандартному виду, ис-
пользуя классификацию кубических форм, разрабо-
танную Соколовым [1]? 

В работе [5] уже рассматривался вопрос о клас-
сификации двойничных кубических форм. Рас-
сматриваем двойничную трилинейную форму: 

3
222

2
122

2
112

3
111 33),( vAuvAvuAuAvuF +++= .            (6) 

Считая u и v однородными координатами на 
проективной прямой, получаем, что уравнение  
F = 0 определяет на этой прямой тройку точек. 

Классификация двойничных кубических форм 
была предложена Соколовым [1] на основе теории 
пространственных матриц, см. таблицу 1. 
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Таблица 1 
Классификация канонических форм 

 

Канонические 
формы Классы 

Арифметические 
характеристики ∆  

Пространственные  
матрицы 

r  ar  br  Aij Bijk 

13
1 += tF  

Несобственные формы, разлагающиеся 
в произведение трех линейных форм, из 
которых одна вещественная, а две – 
мнимые сопряженные. 

2 2 2 <0 
0
1

1
0

 
10

00
0
0

0
1

−
 

2
2 tF =  

Разлагающиеся в произведение линей-
ной формы и квадрата такой же формы, 
линейно не зависимой от первой. 

2 1 1 0 
0
0

0
2−

 
00
00

0
0

0
2

 

3
3 tF =  Представляющие куб линейной формы. 1 0 0 0 0 0 

13 2
1 −=′ tF  

Несобственные формы, разлагающиеся 
в произведение трех вещественных ли-
нейных форм. 

2 2 2 >0 
2

0
0

2
−

−
 

02
20

2
0

0
2

−
−

−
 

0=F  Тождественно равные нулю. 0 0 0 0 - - 
 
 

Существует соответствие между кубическими 
формами (6) и кубическими многочленами: 

222122
2

112
3

111 33)( AtAtAtAtf +++= .                (7) 
Каждой форме F соответствует многочлен f(t), 

где:
v
ut = . Каждому многочлену f(t) соответствует 

форма: )()( 3

v
ufvtF = . При этом из рассмотрения ис-

ключается случай v = 0, что соответствует ∞=t . 
Однако это не влияет на общность наших рассужде-
ний, т. к. нас интересует случай, когда параметр t 
пробегает единичный отрезок. 

Поэтому при рассмотрении многочленов (9) бу-
дем под инвариантами ∆ , r , Ar , Br , H, Q этого 
многочлена подразумевать инварианты и ковариан-
ты соответствующей формы F(u, v), ассоциирован-
ной с многочленом. 

В работе [5] введено понятие канонической мо-
дели кубически параметризованной кривой. По ана-
логии с этим введем следующие определения. 

 
2. Канонические модели. Пусть в плоскости 

0)( =tz  задана кривая, параметрические уравнения 
которой имеют вид: 

3 2
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Для каждого из многочленов x(t), y(t) можно 
найти его инварианты и, следовательно, определить 
канонический вид, к которому его можно привести. 

 
Определение 1: Кривую Г’, уравнения которой 

имеют вид: 
3 2

0 1 2 3
3 2
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( ) 3 3 ,

( ) 3 3 ,

x t t t t

y t t t t

α α α α

β β β β

′ ′ ′ ′ ′ = + + +


′ ′ ′ ′ ′= + + +
  (9) 

где каждая из форм x’(t), y’(t) – имеет канониче-
ский вид )1,3,2,1(, ′=iFi  соответственно назовем 
канонической моделью кривой Г типа jiji ≠},,{ . 

Замечание 1. Каноническая модель кривой ме-
няется с изменением направления обхода точек ис-
ходного массива. 

Замечание 2. В [5] показано, что каноническая 
модель любой пространственной кубической пара-
метрической кривой будет лежать в одной из 6 
плоскостей. Если же кривая является плоской, то 
её каноническая модель будет лежать в той же 
самой плоскости. 

Каждой модели соответствует массив, назы-
ваемый каноническим. При этом, если в простран-
ственном случае [5] канонический массив является 
плоским, то для плоских В-сплайновых кривых 
точки канонического массива образуют треуголь-
ник или даже лежат на прямой. 

В соответствии с результатами Н. Соколова [1] и 
данного определения возможны следующие комби-
нации канонических видов форм x(t), y(t) (табл. 2). 

В таблице указаны возможные канонические 
модели, вид канонического массива, уравнения 
прямых, проходящих через точки канонического 
массива, а также кривизна канонической модели. 

 
Результаты анализа таблицы 
Из таблицы видно, что для кривых типов (1,2), 

(1,1’), (2,1), (2,3),(3,2) (3,1’), (1’,1), (1’,3) канониче-
ский массив образует треугольник. Для типов кри-
вых (1,3), (2,1’), (3,1) , (1’,2), (1,1), (2,2), (3,3), (1’,1’) 
массив лежит на прямой. Кривизна кривой прини-
мает всего 3 значения, 2 из которых различны толь-

ко по знаку: 2/324

2

)49(
6

tt
tK
+

±= , третье – 0. 

 
Рассмотрим графики канонических моделей. 
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Рис. 1. Каноническая модель типа (1, 2) 

 

 
 

Рис. 2. Канонические модели 
 

На рисунке 2 изображены все типы канониче-
ских моделей. 

На рисунке 3 показаны канонические массивы и 
формы образованных ими возможных канонических 
моделей типа jiji ≠),,( . 

 

 
 

Рис. 3. Канонические массивы 
 

Пример. Рассмотрим случай кривой типа (1,2). 
Массив соответствующей канонической модели яв-
ляется треугольником. В качестве примера возьмем 

массив {P} и соответствующую В-сплайновую кри-
вую: 





=

−−+=
⇒







 −
−
−

=
2

23
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4754)(

3/44
3/73

3/8
3/23

3/4
3/17

3/8
3/19

tty
ttttx

P    (10) 

Уравнения касательных к нашей кривой в на-
чальной и конечной точке (соответственно) имеют 
вид:  

0 8 /15( 2) 4yи y x соответственно= = + + −        (11) 
Для инвариантов форм x(t), y(t) получаем: 

0,1,2,0
2,2,2,7.128

====∆
===−=∆

BAy

BAx

rrr
rrr

            (12) 

Следовательно, кривая относится к типу: )2,1(  
параметрические уравнения канонической модели 
имеют вид: )3,1(),( 23

21 ttFF += . Соответствующий 
канонический массив определяется по таблице 2. 

Уравнения касательных к канонической модели 
в начальной и конечной точке имеют вид: 

2( 2) 1yи y x соответственно= ∞ = − + −        (13) 
Уравнения прямых, образованные канониче-

ским массивом, определяем по таблице 2. 
 

 

 
Рис. 4. Кривая, каноническая модель,  

касательные 
 

На рисунке 5 изображено: порождающая лома-
ная – 3210 PPPP , a - В-сплайновая кривая, b - канони-
ческая ломаная, с - каноническая кривая, d - каса-
тельные к кривой, e - касательные к канонической 
модели. 

Изменим порядок обхода точек порождающего 
массива {P} и исследуем тип кривой. Поменяем 
местами точки P0 и P1 

),,,(1 3201 PPPPP =

в порождающем массиве и 
находим канонический тип соответствующей В-
сплайновой кривой. Новый массив имеет вид: 

. Для этого массива каноническая 

модель В-сплайновой кривой имеет тип: ),( 11 FF ′ . 
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Рис. 5. Вид кривой и массивов при изменении 

 порядка обхода точек в одной точке 
 

Меняем местами три точки, массив имеет вид: ),,,(2 2031 PPPPP = . Каноническая модель соответствую-

щей кривой: ),( 11
′′ FF . 

Таблица 2  
Возможные канонические модели, соответствующие массивы, кривые, кривизна модели 

 
 Модель типа, уравнение модели, 

канонический массив 
Прямые Вид 

массива 
Кривизна 

1 








−

=+=
3/11

7
3/2

1
3/1

1
3/2

1
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2
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6
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2 








=+=

6
7

0
1

0
1

0
1

),1(},{ 33
31 ttFF  

1−= xy  Прямая   
0 
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







−−−

=−+=′
3/8

7
3/1

1
3/4

1
3/1

1
)13,1(},{ 23
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1
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=
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x
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2
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6
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





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7
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1
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1
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1
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=
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2
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6
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+

=  

5 







 −
==

6
3/11

0
3/2

0
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0
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0
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6
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6 




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


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−
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0 
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






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7
6

1
0

1
0

1
0
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13 ttFF  
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
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




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0
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0
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Продолжение таблицы 2 
9 
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Рис. 6. Вид кривой и массивов при изменении 

 порядка обхода точек в трёх точках 
 
Следовательно, при изменении обхода точек 

канонический тип кривой изменяется. 
 
3. Расположение исходного массива относи-

тельно канонического 
Канонический массив кривой образует либо 

треугольник, либо отрезок кривой, которые разби-
вают нашу плоскость на несколько частей. Рассмот-
рим варианты расположения вершин исходного 
массива относительно полученных прямых. 

Возможны следующие случаи:  
a) Канонический массив образует отрезок 

прямой: 
a.1 – все четыре точки исходного массива лежат 

в одной полуплоскости; 
a.2 – три точки исходного массива в одной по-

луплоскости, одна во второй; 
a.3 – две точки исходного массива в одной по-

луплоскости, две во второй. 
b) Канонический массив образует треугольник: 
b.1 – все четыре точки исходного массива лежат 

в одном секторе; 
b.2 – три точки исходного массива в одном сек-

торе, одна в другом; 
b.3 – две точки исходного массива в одном сек-

торе, две в других секторах; 
b.4 – все точки исходного массива в разных сек-

торах и т. д. 

 
Рассмотрим несколько примеров массивов, 

для которых реализуются перечисленные случаи. 
 
Случай a. Массив образует отрезок 
Возможны следующие варианты: 
Случай a.1. Все четыре точки исходного мас-

сива лежат в одной полуплоскости.  
Рассматриваем порождающий массив 

},,,{ 3210 PPPPP = , находим В-сплайновую кривую 
Г, порожденную массивом, каноническую модель 
Г‘ и канонический массив kP : 

2 3

2 3

1

1

1 1 5 7
8 1 4 1

( ) 4 / 3 3 2 / 3
'

( ) 4 / 3 6 1 4 / 3

( ) ( )

( ) ( )

1/ 3 4 / 3 1/ 3 8 / 3
.

1/ 3 4 / 3 1/ 3 8 / 3

PГ

x t t t t
Г

y t t t t

x t F t
S

y t F t

− 
= ⇒ = − − − 
 = + + −= ⇒ =

= − + − −
′ ′ == ⇒ = ′′ =

− − − 
=  − − − 

   (14) 

 
 

 
Рис. 7. 
 

Случай a.2. Три точки исходного массива ле-
жат в одной полуплоскости, одна в другой. Рас-
сматриваем массивы, находим кривую, канониче-
скую модель и массив: 
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2 3

2 3

1

1

0, 5 2 6 5
1 3 4 1

( ) 0, 25 2.75 5.25 3.25
'

( ) 5 / 2 5 / 2 3 / 2 1/ 2

( ) ( )

( ) ( )

1/ 3 4 / 3 1/ 3 8 / 3
.

1/ 3 4 / 3 1/ 3 8 / 3

PГ

x t t t t
Г

y t t t t

x t F t
S

y t F t

− 
= ⇒ = − − 
 = − + + −= ⇒ =

= + − −
′ ′ == ⇒ = ′′ =

− − − 
=  − − − 

   (15) 

 

 
 
Рис. 8. 
 

Случай a.3. Две точки исходного массива в од-
ной полуплоскости, две во второй.  

3

2 3

1

1

2 2 6 2
2 6 4 2

( ) 2 4 4 / 3
'

( ) 5 3 1/ 3

( ) ( )

( ) ( )

1/ 3 4 / 3 1/ 3 8 / 3
.

1/ 3 4 / 3 1/ 3 8 / 3

PГ

x t t t
Г

y t t t t

x t F t
S

y t F t

− 
= ⇒ = − 
 = + −= ⇒ =

= + − +
′ ′ == ⇒ = ′′ =

− − − 
=  − − − 

       (16) 

Рассмотрев все случаи, получаем, что положе-
ние точек исходного массива относительно канони-
ческого не влияет на канонический тип кривой. 

 
b. Массив образует треугольник 
Таким же образом изучаем случай, когда у нас 

канонический массив образует треугольник. Графи-
ки кривых, моделей и соответствующих массивов 
приводить не будем в связи с их тривиальностью. 

 
Случай b.1. Все четыре точки исходного мас-

сива лежат в одном секторе. 
Рассматриваем порождающий массив, находим 

кривую, каноническую модель: 

2 3

3

1

1

3 2 6 5
3 5 7 4

( ) 17 / 6 3 / 2 5 / 2 5 / 3
'

( ) 5 2 5 / 6

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 7
.

1/ 3 4 / 3 1/ 3 8 / 3

PГ

x t t t t
Г

y t t t

x t F t
S

y t F t

 
= ⇒ = 
 

 = + + −= ⇒ =
= + −

′ == ⇒ = ′′ =
 

=  − − − 

       (17) 

 
Случай b.2. Три точки исходного массива в 

одном секторе, одна в другом: 

2 3

2 3

1

1

4 1 4 3
2 4 5 2

( ) 2 3 5 / 3
'

( ) 23 / 6 3 / 2 1/ 2 1/ 2

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 7
.

1/ 3 4 / 3 1/ 3 8 / 3

PГ

x t t t
Г

y t t t t

x t F t
S

y t F t

 
= ⇒ = 
 

 = + −= ⇒ =
= + − −

′ == ⇒ = ′′ =
 

=  − − − 

       (18)  

 
Случай b.3. Две точки исходного массива в 

одном секторе, две в других секторах: 

2 3

2 3

1

1

4 2 6 5
1 3 4 1

( ) 1/ 3 7 23 / 6
'

( ) 17 / 6 3 / 2 1/ 2 5 / 6

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 7
.

1/ 3 4 / 3 1/ 3 8 / 3

PГ

x t t t t
Г

y t t t t

x t F t
S

y t F t

− 
= ⇒ = − 
 = + + −= ⇒ =

= + − −
′ == ⇒ = ′′ =

 
=  − − − 

         (19) 

 
Рассмотрев все случаи, получаем, что положе-

ние точек исходного массива относительно кано-
нического массива не влияет на канонический тип 
кривой. 

 
4. О гипотезе Фокса – Пратта 
В общем случае известно, что В-сплайновая 

кривая «подобна» массиву, однако этой информа-
ции недостаточно для определения формы кривой. 
Выясним, как расположение вершин ломаной, 
длина её звеньев влияют на форму кривой. 

Пусть X-точка пересечения прямых – S0S1 и 
S2S3. Определим числа α  и β  следующим обра-
зом: S0S1=α S0Х и S2S3= β ХS3. Фокс и Пратт ут-
верждают [4], что если α  и β  удовлетворяют ус-
ловиям: 

1,1
9
4

3
4

3
4

>>>





 −⋅






 − βαβα è ,            (20)  

то кривая Безье будет иметь самопересечение и 
будет образовывать петлю. При исследовании В-
сплайновых кривых с помощью системы Maple 
были построены примеры кривых Безье, для кото-
рых оба условия выполняются, но петля отсутст-
вует.  

Примером, когда условие выполняется, а кри-
вая не образует петлю, является кривая, порож-
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денная массивом {P} и соответствующим масси-
вом Безье {S}:  

1 6.5 3.7 10
,

1 3.16 2.54 2

5.11 5.56 4.63 5.21
.

2.69 2.95 2.74 2.55

Р

S

 
=  
 
 

=  
 

            (21) 

Проверяем предположение, выдвинутое Фок-
сом:  

4 4(2.16 ) (2.97 ) 1.37,
3 3

2.16 1, 2.97 1,
41.37 .
9

верно

α β

− ⋅ − =

= > = >

> −

             (22) 

Для него условия выполняются, однако петля 
отсутствует, т. е. кривая самопересечения не име-
ет. 

 

 
 

Рис. 13. Кривая без петли,  удовлетворяющая  
условию Фокса – Пратта 

 

Требуется дальнейшее исследование и нахож-
дение других величин и соотношений между ни-
ми, также влияющих на форму кривой. 

Аналогично можно исследовать сплайновые 
кривые всех остальных типов. 

Разработана программа, позволяющая по за-
данному уравнению кривой определять её канони-
ческий тип и находить каноническую модель. 

При выполнении работы использовались си-
стемы: Maple 7 и Visual FoxPro 8.0. 
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