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УДК 514.76 
ЛЕВОИНВАРИАНТНЫЕ ПСЕВДОКЕЛЕРОВЫ СТРУКТУРЫ 

НА НИЛЬПОТЕНТНОЙ ГРУППЕ ЛИ ТИПА М3 
Н. К. Смоленцев, Е. Н. Коровин 

 
В работе [4] найдены левоинвариантные ком-

плексные структуры на шестимерной группе Ли G3 
с алгеброй Ли типа М3 (по классификации Морозо-
ва). В работе [2] показано, что группа Ли G3 являет-
ся симплектической. В данной работе найдены ле-
воинвариантные псевдокелеровы структуры на 
группе Ли G3

1. Группа Ли G

 и исследованы их свойства кривизны. 
Показано, что соответствующие метрики образуют 
многопараметрическое семейство неплоских Риччи-
плоских метрик. Они дают новые примеры непло-
ских левоинвариантных эйнштейновых псевдори-
мановых метрик на шестимерных нильпотентных 
группах Ли. 

3. По классификации Морозова 
[6] существует 22 неразложимых неизоморфных 
вещественных нильпотентных шестимерных алгеб-
ры Ли, обозначаемых символами M1 – M22. Рас-
смотрим шестимерную группу Ли G3, которая имеет 
алгебру Ли M3, определенную следующими комму-
тационными соотношениями: [E1,E2] = E4,  [E1, E3] 
= E5, [E2, E3] = E6

1,1,1 6
23

5
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4
12 === CCC

. Таким образом, алгебра Ли име-
ет всего три ненулевые структурные константы: 

. Данная алгебра Ли имеет 
трехмерный центр Z, образованный векторами E4, 
E5, E6. Общий элемент X = x1E1 + x2E2 + x3E3 + x4E4 
+ x5E5 + x6E6  алгебры Ли может быть представлен 
матрицей X порядка 6, первые три строки которой 
имеют вид: (0, x2, x1, x5, – x4, x6), (0, 0, 0, 0, x1, x3) , (0, 
0, 0, x3

В работе [2] показано, что группа Ли G

, 0, 0), а остальные строки – нулевые. Общий 
элемент соответствующей группы Ли M3 имеет вид: 
g = Id + X, где Id – единичная матрица.  

3
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 являет-
ся симплектической. Она имеет левоинвариантную 
симплектическую структуру, которая задается 2-
формой: ,  
λ ≠ 0, λ ≠ 1,     (1) 
где 654321 ,,,,, θθθθθθ  – 1-формы, двойственные 
базису {E1, E2, E3, E4, E5, E6

В работе [4] показано, что группа Ли G
} алгебры Ли M3. 

3
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 имеет 
многопараметрическое семейство левоинвариант-
ных комплексных структур, которые определяются 
операторами J почти комплексной структуры на ал-
гебре Ли, удовлетворяющими условию интегрируе-
мости. Напомним, что, почти комплексная структу-
ра J является интегрируемой (комплексной) [1], ес-
ли ее тензор Нейенхейса:  

, 
обращается в нуль. В случае левоинвариантой почти 
комплексной структуры J на группе Ли тензор Ней-
енхейса легко выражается через структурные кон-
станты алгебры Ли:  
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Почти комплексная структура J называется ас-
социированной с симплектической формой ω, если 

ω(JX,JY) = ω(X,Y), для любых элементов X,Y∈ M3. 
Учитывая, что J2 

ω(JX,Y) + ω(X,JY) = 0.                (3) 

= –1, условие ассоциированности 
удобно представить в форме:  

Для формы ω(λ) оператор J, удовлетворяющий 

условию (4), имеет блочный вид: 
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J , где 

блоки обладают некоторыми свойствами симмет-
рии. А именно: блок A – произвольный, а осталь-
ные имеют вид:  
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Для ассоциированной почти комплексной 
структуры 2-форма: gJ
является симметричной и поэтому определяет на 
(псевдо) риманову метрику на группе Ли G

(X,Y) = ω(X,JY)                    (5) 

3. Если J 
– интегрируемая почти комплексная структура, то 
тройка (gJ , J, ω) определяет левоинвариантную 
(псевдо)келерову структуру на группе G3

Как известно, компоненты римановой связно-

сти 

.  

k
ijΓ  левоинвариантной метрики на группе Ли и 

тензора кривизны s
ijkR  выражаются через струк-

турные константы.  Для выбранного ранее базиса 
{E1, E2, E3, E4, E5, E6

k
k
ijjE EE

i
Γ=∇

} алгебры Ли M3 имеем 

. Компоненты связности k
ijΓ  нахо-

дим из шестичленной формулы [1], которая для ле-
воинвариантных векторных полей X,Y,Z  на группе 
Ли принимает вид: 
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Используя структурные константы k
ijC  в базисе 

{Ei
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} алгебры Ли, получаем:   

.              (6) 
Тензор кривизны определяется равенством:  
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ZZZZYXR YXXYYX ],[),( ∇−∇∇−∇∇= ,  
где X,Y,Z – левоинвариантные векторные поля на 
группе Ли. В базисе {Ei
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Тензор Риччи определяется как свертка тензора 
кривизны по первому и по четвертому (верхнему) 
индексам: i

ijkjk RRic = . Скалярная кривизна опре-

деляется как свертка тензора Риччи: jk
jk RicgS = . 

Будем рассматривать также (псевдо)риманов ска-
лярный квадрат тензора кривизны:  

t
prs

l
ijklt

ksjrip RRggggNR = .                 (8) 

Найдем ассоциированные с симплектической 
формой ω(λ) левоинвариантные комплексные струк-
туры J на M3, построим соответствующие метрики и 
вычислим их характеристики кривизны. Все вычис-
ления проведем в системе Maple по формулам (2), 
(6) – (8). Файлы с программами вычислений можно 
найти на Web-сайте кафедры математического ана-
лиза КемГУ: http://www.math.kemsu.ru /faculty/kma/. 

Все левоинвариантные комплексные структуры 
на группе Ли G3

2. Первое семейство псевдокелеровых мет-
рик. Случай ξ

 разбиваются на три семейства [3]. 
Рассмотрим отдельно каждый класс. 

16 ≠ 0. Группа Ли G3

 

 имеет 12-ти па-
раметрическое семейство левоинвариантных ком-
плексных структур, которые определяются сле-
дующим оператором J почти комплексной структу-
ры на алгебре Ли M3: 
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где символами 3

1J  обозначены рациональные функ-
ции остальных переменных ijξ  этой матрицы, вы-
ражения которых можно найти в работе [3]. Пара-
метры должны удовлетворять следующему усло-
вию: 0)( 1645264616 ≠+ ξξξξξ .  

Выделим из семейства (9) те комплексные 
структуры на G3
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2
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, которые ассоциированы с сим-
плектической структурой ω(λ) на M3. Из условия 
(4) для комплексной структуры (9) получаем вычис-
лениями в системе Maple, что ассоциированные 

комплексные структуры вида (9) существуют толь-
ко для значения λ = 1/2. Поэтому в этом разделе мы 
будем рассматривать симплектическую структуру: 

. 

Учитывая симметрии (4) в выражении (9) ком-
плексной структуры, получаем, что ассоциирован-
ные комплексные структуры существуют только 
при ξ45 ≠ 0 и ξ16
 

 ≠ 0, и они имеют следующий вид: 
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Рассмотрим псевдориманову метрику на группе Ли G3, определенную почти комплексной структурой 

Jω 435261 2
1

2
1 θθθθθθω ∧−∧+∧= и симплектической формой  по формуле gJ(X,Y) = ω(X,JY). Получаем: 

http://www.math.kemsu/�
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Поскольку Jω – интегрируемая почти ком-

плексная структура, то тройка (gJ , Jω, ω) определя-
ет левоинвариантную (псевдо)келерову структуру 
на группе G3. Таким образом, мы получили 7-ми 
параметрическое семейство псевдокелеровых мет-
рик на группе G3

Из выражения (11) сразу следует, что векторы 
E

.  

4 и E5 центра Z алгебры Ли лежат в изотропном 
конусе. Третий вектор E6 центра Z алгебры Ли не-
изотропен и всегда ортогонален векторам E4 и E5. 
Площадка {E4,  E5} является Jω-голоморфной (т. е. 
Jω

Некоторые классы псевдокелеровых метрик 
на G

-инвариантной) и изотропной при любых значе-
ниях параметров.  

3. Общая псевдокелерова метрика (11) зависит 
от семи параметров и выглядит довольно сложно. 
Простой двухпараметрический класс комплексных 
структур и ассоциированных получается, если мы 
положим равными нулю те параметры, которые не 
связаны никакими условиями: ψ11=0, ψ12=0, ψ13=0, 
ψ52=0, ψ53

Голоморфные площадки: {E

=0. Тогда получаем следующие выраже-
ния комплексной структуры и ассоциированной 
метрики.  

1,  E6}, {E2,  E3} и 
{E4,  E5

1,1 4516 == ψψ

}. Отметим, что тензор кривизны зависит 
только от параметров этого частного класса. Другой 
5-параметрический класс псевдокелеровых метрик 
получается при: . 
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3. Второе семейство псевдокелеровых мет-

рик. Случай ξ16 = 0, ξ25 ≠ 0. Комплексные структу-
ры существуют при условии ξ25(ξ25ξ31+ξ24ξ21)≠ 0, 
их общий вид можно найти в работе [4]. Вычисле-
ния в системе Maple показывают, что ассоцииро-
ванные с симплектической формой ω(λ) комплекс-
ные структуры Jω
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 и существуют только при значе-
нии λ = 2. Поэтому в дальнейшем мы будем рас-
сматривать симплектическую структуру:  

. Для этой формы ω 
оператор Jω
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Рассмотрим псевдориманову метрику на группе Ли G3, определенную почти комплексной структурой 
Jω 435261 2 θθθθθθω ∧+∧+∧= и симплектической формой  по формуле gJ(X,Y) = ω(X,JY). Прямое вы-
числение показывает, что: 
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Поскольку Jω – интегрируемая почти ком-

плексная структура, то тройка (gJ , Jω, ω) определя-
ет левоинвариантную (псевдо)келерову структуру 
на группе G3. Таким образом, мы получили еще од-
но 8-ми параметрическое семейство псевдокелеро-
вых метрик на группе G3. Из выражения (13) сразу 
следует, что векторы E4 и E6 центра Z алгебры Ли 
лежат в изотропном конусе. Третий вектор E5 цен-
тра Z алгебры Ли неизотропен и всегда ортогонален 
векторам E4 и E6

Некоторые классы второго семейства псев-
докелеровых метрик на G

. 

3. Общая псевдокелерова 
метрика (13) зависит от восьми параметров и выгля-
дит довольно сложно. Простой двухпараметриче-
ский класс комплексных структур и ассоциирован-
ных получается, если мы положим равными нулю те 
параметры, которые не связаны никакими условия-
ми: ψ11=0, ψ21=0, ψ22=0, ψ23=0, ψ41=0, ψ43
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=0. Тогда 
получаем следующие выражения комплексной 
структуры и ассоциированной метрики: 

... 
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Голоморфные площадки: {E1,  E3}, {E2,  E5} и 
{E4,  E6}. Отметим, что тензор кривизны зависит 
только от параметров этого частного класса. Дру-
гой 6-параметрический класс псевдокелеровых 
метрик получается при ψ31=1, ψ25

4. Третье семейство псевдокелеровых мет-
рик. Случай ξ

=1. 

16 = 0, ξ25 = 0. Вычисления в системе 
Maple показывают, что ассоциированные с сим-
плектической формой ω(λ) комплексные структуры 
Jω

435261 2 θθθθθθω ∧−∧−∧=

 и существуют только при значении λ = –1. По-
этому в дальнейшем мы будем рассматривать сим-
плектическую структуру: 

.  
Для этой формы ω оператор Jω ассоциирован-

ной интегрируемой почти комплексной структуры 
находим из трех условий: ω(JX,Y) + ω(X,JY) = 0, N = 
0 и J2 

 

= –1. В результате вычислений получаем: 
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где при ξ12 ≠ 0, ξ43
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Рассмотрим псевдориманову метрику на группе Ли G3, определенную почти комплексной структурой 
Jω 435261 2 θθθθθθω ∧−∧−∧= и симплектической формой  по формуле gJ(X,Y) = ω(X,JY). Получаем: 
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Поскольку Jω – интегрируемая почти ком-

плексная структура, то тройка (gJ , Jω, ω) определя-
ет левоинвариантную (псевдо)келерову структуру 
на группе G3. Таким образом, мы получили третье 
8-ми параметрическое семейство псевдокелеровых 
метрик на группе G3

Из выражения (15) сразу следует, что векторы 
E

.  

5 и E6 центра Z алгебры Ли лежат в изотропном 
конусе. Третий вектор E4 центра Z алгебры Ли не-
изотропен и всегда ортогонален векторам E5 и E6. 
Площадка {E5,  E6} является Jω

Некоторые классы третьего семейства псев-
докелеровых метрик на G

-голоморфной и 
изотропной при любых значениях параметров.  

3. Общая псевдокелеро-
ва метрика (15) зависит от семи параметров и вы-
глядит довольно сложно. Простой двухпараметри-
ческий класс комплексных структур и ассоцииро-
ванных получается, если мы положим равными ну-
лю те параметры, которые не связаны никакими 
условиями: ψ11=0, ψ32=0, ψ33=0, ψ42=0, ψ51=0, 
ψ52
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=0. Тогда получаем следующие выражения ком-
плексной структуры и ассоциированной метрики: 
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Голоморфные площадки: {E1,  E2}, {E3,  E4} и 

{E5,  E6}. Другой 6-параметрический класс псевдо-
келеровых метрик получается при ψ12=1, ψ43

5. Кривизна псевдокелеровых метрик на G
=1. 

3

Свойства псевдокелеровых структур на 
группе Ли G

. 
Найдем тензоры кривизны и Риччи данной псевдо-
римановой метрики. Вычислениями в системе 
Maple по формулам (6) – (8) и (11), (13), (15) полу-
чаем следующие. 

3. Для всех трех случаев комплексная 

структура Jω вместе с квадратичной формой gω 
образуют псевдокелерову структуру сигнатуры (–
,–,+,+,+,+) на группе Ли G3. Псевдориманова норма 
тензора кривизны равна нулю при любых значениях 
параметров, NR(gJ ijksR) = 0. Тензор кривизны  име-
ет, с точностью до симметрий, одну ненулевую 
компоненту: в первом случае – это R3232 =–ξ16, во 
втором случае R1313 = –2ξ25

43

2
33

1212
1

2
ξ
ξ+

−=R

, в третьем случае 

. Тензор Риччи является нулевым 

при любых значениях параметров Ric(gJ
Хорошо известно, что левоинвариантная почти 

комплексная структура J является биинвариантной, 
если J⋅ad

) = 0.  

X = adX

Известно [5], что если левоинвариантная рима-
нова метрика на унимодулярной разрешимой груп-
пе Ли G эйнштейнова, то эта метрика плоская. По-
строенные метрики показывают, что данное утвер-
ждение не верно для  левоинвариантных псевдори-
мановых метрик на шестимерных нильпотентных 
группах Ли. 

⋅J, для любого вектора X из алгебры 
Ли. Прямая проверка показывает, что ассоцииро-
ванные комплексные структуры (10), (12) и (14) не 
являются биинвариантными. 
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