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В статье дается описание группы характеров и ее некоторых подгрупп, найдена связь с многообразием 
Якоби. Найдены размерности и построены базисы в пространстве голоморфных мультипликативных функ-
ций и голоморфных дифференциалов Прима для любого порядка на торе. 

In this article given a description for group of characters and her some subgroups. Connections their with Yaco-
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Введение 
Теория мультипликативных функций и диффе-

ренциалов Прима для случая специальных характе-
ров на компактной римановой поверхности нашла 
приложения в теории функций, аналитической тео-
рии чисел и в уравнениях математической физики. 
На торе такие функции изучались в работах П. Ап-
пеля, Е. Лакруа, А. Форсайта [1 – 4], где были полу-
чены формулы разложения в сумму и произведение 
элементарных мультипликативных функций, а так-
же найден общий вид таких функций. В дальней-
шем, как правило, теория таких функций строилась 
на компактной римановой поверхности рода 2g ³  
(Ф. Прим, Г. Рост, П. Аппель, Х. Фаркаш, И. Кра,  
Р. Ганнинг [3; 4]). Гиперэллиптические поверхности 
и, в частности, тор, находят даже большее приложе-
ние в современной математике, чем в случае 2g ³ . 
Это связано с тем, что на них можно строить явно 
такие функции и дифференциалы Прима, в отличие 
от общего случая, где в основном встречаются толь-
ко теоремы существования. 

Цель настоящей работы – опиисать группу ха-
рактеров и ее некоторые подгруппы, связь с много-
образием Якоби для тора. Найти размерности и по-
строить базис в пространстве голоморфных мульти-
пликативных функций и дифференциалов Прима 
для любого порядка на торе. 

 
§ 1. Предварительные сведения 
Пусть F  будет компактная риманова поверх-

ность рода 1g = , F =
G

 , где Г – группа с двумя 

образующими: 1( ) 1,a z z= +  1( ) ,b z z m= +  

Im 0.m >  Фундаментальная группа для поверхно-

сти F имеет следующее алгебраическое представле-

ние: 1 1 1 1 1( ) , : [ , ] 1F a b a bp @ G = = . В дальней-

шем будем отождествлять 1 1,  a b  с петлями канони-

ческого базиса в 1( )Fp . Характер r  на F это произ-

вольный голоморфизм Г в * \ {0}=  . Он одно-

значно определяется либо вектором 
* 2

1 1( ( ), ( )) [ ]a br r Î  , либо через отображение 

2 *: ( , )C HomÂ  G   по правилу  

2 *
,( , ) ( , )x yC x y Homr'  Î G  ,  

где , 1 , 1( ) exp2 , ( ) exp2x y x ya ix b iyr p r p= = . Харак-

тер *( , )Homr Î G   называется несущественным, 

если существует c CÎ , такая, что 

1( ) exp2 ,a icr p= 1( ) exp2b icr p m= , где для кано-

нического базиса 1z  голоморфных абелевых диффе-

ренциалов на римановой поверхности F двойствен-

ного к 1 1{ , }a b  имеем 

1

1 1
a

z =ò , 

1

1

b

z m=ò . Несуще-

ственные характеры образуют подгруппу L1, кото-
рая биективно отображается на множество  

2
0 {( , ) : }L x y y xm= Î =  [1]. 

Мультипликативной функцией f на F для r  на-

зывается однозначная мероморфная функция 
( )w f z=  на C , удовлетворяющая условиям: 

1( 1) ( ) ( ),f z a f zr+ = 1( ) ( ) ( )f z b f zm r+ = .  

Если 0f  – мультипликативная функция на F без 

нулей и полюсов, то 0
0

0

(log )
df

d f
f

=  – голоморфный 

абелев дифференциал на F.  

Отсюда 0
0 1

0

(log )
df

d f c
f

z= = , а значит: 

0

0 0 0 1( ) ( )exp ,
P

P

f P f P c                                (1.1) 

где ,c Î   0, ,P P FÎ  и P0 – фиксированная точка. 

Эту функцию 0f  назовем мультипликативной еди-

ницей на поверхности F для r . 



Вестник КемГУ № 4 (48) 2011

 

74 

Определение. q – дифференциалом Прима Ф 
относительно группы Г для r , т. е. ( ,  )qr  – диффе-

ренциалом, называется дифференциал ( ) qz dzF , та-

кой, что ( )( ' ) ( ) ( ),qTz T z z TrF = F ,z CÎ .T Î G  

Дивизором D  называется выражение вида 
1

1 ... m
mD P Pa a= , где 1

1 ,..., m
mP Pa a  – точки на F , а 

1,..., ma a  являются целыми числами. Обозначим 

через 1( )r Dr
-  и 1 ( )i Dr-  пространства функций для 

r кратных дивизору 1D-  и 1-дифференциалов для 

1r-  кратных дивизору D  соответственно. Также 

степень 1deg ... .mD a a= + +  

Теорема (Римана-Роха для характеров) [1; 3]. 
Пусть F  – компактная риманова поверхность рода 
один. Тогда для любого характера , 1r r ¹  верно 

равенство 1
1( ) deg ( ).r D D i Dr r-

- = +   

Теорема (Римана-Роха для q  – дифференциалов 
и характеров) [1]. Для любого q ZÎ  верно 

1

,

( ) ( )
( ) deg ( ) deg ( )

q q

q

f Z f Z
i D D i D r

D Dr

-
= + = - +  

при любом характере r  на римановой поверхности 

F  рода 1g = , где f  – любая мультипликативная 
функция для r , 0f ¹  и Z  – канонический класс 

дивизоров абелевых дифференциалов на F . 
Многообразие Якоби для поверхности F  есть 

фактор пространство ( )
(1; )

FJ F
L m

= , где (1; )L m  – 

целочисленная решетка, порожденная 1,m . 

Теорема (Абеля для характеров на торе) [1; 3]. 

Пусть 1 1[ ;{ , }]F a b  – отмеченная компактная римано-

ва поверхность рода 1, r  – характер на F  и 

1

1

1

1

...

...

m

s

m

s

P P
D

Q Q

a a

b b
=  дивизор степени нуль на F . Тогда 

существует мультипликативная функция f для r  с 

1 1

1 1

( )

1
(log ( ) log ( ) ),

2

m s

j j k k
j k

f D z w

b a
i

a b

r r m
p

= =

=  - =

= -

å å
  

где ( ) ,j jP zj = ( )k kQ wj =  и j  – отображение 

Якоби на F  со значениями в ( )J F . При этом 

0 0

0 0 0

1 1
1 1

( ) exp 2
j j

P P Pm s

j PP j Q P
j jQ Q Q

f P ica t b t p z
= =

æ ö÷ç ÷ç ÷= - +ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
å åò ò ò , 

где 
0jQ P

t  – нормированный абелев дифференциал 

третьего рода на F  с простыми полюсами в ,P Q  на  
F . 

Следствие. [1 – 3] Каждый дивизор  

1

1

1

1

...
1

...

m

s

m

s

P P
D

Q Q

a a

b b
= ¹ , j j Na b Î  степени нуль на 

торе F  будет дивизором для мультипликативной 
функции: 

0 0

0 0

0
1 1

2

( ) ( )exp exp2

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

j j

z zm s

j PP j QP
j jz z

z z

f z f z icz

H z a z a z b
Ae z Ae z

H z z
l l

a t b t p

s s

s

= =

æ ö÷ç ÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
- + -

= F = F

å åò ò
 

для некоторого нормированного характера 

1( ) exp2 ,a icr p= 1( ) exp2 ( ),b i c dr p m= +  d , не 

принадлежит Z , и ( )zF  – эллиптическая функция 

для G , а ( ) ( )H z zs  – классические функции Вейер-

штрасса на F . 
 
§ 2. Группа характеров для тора 
Теорема 1. Отображение  

1

1 1
1

( ) (log ( ) log ( ) ) ( )
(1; )2

b a J F
Li

y r r r m
mp

= - Î =   

задает изоморфизм  
*

1

( , ) ( ).Hom J F
L

G @  

Доказательство. Докажем, что y  будет кор-
ректно определенный групповой гомоморфизм из 

*( , )Hom CG  на ( )J F . Если для r  существует 

1 2, 0f f ¹  мультипликативные функции, то 1

2

f
f

f
=  

– однозначная мероморфная функция на компактной 
римановой поверхности F . Следовательно, дивизор 

1( )f  – линейно эквивалентен дивизору 2( )f , и по 

теореме Абеля имеем: 1 2( ) (( )) (( )),f fy r j j= =  

1 2 1 2 1 2 1 2( ) (( )) (( )) (( )) ( ) ( )f f f fy r r j j j y r y r= = + = +

 и 1( ) ( ),y r y r- = -  1 2,r r  и *( , )Homr Î G  .  

Покажем, что y  отображение «на». По теореме 

Якоби для любого ( )a J FÎ  существует aD FÎ , 

такой, что 
0P

j  ( )aD a= . Таким образом, 

0 1
0

a
P

D
a

P
j

æ ö÷ç ÷ç =÷ç ÷ç ÷è ø
 и дивизор 

1
0

aD

P
 степени нуль является 

дивизором мультипликативной функции af  с неко-

торым ar . Отсюда:  

0 1
0

( ) (( )) a
a a P

D
f a

P
y r j j

æ ö÷ç ÷ç= = =÷ç ÷ç ÷è ø
. 

Из теоремы Абеля для характеров имеем, что 
Kerr yÎ  тогда и только тогда, когда r  – несущест-

венный характер, то есть 1Lr Î . Теорема доказана. 

Известно, что * 1 2
1( , ) [ ]Hom S LG @ ´  (прямое 

произведение групп), где 1 { :| | 1}S z z= Î =  и 
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определены проекции: * 1 2
0 : ( , ) [ ] ;j Hom SG   

*
0 1: ( , ) ,j Hom LG   где по теореме Фаркаша-Кра 

любой характер 0 1r r r= , 0r – нормированный,  

1r  – несущественный характеры и 0 0( ) ,j r r=  

1 1( ) .j r r=  Приведем формулировку и доказатель-

ство теоремы Фаркаша-Кра. Используемые при этом 
обозначения будут нужны нам в дальнейшем. 

Теорема (Фаркаш-Кра) [3].Для любого 
*( , )Homr Î G   существует и единственно пред-

ставление в виде 0 1r r r=  где 1 2
0 [ ]Sr Î , 1 1Lr Î . 

Доказательство. Положим, 

1( ) exp( ),a s itr = + ,s t Î  , 1( ) exp( ),b u ivr = +  

,u v Î  .  

Построим несущественный характер 1r , такой, 

что 1| ( ) | | ( ) |,T Tr r= T Î G . Выберем константы 

,c ia b= + ,a b Î  , из представления несущест-
венного характера  

1 1( ) exp ,a cr = 1 1( ) exp ,b cr = W c cmW =   

следующим образом:  

1 1 1 1 1 1| ( ) | | exp | exp exp | ( ) | .a c s ar a r= = = =   

Отсюда 2 ,s ina p= + n Î  . Но так как ,sa Î  , 
то 0n =  и sa = . Затем  

1 1 1| ( ) | | exp( ) | expRe( ) exp | ( ) |b c c u br m m r= = = = , 

или Re( )c um =                                                      (1.2) 
Покажем, что такой выбор c  действительно 

возможен и единственный. Матрицу b – периодов 
( )mW = , состоящую только из одного элемента, 

можем записать в виде X iYW = + , где Y  – по-
ложительное число. Из (1.2) получаем 
Re[( )( )]X iY i ua b+ + = , где , ,ua b Î  . Так 
как уже выбрали sa = , то требуется решить урав-
нение  
Re[( )( )]X iY i ua b+ + =  или ,Y u Xsb = - +  

для которого 1( )Y u Xsb -= - +  – единственное 
решение. Таким образом, несущественный характер 

1r  будет единственно определен. Теорема доказана. 

Теорема 2. Проекции 0j  и 1j  являются ком-

плексно-гармоническими, но не комплексно-
аналитическими отображениями относительно ко-

ординатных карт на *( , )Hom G  . 
Доказательство. Возьмем терминологию из до-

казательства теоремы Фаркаша-Кра. Начнем с про-

екции 1j , так как ее явный вид найден в указанной 

выше теореме. Пусть r  – произвольный характер и  

1( ) exp( ) exp2 ,a s it icr p= + =

1( ) exp( ) exp(2 2 ),b u iv i c idr p m p= + = +

, , ,s t u v Î  .  

В терминах отображения 2 *: ( , )C Hom CÂ  G  

характер r  имеет комплексные координаты ,c d , 

или ,x c=  y d cm= + . Построим 1r  – единствен-

ный несущественный характер по разложению 

1 1 1 1: ( ) exp2 , ( ) exp2a ic b i cr r p r p m= =  ,  

где 2 , ,i c ip m a b a b= + Î  . Имеем: sa = , 
1( )Y u Xsb -= - + , где , ,s ua Î  , X iYW = + ; 

или 1 12 ( ),i c s i Y u Y Xsp m - -= + - + c Î  . Число 

c  есть координата 1r  по отображению Â . Послед-

нее равенство можно переписать в виде: 
1

1 1
1

1

2 ln | ( ) | ( (ln | ( ) |)

(ln | ( ) |)).

i c a i Y b

Y X a

p m r r

r

-

-

= + - +

+


        (1.3) 

Положим, 1 1( ) ,a zr = 1 1( ) .b wr =  Компоненты 

вектора 1 1( , )z w  представляют собой координаты 

характера r  в карте * * 2
1 : ( , ) [ ] .Hom C Cy G   По-

этому равенство (1.3) дает вид функций  1j  в ука-

занных координатах: 

1 1
* 2

1 1 1[ ] ( , ) ,
j

z w c
y

r r
Â

' ¬    

где *( , ),Hom Cr Î G  1 1Lr Î  и  

1 1
1 1 12 ln | | ( (ln | |) (ln | |)).i c z i Y w Y X zp m - -= + - +

 
Следовательно, координаты a  и b  будут веще-

ственными гармоническими функциями от ком-

плексных переменных 1z  и 1w . Таким образом, 

2 i cp m  комплексно-гармонически зависит от 1 1,z w , 

но не будет, очевидно, комплексно-аналитически 
зависеть от них. Утверждение теоремы относитель-

но проекции 1j  доказано. 

Рассмотрим проекцию 0j , найдя 0
1

r
r

r
=  в ко-

ординатах. Имеем: 
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1 1
0 1

1 1 1 0
1 1 1

exp( )
( ) exp( ( ( ) ( )))

exp( )
1 1

exp 2 ( (ln | |)) ( (ln | |)) exp(2 );
2 2 2

s it
a i t Y u Y Xs

i
Argz
i Y w Y X z ix

r
a b

p p
p p p

- -

- -

+
= = + - =

+
é æ öù÷çê ú÷= + - =ç ÷çê ú÷çè øë û

0 1 1 1 1 1

exp( ) exp( ) exp( )
( )

exp(2 ) exp(( )( ( ))) exp[ ( )]

u iv u iv iv
b

i c X iY s i Y u Y Xs i XY Xs Ys XY u
r

p m - - - -

+ +
= = = =

+ + - + + -

1 1 1 0
1 1 1

1
exp 2 ( (ln | |) ( )(ln | |)) exp(2 )

2 2

Argw
i XY w XY X Y z iyp p

p p
- -

é æ öù÷çê ú÷= + - + =ç ÷çê ú÷çè øë û
. 

 
Из последних равенств следует, что веществен-

ные координаты 0 0
1 1,x y  для 0r  в картах Â   и  1y  

будут вещественными гармоническими функциями 

от 1z  и 1w , но не будут комплексно-

аналитическими относительно этих координат. Тео-
рема доказана. 

Предложение 1. (i) Множество 1 1L LÇ  есть 

изоморфный образ при отображении Â  дискретной 
решетки в  , порожденной линейно независимыми 

над   комплексными числами  
2 Im

im
m

  и 
2 Im

i

m
-

;  

(ii) 2
1 1L LÇ @   и является подгруппой в 

группе *( , )Hom G  . 

Доказательство. (i) Ясно, что 1 11 L LÎ Ç . 

Найдем все пресечение 1 1L LÇ . Пусть 1 1L Lr Î Ç , 

то есть 1r r= , где 1r – некоторый несущественный 

характер. Имеем  
1 1

1 1exp(2 ) ( ) exp2 exp( 2 ),ic a ic icp r p p= = = -  

1
1 1 1 1exp(2 ) ( ) ( ) exp( 2 ).i c b b icp m r r p m= = = -  

Эти равенства эквивалентны двум равенствам 

1 ,c c k= - + 1 ,c c nW = -W + ,k n Î  . Из первого 

следует, что 1c  явно выражается через c Î   и 

k Î  . Из второго найдем общий вид для c : 

( )c c k nW = W - + , или  

( ) ,c k nW - W = -W +

1 1 1 11 1
( ) ( ( )).

2 2
c Y k Y n k i Y Xk Y n

p
- - - -= - W + = + -   

Координаты для 1 11
( ; )

2
Y Y

i
- -- W  линейно неза-

висимы над  , так как Y – положительное число и 

координаты 1( ; )I-W  линейно независимы над  . 

Последнее утверждение есть классический факт из 
теории компактных римановых поверхностей и их 
многообразий Якоби. 

(ii) Это утверждение следует из того, что Â  есть 

голоморфный изоморфизм из 0L  в 1L  и из пункта 

(i) доказываемой теоремы. Так, если бы существова-

ла последовательность различных 1,n nr   ¥  

в 1 1L LÇ , то существовала бы и последователь-

ность различных ( , )n nc cW , сходящаяся к (0, 0) , но 

это противоречит дискретности решетки из утвер-
ждения (i). Предложение доказано. 

 
§ 3. Голоморфные мультипликативные  
функции и дифференциалы Прима на торе 
Если r  – несущественный характер, то единица 

0f  для r  имеет вид 0 0( ) ( )exp2f z M z iczp=  на 

G
 . Если r  – существенный характер, то нетриви-

альная мультипликативная функция f для r  должна 

иметь полюса на торе. 
Теорема 3. Пусть r  – любой характер на торе 

F . Тогда для любого q Î   размерность простран-

ства голоморфных ( , )qr -дифференциалов на F  

равна: 

при

при
1

, *
1

1,
(1) dim (1; )

0, ( , ) \ .
q

q

L
i F

Hom Lr r

r

r

ì Îïï= W = íï Î Gïî
 

 

Причем пространство (1; )q FrW  порождено диф-

ференциалом вида 0( )(exp2 )( )qM z icz dzp  на торе 

F . 
Доказательство. Пусть сначала 0q = . В слу-

чае 1,r = 0q =  это утверждение является класси-

ческим фактом [3] и уже знаем, что 
(1) (1) 1r i g= = = . По теореме Римана-Роха для 

характеров  1r ¹  имеем:  

1(1) (1).r irr- =                                                         (1.4) 

По определению (1) 0ir ³ . Затем (1) 1ir £ , так 

как 1 1(1) (( ) ) (( )) deg( ) 1i i f r f fr
- -= = - £  ввиду 

того, что (( )) 1r f £  при deg( ) 0f = , где f – отлич-
ная от тождественного нуля мультипликативная 
функция на F  для r . Кроме того, 

1(1) 1 (1) 1i rr r-=  =   существует отличная от 

тождественного нуля мультипликативная голо-

морфная функция 10 (1)f Lr-Î . Здесь 0f  не может 

быть постоянной, так как постоянные функции не 

принадлежат нетривиальному характеру. Затем 0f  
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не имеет нулей из-за того, что 0deg( ) 0f =  и 0f  не 

имеет полюсов. Следовательно, 0f – единица (т.е. 

мультипликативная функция для несущественного 

характера 1r- ). Поэтому (1) 1ir = , если и только 

если r  – несущественный характер. 

Пусть r  – несущественный характер на 

, 1F r ¹ . Тогда по теореме Римана-Роха для диф-

ференциалов имеем: 

1. Если 1q > , то 1
, (1) ( )q
qi r Zr

-= .  

2. Если 1q = , то , (1) (1) 1qi rr = = . 

3. Если 0q = , то 1
,0(1) ( ) (1) 1i r Z i gr

-= = = = . 

4. Если 0q < , то 1
, (1) ( )q
qi r Zr

-= . 

Но 
1 1

,( ) (1) ( 1)(2 1) ( ) ( )q q q
qr Z i g q r Z r Zr

- - -= = - - + = , 

а значит, 1( ) ( )q qr Z r Z- -= . Затем на торе есть го-
ломорфный, отличный от нулевого, абелев диффе-
ренциал, например, ,dz  где ( ) 1dz =  наF . Умноже-

ние на него дает равенство , , 1(1) (1; )q qi i Fr r += . Из 

(1) 1r =  следует 1( ) 1qr Z - =  для любого q . 

Пусть r  – существенный характер на тореF . 

Тогда при 1q ³  имеем 1
, (1) (( ) ) 1,q
qi r f Zr

-= £  так 

как 1deg(( ) ) 0.qf Z - =  Но, если существует f  – го-

ломорфный m  – дифференциал Прима ( 0)f ¹  для 

существенного характера r  на торе F , т. е. 

( ) qf z dzf =  для r  на F , то функция 
q

f
dz

f
=  бу-

дет голоморфной мультипликативной на торе для 
существенного характера r , где dz  – голоморфный 

абелев дифференциал на F =
G

 . У этой функции 

нет полюсов, так как dz  не имеет нулей на торе, а 
значит, нет нулей, ввиду того, что deg( ) 0.f =  Сле-

довательно, f  будет единицей для существенного 

характера r . Противоречие. Поэтому , (1) 0qir =  

при 1q ³  и существенном характере r . 

Рассмотрим случай 0q < . Если существует не-
тривиальный голоморфный дифференциал Прима 

( ) ,mf z dzf -= 0m q= - >  для существенного ха-

рактера r  на компактной римановой поверхности 

F , то умножая на mdz – нетривиальный голоморф-
ный абелев дифференциал, получим, что ( )f z  еди-

ница для r . Противоречие.  

Теорема доказана. 
Следствие 1. Для любого существенного харак-

тера r  на торе F существует мультипликативная 

функция f  для r , имеющая точно один простой 

полюс в любой точке 1Q  на F . При этом:  

1 0 1 0

0 0 0

1 1( ) exp log ( ) ,
P P P

PP Q P

P P P

f P at t r z
é ù
ê ú= - +ê ú
ê ú
ë û
ò ò ò  

где 1 1( ) ( ) ( )P Qj j y r= +  в ( )J F  и ( ) 0.y r ¹  

Теорема 4. Для любого несущественного харак-

тера r  и любой точки 1Q  на торе F  не существует 

мультипликативной функции для r  с единственным 

простым полюсом 1Q  на F .  

Доказательство 1. Для 1r =  это утверждение 

есть известный классический факт [3]. 
Пусть r  – любой несущественный характер на 

торе F  и 1r ¹ . Предположим, что существует 

функция 0f  для r , такая, что 1

1

( ) ,
P

f D
Q

= =  где 

deg 0.D =  Для такого дивизора D  существует 

функция 1f  для некоторого нормированного харак-

тера 1r  на торе F  и 1( ) .f D=  Рассмотрим функ-

цию 
1

.
f

g
f

=  Так как ( ) 1g = , то g  будет мультип-

ликативной единицей для некоторого несуществен-

ного характера  0
1

r
r

r
= . Отсюда 1

0

r
r

r
= , а зна-

чит, 1
0

1
r

r
r

= =  на F  [3]. Следовательно, 1f  бу-

дет однозначной функцией с единственным и 

простым полюсом в 1Q  на F . Противоречие. 

Доказательство 2. Докажем от противного. Ес-

ли существует функция f  для r  с 1

1

( )
P

f
Q

=  на торе 

F , то для дивизора 1

1

P
D

Q
=  имеем два условия: 

deg 0.D =  и ( ) ( ) 0Dj y r= =  в ( )J F . По класси-

ческой теореме Абеля [3] существует 1f  – одно-

значная функция на торе F  с единственным про-

стым полюсом в 1Q  на F . Противоречие.  

Теорема доказана. 
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