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и краевыми условиями

un|x=0 = 0, un
x |x= π

2
= 0, un

xx|x=0 = 0, un
xxx|x= π

2
= 0.

(12)
Решением задачи (10), (11), (12) будет функция

un(x, t) =
e(2n−1)4t sin(2n− 1)x

n5
,

которая показывает, что нулевое решение этой за-
дачи неустойчивое.

Задача 5. В области D = {(x, t) ∈ R2,
x ∈ (0, π), t ∈ (0, 1

2 )} рассмотрим уравнение

(1−t)ut+uxxxx+a(x, t)uxxx−uxx+a(x, t)ux− 3
2
u =

= −1
2

sin x (13)

с начальным условием

u|t=0 = 0 (14)

и краевыми условиями

u|x=0, x=π = 0, uxx|x=0, x=π = 0. (15)

Пусть a(x, t)− аналитическая функция. Решением
этой задачи будет функция

u(x, t) =
(√

1− t− 1
)
sin x. (16)

Коэффициенты и правая часть уравнения (13) –
аналитические функции, но решение (16) задачи

(13), (14),(15) не принадлежит классу функций
H4,1(D).
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО
ПОРЯДКА

Е. В. Максимова, Н. А. Чуешева

BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR DIFFERENTIAL EQUATION FOURHT ORDER
E. V. Maksimova, N.A. Chuesheva

Исследованием разрешимости краевых задач для уравнений четвертого порядка занимаются мно-
гие математики в России и за рубежом. Данная работа посвящена исследованию 3 краевых задач
для одного уравнения четвертого порядка. Регулярное решение одной краевой задачи для дифферен-
циального уравнения с частными производными четвертого порядка существует и единственно.
Построены примеры не единственности решений двух других краевых задач для этого уравнения.

Investigation solvability boundary value problem for differential equation fourth order be occupied with
many mathematicians in Russia and in abroad. This paper devoted investigation three boundary value problem
for one equation fourth order. Regular solution one boundary value problem for differential equation with
partial derivative fourth order exist and uniquely. Constructed examples non uniquely solutions for two other
boundary value problem for this equation.

Ключевые слова: краевая задача, дифференциальное уравнение с частными производными чет-
вертого порядка, существование решения, единственность решения, корректная постановка задачи.

Keywords: Boundary value problem, differential equation with partial derivative fourth order, existence
solution, uniquely solution, correct statement problem.
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В последние годы вопросам разрешимости
краевых задач для дифференциальных уравнений
высокого порядка были посвящены много работ.

Например, в работе [1] ( Д. Аманова ) рас-
сматривалось следующее уравнение:
utt + sgn t uxxxx = f(x, t).

В работе [5] ( Ж. А. Отаровой ) рассматрива-
лась краевая задача для уравнения

utt + uxxxx = f(x, t).

Получены условия самосопряженности, при ко-
торых соответствующая задача имеет точечный
спектр.

В работе [2] ( Д. Аманова, Ж. А. Отаровой)
изучается самосопряженная краевая задача для
уравнения utt+uxxxx = f(x, t). Получены условия
регулярной, сильной и почти всюду разрешимости

этой задачи.
В статье [7] ( Yan Ding Wang) исследованы во-

просы существования, единственности и разруше-
ния решений начально-краевой задачи для нели-
нейного уравнения:

utt − uxx + auxxxx − buxxtt = (g(ux))x ,
0 < x < l, 0 < t < T.

В данной работе рассматривается дифферен-
циальное уравнение с частными производными
четвертого порядка. Нужно найти краевые усло-
вия, при которых поставленная задача будет кор-
ректной. Привести примеры краевых условий, при
которых поставленная задача будет некорректной.

Задача 1. В области D = {(x, t) ∈ R2,
x ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1)} рассмотрим уравнение

utt − uxxxx + auxxx + buxx + cux + du + eut = f(x, t) (1)

с граничными условиями

u|t=0, t=1 = 0, u|x=0, x=1 = 0, ux|x=0, x=1 = 0. (2)

Введём некоторые обозначения. Через CL обо-
значим класс функций из пространства C∞(D),
удовлетворяющих граничным условиям (2). Через

H4,2(D) обозначим пространство, полученное за-
мыканием пространства CL по норме:

‖u‖H4,2(D) =




∫

D

(
u2 + u2

x + u2
t + u2

xx + u2
tt + u2

xxx + u2
xxt + u2

xxxx

)
dD




1
2

.

Лемма 1. Пусть правая часть уравнения (1)
f(x, t) ∈ L2(D). Пусть для коэффициентов урав-
нения (1) выполнены условия:
1) b ≥ 0; 2) π2

128 − d ≥ δ > 0. Тогда для решения
задачи (1), (2) верна априорная оценка:

‖u‖2L2(D) + ‖ut‖2L2(D) + ‖uxx‖2L2(D) ≤ C‖f‖2L2(D).

Замечание.Из леммы 1 следует, что функции
u(x, t), uxx(x, t), ut(x, t) ∈ L2(D). Тогда уравнение
(1) можно переписать в виде:

utt − uxxxx + auxxx =
= f(x, t)− buxx − cux − du− eut = f1(x, t), (3)

где f1(x, t) ∈ L2(D).

Лемма 2. Пусть правая часть уравнения (1)
f(x, t) ∈ L2(D). Пусть для коэффициентов урав-
нения (1) выполнены условия:
1) a ≥ 0, b ≥ 0; 2) π2

128 − d ≥ δ > 0. Тогда для
решения задачи (1), (2) верны априорные оценки:

‖utxx‖2L2(D) + ‖uxxxx‖2L2(D) ≤ 4‖f1‖2L2(D).

‖utt‖2L2(D) ≤ ‖f1‖2L2(D).

Доказательство леммы 1 и леммы 2 прово-
дится методом интегрирования по частям с при-
менением мультипликативных неравенств.

Теорема единственности. Пусть правая
часть уравнения (1) f(x, t) ∈ L2(D). Пусть для
коэффициентов уравнения (1) выполнены условия:
1) a ≥ 0, b ≥ 0; 2) π2

128 − d ≥ δ > 0. Тогда ре-
шение задачи (1), (2) из пространства H4,2(D)
единственно.

Задача 2. В области D = {(x, t) ∈ R2,
x ∈ (0, π), t ∈ (0, π)} рассмотрим уравнение

utt−uxxxx +auxxx + buxx + aux +(b+2)u = 0. (4)

с граничными условиями

u|t=0, t=π = 0,

u|x=0, x=π = 0,

uxx|x=0, x=π = 0.
(5)
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Решение поставленной задачи будет не единствен-
ным. Помимо нулевого решения этой задачи, нену-
левая в этой области функция u(x, y) = sin t sinx
удовлетворяет краевым условиям (5) и уравнению
(4).

Задача 3. В области D = {(x, t) ∈ R2,
x ∈ (0, π), t ∈ (0, π)} рассмотрим уравнение

utt−uxxxx +auxxx + buxx + aux +(b+2)u = 0. (6)

с граничными условиями

u|t=0, t=π = 0,

ux|x=0, x=π = 0,

uxxx|x=0, x=π = 0.
(7)

Решение поставленной задачи будет не единствен-
ным. Помимо нулевого решения этой задачи, нену-
левая в этой области функция

u(x, y) = sin t cos x

удовлетворяет краевым условиям (7) и уравнению
(6).

Теорема существования. Пусть правая
часть уравнения (1) f(x, t) ∈ L2(D). Пусть для
коэффициентов уравнения (1) выполнены условия:

1) a ≥ 0, b ≥ 0; 2) π2

128 − d ≥ δ > 0. Тогда ре-
шение задачи (1), (2) из пространства H4,2(D)
существует.

Доказательство. Доказывать существование
решения задачи (1), (2) будем методом Галеркина
с выбором специального базиса. То есть прибли-
женное решение этой задачи ищем в виде

um(x, t) =
m∑

i=1

gimwi(x, t),

где wi(x, t)− собственные функции следующей за-
дачи:

Pwi(x, t) = witt(x, t)− wixxxx(x, t) = λiwi(x, t),

wi(x, t)|t=0, t=1 = 0,

wi(x, t)|x=0, x=1 = 0,

wix(x, t)|x=0, x=1 = 0.

i = 1, 2, ....

В [2] показано, что в пространстве H4,2(D) суще-
ствует счетная полная система собственных функ-
ций оператора P. Коэффициенты gim находятся из
системы алгебраических уравнений:

(umtt − umxxxx + aumxxx + bumxx + cumx + dum + eumt, wj) = (f(x, t), wj) , j = 1, 2, ..., m.

Аналогично, как в леммах, можно получить
равномерные по m оценки. Тогда из семейства
функций {um(x, t)} можно выделить такую под-
последовательность, что um(x, t) → u(x, t) слабо в
пространстве H4,2(D). Предельная функция будет
слабым решением поставленной задачи.
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