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ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ПРИМА НА КОМПАКТНОЙ РИМАНОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ
В. В. Чуешев

PRYM DIFFERENTIALS ON COMPACT RIEMANN SURFACE
V. V. Chueshev

Теория мультипликативных функций и дифференциалов Прима для случая специальных характе-
ров на компактной римановой поверхности нашла приложения в геометрической теории функций
комплексного переменного, аналитической теории чисел и в уравнениях математической физики
[1-9]. В [8] начато построение общей теории мультипликативных функций и дифференциалов При-
ма на компактной римановой поверхности для произвольных характеров.

В данном обзоре представлены результаты по теории мультипликативных функций и диффе-
ренциалов Прима на переменных компактных римановых поверхностях рода g > 1, полученные в
работах В.В. Чуешева, М.И. Головиной и Т.А. Пушкаревой [15–19].

Аналогичные результаты есть для дифференциалов Прима на торах (Т.С. Крепицина) и на ко-
нечных римановых поверхностях (А.А. Казанцева). Эти три случая существенно отличаются друг
от друга и по результатам, и по методам.

The theory of multiplicative functions and Prym differentials for case special characters on a compact
Riemann surface has found numerous applications in geometrical theory function complex variable, analytic
number theory and equations of mathematical physics [1–9]. In [8] is begun construction a general theory of
multiplicative functions and Prym differentials on a compact Riemann surface for arbitrary characters.

In this survey is represented results on theory of multiplicative functions and Prym differentials on a
variable compact Riemann surfaces of genus g > 1, which obtained in papers V.V. Chueshev, M.I. Golovina
and T.A. Pushkareva.

There are analogous results for Prym differentials on torus (T.S. Krepizina) and on finite Riemann
surfaces (A.A. Kazanzeva). These three cases essentially differ from each other and by results, and by
methods.
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1. Предварительные сведения

Пусть F – фиксированная гладкая компакт-
ная ориентированная поверхность рода g ≥ 2,
с отмечанием {ak, bk}g

k=1, т. е. упорядоченным
набором образующих для π1(F ), а F0 – рима-
нова поверхность с фиксированной комплексно-
аналитической структурой на F. По теореме уни-
формизации существует конечно порожденная
фуксова группа Γ первого рода, инвариантно дей-
ствующая на единичном круге

U = {z ∈ C : |z| < 1},
такая, что U/Γ конформно эквивалентна F0, Γ
изоморфна π1(F ). Эта группа имеет представле-

ние Γ = 〈A1, ..., Ag, B1, ..., Bg :
g∏

j=1

Cj = I〉, где

Cj = [Aj , Bj ] = AjBjA
−1
j B−1

j , j = 1, ..., g, а I –
тождественное отображение [10; 11] .

Любая другая комплексно-аналитическая
структура на F задается некоторым дифферен-
циалом Бельтрами µ на F0, т. е. выражением вида

µ(z)dz/dz, которое инвариантно относительно вы-
бора локального параметра на F0, где µ(z) – ком-
плекснозначная функция на F0 и ‖µ‖L∞(F0)

< 1.
Эту структуру на F будем обозначать через Fµ.
Ясно, что µ = 0 соответствует F0. Пусть M(F ) –
множество всех комплексно-аналитических струк-
тур на F с топологией C∞ сходимости на F0,
Diff+(F ) – группа всех сохраняющих ориента-
цию гладких диффеоморфизмов поверхности F
на себя, а Diff0(F ) – нормальная подгруппа в
Diff+(F ), состоящая из всех диффеоморфизмов
гомотопных тождественному диффеоморфизму
на F0. Группа Diff+(F ) действует на M(F ) по
правилу µ → f∗µ, где f ∈ Diff+(F ), µ ∈ M(F ).
Тогда пространство Тейхмюллера Tg(F ) = Tg(F0)
есть фактор-пространство M(F )/Diff0(F ) [10;
11].

Так как отображение U → F0 = U/Γ
локальный диффеоморфизм, то любой диффе-
ренциал Бельтрами µ на F0 поднимается до
Γ-дифференциала Бельтрами µ на U, т. е.
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µ ∈ L∞(U), ‖µ‖∞ = esssupz∈U |µ(z)| < 1 и
µ(T (z))T ′(z)/T

′
(z) = µ(z), z ∈ U, T ∈ Γ.

Если Γ-дифференциал µ на U продолжить на
C\U, положив µ = 0, то существует единственный
квазиконформный гомеоморфизм wµ : C → C с
неподвижными точками +1,−1, i, который явля-
ется решением уравнения Бельтрами wz = µ(z)wz.
Отображение T → Tµ = wµT (wµ)−1 задает изо-
морфизм группы Γ на квазифуксову группу

Γµ = wµΓ(wµ)−1 = 〈Aµ
1 , ...., Bµ

g :
g∏

j=1

[Aµ
j , Bµ

j ] = I〉.
Классические результаты Л. Альфорса,

Л. Берса [10] и других авторов утверждают, что:
1) Tg(F ) является комплексно аналити-
ческим многообразием размерности 3g− 3
при g≥ 2; 2) Tg(F ) имеет единствен-
ную комплексно-аналитическую структу-
ру такую, что естественное отображение
Φ : M(F )→M(F )/Diff0(F )=Tg(F ) будет голо-
морфным и при этом Φ имеет только локальные
голоморфные сечения; 3) элементы из Γµ голо-
морфно зависят от [µ].

Два Γ-дифференциала Бельтрами µ и ν бу-
дут конформно эквивалентными, если и толь-
ко если wµT (wµ)−1 = wνT (wν)−1, T ∈ Γ. Есте-
ственно, что выбор образующих {ak, bk}g

k=1 в
π1(F ) эквивалентен выбору системы образующих
{ak(µ), bk(µ)}g

k=1 в π1(Fµ), и {Aµ
j , Bµ

j }g
j=1 в Γµ для

любого [µ] из Tg. Отсюда получим отождествле-
ния M(F )/Diff0(F ) = Tg(F ) = Tg(Γ). При этом
имеем взаимно однозначное соответствие между
классами дифференциалов Бельтрами [µ], класса-
ми конформно эквивалентных отмеченных рима-
новых поверхностей [Fµ; {ak(µ), bk(µ)}g

k=1] и отме-
ченными квазифуксовыми группами Γµ [11].

Универсальное многообразие Якоби рода g
есть расслоенное пространство над Tg, слой ко-
торого над [µ] ∈ Tg есть якобиан J(Fµ) для по-
верхности Fµ [12].

В работе Л. Берса [10, с. 99] построены голо-
морфные формы ζ1[µ] = ζ1([µ], ξ)dξ, ...,
ζg[µ] = ζg([µ], ξ)dξ, удовлетворяющие условиям:

ζj([µ], ξ) = ζj(T ([µ], ξ))∂T
∂ξ ([µ], ξ),

Aµ
k (ξ)∫
ξ

ζj([µ], w)dw = δjk,

для всех T ∈ Γ, [µ] ∈ Tg, ξ ∈ wµ(U), j, k =
1, ..., g, где интеграл берется по любому пути в
wµ(U) от ξ до Aµ

k(ξ). Для любого фиксированно-
го [µ] ∈ Tg эти формы являются поднятиями на
wµ(U) голоморфных на Fµ абелевых дифферен-
циалов ζ1[µ], ..., ζg[µ], которые образуют канониче-
ский базис на Fµ, двойственный к каноническо-
му гомотопическому базису {ak(µ), bk(µ)}g

k=1 на
Fµ. Указанный базис голоморфно зависит от мо-
дулей [µ] отмеченной компактной римановой по-
верхности Fµ. Кроме того, матрица b−периодов

Ω(µ) = (πjk[µ])g
j,k=1 на Fµ состоит из комплекс-

ных чисел πjk[µ] =
Bµ

k (ξ)∫
ξ

ζj([µ], w)dw, ξ ∈ wµ(U) и

голоморфно зависит от [µ].
Для любых фиксированных [µ] ∈ Tg и

ξ0 ∈ wµ(U) определим классическое отображение
Якоби ϕ : wµ(U) → Cg по правилу:

ϕj(ξ) =
ξ∫

ξ0

ζj([µ], w)dw, j = 1, ..., g. Тогда ϕ инду-

цирует послойное голоморфное вложение из Fµ в
J(Fµ).

Далее, для любого натурального числа n > 1
существует расслоенное пространство над Tg, у
которого слой над [µ] ∈ Tg есть пространство всех
целых дивизоров степени n на компактной рима-
новой поверхности Fµ. Голоморфные сечения это-
го расслоения определяют на каждой Fµ целый
дивизор Dµ степени n, который голоморфно зави-
сит от [µ]. Также существует голоморфное отоб-
ражение ϕn из этого расслоения на универсальное
расслоение Якоби (n ≥ 1) ограничение которо-
го на слои является продолжением классическо-
го отображения Якоби ϕ : Fµ → J(Fµ). Извест-
но, что для n = g отображение ϕ : Fg[µ]\F 1

g [µ] →
Wg[µ]\W 1

g [µ] является аналитическим изоморфиз-
мом, где Fg[µ] – g−кратное симметрическое произ-
ведение поверхности Fµ и W 1

g [µ] = ϕ(F 1
g [µ]) имеет

комплексную размерность, не превышающую g−2
[6; 13]. Локальные голоморфные сечения этих рас-
слоений над окрестностью U([µ0]) ⊂ Tg можно по-
лучить (для любого n ≥ 1) из локальных голо-
морфных сечений К. Эрла s для Φ : M(F ) → Tg

над U([µ0]) [12].
Характером ρ для Fµ называется любой гомо-

морфизм ρ : (π1(Fµ), ·) → (C∗, ·), C∗ = C \ {0}.
Характер единственным образом задается упоря-
доченным набором (ρ(aµ

1 ), ρ(bµ
1 ), ..., ρ(aµ

g ),
ρ(bµ

g )) ∈ (C∗)2g.

Определение 1.1. Мультипликативной
функцией f на Fµ для характера ρ назовем ме-
роморфную на wµ(U) функцию f, такую, что
f(Tz) = ρ(T )f(z), z ∈ wµ(U), T ∈ Γµ.

Определение 1.2. m−дифференциалом При-
ма относительно фуксовой группы Γ для ρ, или
(ρ,m)-дифференциалом, называется дифференци-
ал φ = φ(z)dzm, такой, что
φ(Tz)(T ′z)m = ρ(T )φ(z), z ∈ U, T ∈ Γ, ρ : Γ → C∗.
В частности, при m = 0 это мультипликативная
функция относительно Γ для ρ.

Если f0 – мультипликативная функция на
Fµ для ρ без нулей и полюсов, то df0

f0
=

2πi
g∑

j=1

cj([µ], ρ)ζj([µ]) и

f0([µ], P ) = exp

P∫

P0[µ]

2πi

g∑

j=1

cj([µ], ρ)ζj([µ]),
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где P0[µ] = fs[µ](P0) ∈ Fµ, cj([µ], ρ) ∈ C, j =
1, ..., g, cj зависят голоморфно от [µ] и от ρ. При
этом интегрирование от фиксированной P0[µ] до
текущей P на переменной поверхности Fµ, и s[µ] –
сечение К. Эрла [12] над U([µ0]) ⊂ Tg. Получим,
что характер ρ для f0 имеет вид:

ρ(aµ
k) = exp 2πick([µ], ρ),

ρ(bµ
k) = exp(2πi

g∑
j=1

cj([µ], ρ)πjk([µ])),

k = 1, ..., g.
Будем называть такие характеры ρ несуще-

ственными, а f0 (с таким характером) – единицей.
Характеры, которые не являются несущественны-
ми, будем называть существенными на π1(Fµ).
Обозначим через Hom(Γ,C∗) группу всех харак-
теров на Γ с естественным умножением. Несу-
щественные характеры образуют подгруппу Lg в
группе Hom(Γ,C∗). Обозначим через [S1]2g под-
группу нормированных характеров на F, т. е. эти
характеры принимают свои значения только на
единичной окружности S1.

Лемма 1.1. [8, с. 106]. Голоморфное главное
Hom(Γ,C∗)-расслоение E биголоморфно изоморф-
но тривиальному расслоению
Tg(F )×Hom(Γ,C∗) над Tg(F ).

Определение 1.3. Дифференциал Прима φ
класса C1 на F = U/Γ для ρ называется мульти-
пликативно точным, если φ = df(z) и
f(Tz) = ρ(T )f(z), T ∈ Γ, z ∈ U, т. е. f – мульти-
пликативная функция на F класса C2 для ρ.

Обозначим через Z1(Γµ, ρ) для
ρ ∈ Hom(Γµ,C∗) множество всех отображений
φ : Γµ → C, таких, что φ(ST ) = φ(S) + ρ(S)φ(T ),
S, T ∈ Γµ [4].

Каждый элемент φ ∈ Z1(Γµ, ρ)
будет единственно определяться упоря-
доченным набором комплексных чисел
φ(A1), ..., φ(Ag), φ(B1), ..., φ(Bg), удовлетворяющих

уравнению
g∑

j=1

[σ(Bj)φ(Aj) − σ(Aj)φ(Bj)] = 0, ко-

торое получается из соотношения
g∏

j=1

Cj = I в

Γµ, где σ(T ) = 1 − ρ(T ), T ∈ Γµ. Тогда Z1(Γµ, ρ)
– комплексное векторное (2g − 1)-мерное про-
странство для ρ 6= 1 и 2g-мерное пространство
для ρ = 1. Пусть B1(Γµ, ρ) – одномерное под-
пространство в Z1(Γµ, ρ), порожденное элемен-
том σ. Тогда H1(Γµ, ρ) = Z1(Γµ, ρ)/B1(Γµ, ρ)
– комплексное векторное (2g − 2)-мерное про-
странство для ρ 6= 1. Будем называть множество
G =

⋃
ρ 6=1,[µ]

H1(Γµ, ρ) когомологическим расслое-

нием Ганнинга над Tg × (Hom(Γ,C∗)\{1}) [4].
Пусть φ – замкнутый дифференциал Прима на

F = F0 для ρ. Проинтегрировав этот дифференци-
ал от фиксированной точки z0 до z ∈ U, получим,
что f(Tz)− f(Tz0) = ρ(T )(f(z)− f(z0)), где

φ = df(z), z ∈ U, f(z) – интеграл Прима на кру-
ге U для дифференциала Прима φ, определенный
с точностью до аддитивного слагаемого. Отсюда
для T ∈ Γ верно равенство f(Tz) = ρ(T )f(z) +
φf,z0(T ), где φf,z0(T ) = f(Tz0) − ρ(T )f(z0). Та-
ким образом, каждому T ∈ Γ соответствует чис-
ло φf,z0(T ), а значит, определено отображение
φf,z0 : Γ → C. Это отображение называется отоб-
ражением периодов для φ. Оно зависит от выбора
интеграла Прима f(z) на U и базисной точки z0.
Если f1(z) = f(z) + c – другой интеграл Прима
для того же дифференциала Прима φ, то
φf1,z0(T ) = f1(Tz0)−ρ(T )f1(z0) = φf,z0(T )+cσ(T ),
T ∈ Γ. Легко проверить, что оба отображения φf,z0

и φf1,z0 удовлетворяют коциклическому соотноше-
нию φ(ST ) = φ(S) + ρ(S)φ(T ), S, T ∈ Γ. Это озна-
чает, что они принадлежат пространству Z1(Γ, ρ)
и представляют один и тот же класс периодов [φ]
из H1(Γ, ρ) для дифференциала Прима φ на F.

Для замкнутого дифференциала Прима φ
можно определить так называемые классические
периоды. Для T ∈ Γ соответствующий ему класси-
ческий период φz0(T ) =

∫ Tz0

z0
φ и верно равенство

φz0(T ) = φf,z0(T )− f(z0)σ(T ).
Следовательно, отображения вида

T → φf,z0(T ) (периоды по Р. Ганнингу) и вида
T → φz0(T ) (классические периоды [8]) определя-
ют один и тот же класс периодов [φ] ∈ H1(Γ, ρ)
для дифференциала Прима φ на F для ρ. Поэто-
му корректно определено C-линейное отображе-
ние p : φ → [φ] из векторного пространства за-
мкнутых дифференциалов Прима φ на F для ρ в
векторное пространство H1(Γ, ρ).

Обозначим через Ω2,ρ(Fµ) пространство диф-
ференциалов Прима второго рода на Fµ для ха-
рактера ρ [8; 13].

Лемма 1.2. Если ω ∈ Ω2,ρ(Fµ) имеет класс
периодов [ω] = 0 в H1(Γµ, ρ), то ω – мультипли-
кативно точный дифференциал на Fµ для ρ.

Доказательство. Достаточно доказать это
для фиксированных поверхности и характе-
ра. Будем рассматривать классические периоды
ωz0(γ1), ..., ωz0(γm), которые получаются при обхо-
де по петлям γ1, ..., γm вокруг отдельных полюсов
P1, ..., Pm для дифференциала ω соответственно.
Число этих полюсов конечно ввиду компактности
Fµ. Периоды ωz0(γ1), ..., ωz0(γm) все обращаются в
нуль, так как эти периоды равны вычетам для вет-
вей нашего многозначного дифференциала, а эти
полюса второго или большего порядка.

Если класс периодов [ω] = 0, то отсюда клас-
сический период ωz0(T ) = cσ(T ), c 6= 0 для любого
T, где ωz0(T ) = f(Tz0) − f(z0) = c(1 − ρ(T )), а f
– некоторый интеграл Прима для дифференциа-
ла ω. Тогда f̃ = (f − c) будет мультипликативной
функцией для ρ и ω = df̃ = d(f−c). Поэтому пери-
оды ω̃z0(a1), ..., ω̃z0(bg) все равны нулю для некото-
рого представителя из класса [ω]. Следовательно,
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ω является мультипликативно точным дифферен-
циалом для ρ на Fµ. Лемма доказана.

Дивизором на Fµ назовем формальное произ-
ведение D = Pn1

1 ...Pnk

k , Pj ∈ Fµ, nj ∈ Z, j = 1, ..., k.
Имеет место следующая

Теорема (Римана-Роха для характеров) [6;
8]. Пусть F – компактная риманова поверхность
рода g ≥ 1. Тогда для любого дивизора D на F и
любого характера ρ верно равенство

rρ(D−1) = deg D − g + 1 + iρ−1(D).

Теорема (Абеля для характеров) [6;
8]. Пусть D – дивизор на отмеченной пе-
ременной компактной римановой поверхности
[Fµ, {a1(µ), ..., ag(µ), b1(µ), ..., bg(µ)}] рода g ≥ 1 и
ρ – характер на π1(Fµ). Тогда D будет дивизором
мультипликативной функции f на Fµ для харак-
тера ρ ⇔ deg D = 0 и

ϕ(D) =
1

2πi

g∑

j=1

log ρ(bj(µ))e(j)[µ]−

− 1
2πi

g∑

j=1

log ρ(aj(µ))π(j)[µ](= ψ(ρ, [µ]))

в Cg по модулю целочисленной решетки
L(Fµ), порожденной столбцами e(1)[µ],..., e(g)[µ],
π(1)[µ],..., π(g)[µ] матрицы a(µ)−периодов и b(µ)
– периодов на Fµ, где ϕ[µ] – отображение Якоби
из Fµ в многообразие Якоби J(Fµ).

Отметим, что, по теореме Л. Берса [10, c. 99],
отображение ψ зависит локально голоморфно от ρ
и [µ].

Теорема 1.1. Для любого существенного ха-
рактера ρ на компактной римановой поверхности
Fµ рода g ≥ 2 существуют g − 1 различных то-
чек P1, ..., Pg−1, локально голоморфно зависящих
от [µ] и ρ, таких, что не существует мульти-
пликативных функций для ρ на Fµ, чьи особенно-
сти в этих точках – полюса порядка не выше 1,
т.е. rρ( 1

P1...Pg−1
) = 0 или iρ−1(P1...Pg−1) = 0.

Теорема 1.2. Для любого несущественного
характера ρ 6= 1 на компактной римановой по-
верхности Fµ рода g ≥ 2 существует g различ-
ных точек P1, ..., Pg, голоморфно зависящих от ρ
и от [µ], таких, что не существует мультипли-
кативных функций для ρ на Fµ, чьи особенности
в этих точках – полюса порядка не выше 1, т.е.
rρ( 1

P1...Pg
) = 1 или iρ−1(P1...Pg) = 0.

Определение 1.4. Точка P на компактной
римановой поверхности F рода g > 1 называется
мультипликативной точкой Вейерштрасса для су-
щественного (несущественного) характера ρ, если

в ней можно задавать единственный полюс, меро-
морфной мультипликативной функции для ρ, по-
рядка, не превышающего g − 1 (порядка, не пре-
вышающего g).

Определение 1.5. Точка P ∈ F называ-
ется мультипликативной q−точкой Вейерштрас-
са (q ≥ 1) для существенного характера ρ на
F, если строго положителен ее вес τρ,q(P ), от-
носительно пространства Ωq

ρ−1(1) голоморфных
q−дифференциалов Прима для ρ−1 на F.

Последнее условие при g ≥ 2 эквивалентно то-
му, что существует нетривиальный голоморфный
q−дифференциал Прима φ для ρ−1 на F, такой,
что ordP φ ≥ dimΩq

ρ−1(1) = d, причем d = g−1 при
q = 1 и d = (2q − 1)(g − 1) при q > 1.

Э. Арбарелло [14] доказал, что (классические)
точки Вейерштрасса на переменной компактной
римановой поверхности Fµ локально голоморфно
зависят от модулей [µ] для поверхности. Устано-
вим аналог этого результата для мультипликатив-
ных точек Вейерштрасса

Теорема 1.3. Для любого q ≥ 1, q ∈ N, муль-
типликативные q−точки Вейерштрасса для пе-
ременной компактной римановой поверхности Fµ

рода g > 1 локально голоморфно зависят от мо-
дулей [µ] и от характеров ρ, а пробелы в муль-
типликативных 1-точках Вейерштрасса и вес
мультипликативных q-точек Вейерштрасса яв-
ляются локально постоянными функциями от
[µ] и от ρ со значениями в N.

Доказательство . По заданному базису [8,
c. 105] голоморфных (ρ, q)-дифференциалов При-
ма на Fµ составим вронскиан Wq, который также
локально голоморфно зависит от [µ] и от ρ. Его ну-
ли есть мультипликативные q−точки Вейерштрас-
са на Fµ.

Для несущественного характера ρ числа n1 −
1, n2 − 1, ..., ng − 1 являются порядками нулей, а
для существенного характера ρ числа n1 − 1, n2 −
1, ..., ng−1 − 1 являются порядками нулей, адапти-
рованного базиса 1-дифференциалов, где числа nj

– мультипликативные пробелы в 1-точках Вейер-
штрасса на Fµ.

По теореме о неявной функции, нули вронски-
ана, а значит и мультипликативные q−точки Вей-
ерштрасса на Fµ, порядки нулей вронскиана (ве-
са мультипликативных q-точек Вейерштрасса) ло-
кально голоморфно зависят от [µ] и от ρ. В силу
целочисленности пробелов и целочисленности ве-
сов в 1-точках Вейерштрасса, числа пробелы nj ,
а также все веса q-точек Вейерштрасса будут ло-
кально постоянными функциями от [µ] и от ρ. Тео-
рема 1.3 доказана.

2. Элементарные дифференциалы Прима
на переменной компактной римановой

поверхности

Для построения общей теории однозначных
и мультипликативных дифференциалов большую
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роль играют так называемые элементарные диф-
ференциалы [6; 13] любого порядка, которые име-
ют минимальное количество полюсов, т. е. либо
один полюс порядка ≥ 2, либо два простых полю-
са, и голоморфно зависящие от характеров ρ и от
модулей [µ] отмеченных компактных римановых
поверхностей.

В этом параграфе будет найден общий вид эле-
ментарных (ρ, q)-дифференциалов Прима на Fµ.

Сначала найдем общий вид (ρ, q)-дифференци-
алов второго рода τ

(m)
ρ,q;Q с единственным полюсом

Q = Q[µ] точно порядка m ≥ 2 на Fµ, где q ≥ 1.
При m ≥ 2, по теореме Римана-Роха, для

(ρ, q)-дифференциалов на Fµ найдем размерность

iρ,q(
1

Qm
) = dimCΩq

ρ(
1

Qm
) =

= (g − 1)(2q − 1)− deg D + r(
(f [µ])Zq−1

µ

D
),

где D = 1
Qm , Zq−1

µ – канонический класс дивизо-
ров абелевых
(q− 1)-дифференциалов на Fµ, f [µ] – любая муль-
типликативная функция для ρ на Fµ голоморфно
зависящая от [µ] и ρ [8, c.43]. Отсюда

iρ,q(
1

Qm
) = (g − 1)(2q − 1) + m ≥ 3.

Здесь r( (f [µ])Zq−1
µ

D ) = 0, так как deg (f [µ])Zq−1
µ

D > 0
при наших условиях. Действительно, deg(f [µ]) =
0, deg Zq−1

µ = (q−1)(2g−2) ≥ 0 и deg( 1
D ) = m > 0.

Это же можно доказать другим способом. От про-
тивного, предположим, что существует функция g
на Fµ с условием (g) ≥ Qm(f [µ])Zq−1

µ , тогда

0 = deg(g) ≥ deg Qm(f [µ])Zq−1
µ ≥ 3.

Противоречие.
Так как

deg(f [µ])Zq−1
µ Qm = 0+(q−1)(2g−2)+m−1 ≥ 1 > 0,

то
iρ,q(

1
Qm

) = (g − 1)(2q − 1)−

− deg(
1

Qm
) + r((f [µ])Zq−1

µ Qm) =

= (g − 1)(2q − 1) + m

и
iρ,q(

1
Qm−1

) = (g − 1)(2q − 1) + m− 1.

Следовательно, iρ,q( 1
Qm ) = iρ,q( 1

Qm−1 ) + 1. Зна-

чит, существует (ρ, q)-дифференциал τ
(m)
ρ,q;Q с по-

люсом точно порядка m в точке Q на Fµ, т. е.
(τ (m)

ρ,q;Q) = R1...RN

Qm на Fµ, Rj 6= Q, j = 1, ..., N, где
N = (2g − 2)q + m.

Из [8, с. 67] получаем уравнение
ϕP0 [µ](R1...RN ) − ϕP0 [µ](Qm) = −2K[µ]q + ψ(ρ) в

многообразии Якоби J(Fµ), где K[µ] – вектор кон-
стант Римана, голоморфно зависящий от модулей
римановых поверхностей и от выбора базисной
точки, а также зависящий от выбора канониче-
ского базиса aj(µ), bj(µ) петель на Fµ. Уравнение
ϕP0 [µ](R1...RN ) − ϕP0 [µ](Qm) = −2K[µ]q + ψ(ρ)
понимаем как равенство в переменном якобиане
J(Fµ), т. е. в слое из универсального расслоения
Якоби, лежащем над отмеченной поверхностью
Fµ ≡ [µ]. Отсюда,

ϕ(R1...RN ) == −2K[µ]q + ϕ(Qm) + ψ(ρ) = a,

или
ϕ(R1...Rg) = a− ϕ(Rg+1...RN ). (1)

Таким образом, для определения нулей диф-
ференциала τ

(m)
ρ,q;Q имеем

N − g = m + (2g − 2)q − g ≥ g(≥ 2)

свободных параметров, которые можно выбирать
произвольно на Fµ, и локально голоморфно зави-
сящих от [µ] и ρ. По теореме К. Эрла [12], можно
выбрать дивизор Rg+1...RN на Fµ как локально го-
ломорфное сечение для расслоения дивизоров сте-
пени N − g над пространством Тейхмюллера Tg.

Решая проблему обращения Якоби в универ-
сальном расслоении Якоби над Tg, найдем диви-
зор R1...Rg на Fµ, который будет единственным
решением уравнения (1), если его правая часть ра-
венства не принадлежит W 1

g [µ] ⊂ J(Fµ) [6]. Раз-
мерность этого подмножества не превышает g− 2,
но N − g > g − 2 при наших условиях, и при этом
R1, ..., Rg голоморфно зависят от наших парамет-
ров, так как правая сторона (1) была выбрана го-
ломорфно зависящей от [µ] и ρ. Следовательно,
доказана

Теорема 2.1. Для любого характера ρ на
Fµ рода g, g ≥ 2 и любых натуральных чи-
сел m > 1, q > 0 существует элементарный
(ρ, q)-дифференциал τ

(m)
ρ,q;Q второго рода с полюсом

в любой точке Q = Q[µ] ∈ Fµ точно порядка m,
локально голоморфно зависящий от ρ и [µ], у ко-
торого общий вид дивизора (τ (m)

ρ,q;Q) = R1...RN

Qm , где

ϕ(R1...Rg) = −2K[µ]q+ϕ(Qm)−ϕ(Rg+1...RN )+ψ(ρ).

При этом точки Rg+1, ..., RN выбираются как ло-
кально голоморфное сечение дивизоров степени
N − g над Tg, N = (2g − 2)q + m и Q = Q[µ]
– локально голоморфное сечение дивизоров степе-
ни 1 на Fµ для любого [µ] из односвязной окрест-
ности U [µ0] ⊂ Tg и для любого ρ ∈ U(ρ0) ⊂
Hom(Γµ,C∗).

Рассуждая аналогично, как в доказательстве
теоремы 2.1, получим :

Теорема 2.2. Для любого характера ρ на Fµ

рода g, g ≥ 2 и любого натурального числа q ≥
1 существует элементарный (ρ, q)-дифференциал
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τρ,q;Q1Q2 третьего рода точно с простыми полю-
сами Q1 = Q1[µ], Q2 = Q2[µ] ∈ Fµ, локально голо-
морфно зависящий от ρ и [µ], у которого общий
вид дивизора (τρ,q;Q1Q2) = R1...RN

Q1Q2
, где

ϕ(R1...Rg) =

= −2K[µ]q + ϕ(Q1Q2)− ϕ(Rg+1...RN ) + ψ(ρ).

При этом точки Rg+1, ..., RN выбираются как ло-
кально голоморфное сечение дивизоров степени
N − g над Tg, N = (2g − 2)q + 2, и Q1 = Q1[µ],
Q2 = Q2[µ] – локально голоморфные сечения ди-
визоров степени 1 на Fµ для любого [µ] из од-
носвязной окрестности U [µ0] ⊂ Tg и для любого
ρ ∈ U(ρ0) ⊂ Hom(Γµ,C∗).

Теорема 2.3. 1) Для любого существенного
характера ρ, точки Q1 ∈ Fµ, натурального чис-
ла q ≥ 1 и несущественного характера ρ, точки
Q1 ∈ Fµ, натурального числа q > 1 существу-
ет элементарный (ρ, q)-дифференциал τρ,q;Q1 тре-
тьего рода с единственным простым полюсом
Q1 = Q1[µ] на Fµ, локально голоморфно завися-
щий от ρ и [µ];

2) Для любого несущественного характера ρ,
точки Q1 ∈ Fµ при q = 1 не существует элемен-
тарный (ρ, 1)-дифференциал τρ;Q1 третьего рода
с единственным простым полюсом Q1 на Fµ.

Доказательство. 1) Если ρ — существенный
характер и q = 1, то, по теореме Римана-Роха, для
характеров имеем равенство :

iρ(
1

Q1
) = −1 + g + 1 + rρ−1(Q1),

iρ( 1
Q1

) = g и iρ(1) = g − 1. Отсюда следует, что
iρ( 1

Q1
) = iρ(1) + 1. Поэтому существует диффе-

ренциал Прима τρ;Q1 для ρ на Fµ с единственным
полюсом в Q1 точно порядка один.

Если ρ — произвольный характер и q >
1, то, по теореме Римана-Роха, для (ρ, q)-
дифференциалов [8, c. 43] имеем :

iρ,q(D) = (2q − 1)(g − 1)− deg D + r((f)
Zq−1

D
)

и iρ,q(1) = (2q − 1)(g − 1), где f — мультиплика-
тивная функция для ρ и Z — канонический класс
для абелевых дифференциалов на Fµ. Поэтому

iρ,q(
1

Q1
) = iρ,q(1) + 1 + r((f)Zq−1Q1).

Таким образом, имеем равенство

iρ,q(
1

Q1
) = iρ,q(1) + 1,

так как deg((f)Zq−1Q1) = 0+(q−1)(2g−2)+1 > 0.
Следовательно, существует (ρ, q)-дифференциал
Прима τρ,q;Q1 для ρ на Fµ с единственным полю-
сом в Q1 точно порядка один.

Построим конструктивно такие дифференциа-
лы, локально голоморфно зависящие от ρ и [µ] :

a) такой (ρ, q)-дифференциал Прима τρ,q;Q1

можно задать в виде τρ,q;Q1 = fωq
0, где f — мульти-

пликативная функция для существенного харак-
тера ρ на Fµ, q ≥ 1 и ω0 — любой голоморфный
абелев дифференциал на Fµ. Дивизор

(τρ,q;Q1) =
R1...RN

(ω0)qQ1
(ω0)q,

где N = q(2g − 2) + 1 и точка Q1 не принадлежит
дивизору (ω0). Отсюда получаем равенство

ϕ(R1...Rg) = −2Kq + ϕ(Q1)−
−ϕ(Rg+1...RN ) +−ψ(ρ) = a (∗)

в многообразии Якоби J(Fµ) для Fµ;
b) в случае ρ = 1 или ρ — несущественный

характер при q > 1 такой дифференциал ищем
в следующем виде τρ,q;Q1 = f0f1ω

q
0, где f1 —

однозначная мероморфная функция с дивизором
(f1) = R1...RN

(ω0)qQ1
и f0 — мультипликативная единица

для ρ на Fµ. Здесь ψ(ρ) = 0 и, по теореме Абеля,
имеем равенство :

ϕ(R1...Rg) = −2Kq + ϕ(Q1)− ϕ(Rg+1...RN ) = a.
(∗∗)

При наших условиях в обоих случаях a) и b)
верно неравенство N − g ≥ g− 1 и dim W 1

g ≤ g− 2.
Шевелением дивизоров Rg+1...RN можно добить-
ся, что a не принадлежит W 1

g и уравнения (∗) и
(∗∗), в многообразии Якоби, имеют единственные
решения R1...Rg.

Выбирая локально голоморфное сечение по [µ]
и ρ дивизоров Rg+1...RN над Tg, получим диви-
зор R1...Rg (как единственное решение предыду-
щих уравнений в J(Fµ)), тоже голоморфно зави-
сящий от ρ и [µ]. Причем малым шевелением ди-
визоров Rg+1...RN можно добиться, чтобы точка
Q1 не совпадала с точками R1, ..., RN .

2) Если существует дифференциал τρ;Q1

для несущественного характера ρ c вычетом
resQ1τρ;Q1 = cQ1 6= 0 для некоторой его ветви, то
f−1
0 τρ;Q1 — абелев дифференциал с единственным
простым полюсом в Q1 и f0 — мультипликатив-
ная функция для ρ на Fµ. По теореме о вычетах
f−1
0 (Q̃1)cQ1 = 0, где Q̃1 6= Q1. Противоречие.

Это утверждение также следует из теоремы
Римана-Роха так как iρ(Q−1

1 ) = g = iρ(1) для несу-
щественного характера ρ. Действительно,
0 = rρ−1(Q1) = deg( 1

Q1
)− g + 1 + iρ( 1

Q1
) =

= −1− g + 1 + iρ( 1
Q1

). Теорема 2.3 доказана.
Ясно, что (ρ, m)-дифференциал ω имеет един-

ственный дивизор D = (ω) из своих нулей и по-
люсов, с учетом кратности, на F рода g ≥ 2, и
deg D = (2g − 2)m, m ≥ 1.

Выясним будет ли по заданному дивизору D
на F рода g ≥ 2, deg D = (2g − 2)m определяться
(ρ,m)-дифференциал ω с точностью до умноже-
ния на ненулевую константу на F.
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Известно из [8, с. 23], что любой дивизор D
на F рода g ≥ 2 степени (2g − 2)m, g ≥ 1,
m ≥ 1 есть дивизор единственного (с точностью
до умножения на ненулевую константу) (ρ, m)-
дифференциала, принадлежащего к единственно-
му нормированному характеру ρ.

Теорема 2.4. Пусть D — дивизор,
deg D = (2g− 2)m, m ≥ 0 на компактной римано-
вой поверхности F рода g ≥ 2, тогда:

1) если существуют два дифференциала ω1 и
ω2, (ω1) = (ω2) = D, для одного и того же харак-
тера ρ, то ω1 = cω2, где c = const 6= 0 на F ;

2) если существуют два дифференциала ω1 и
ω2, (ω1) = (ω2) = D, для различных характеров ρ1

и ρ2, ρ1 6= ρ2, то ω1 = ω2g, где g — мультиплика-
тивная единица для несущественного характера
ρ0 на F, где ρ1 = ρ2ρ0;

3) если существуют два дифференциала ω1

и ω2, (ω1) = (ω2) = D, для нормированных ха-
рактеров ρ1 и ρ2, то ρ1 = ρ2 и ω1 = cω2, где
c = const 6= 0 на F.

3. Однозначные мероморфные
дифференциалы на переменной

компактной римановой поверхности

Обозначим через Ω2(Fµ) пространство одно-
значных (абелевых) дифференциалов второго ро-
да с конечным числом полюсов на Fµ, а через
Ω2,e(Fµ) — подпространство всех точных диффе-
ренциалов второго рода на переменной поверхно-
сти Fµ.

Рассмотрим Ẽ1 =
⋃
[µ]

Ω2(Fµ)/Ω2,e(Fµ), вектор-

ное расслоение у которого над точкой [µ] из базы
Tg лежит слой Ω2(Fµ)/Ω2,e(Fµ).

Теорема 3.1. Векторное расслоение Ẽ1 явля-
ется голоморфным векторным расслоением ранга
2g над базой Tg при g ≥ 2. При этом наборы клас-
сов смежности дифференциалов

ζ1, ..., ζg, τ
(n1+1)

P̃1
, ..., τ

(ng+1)

P̃1
(∗)

и
ζ1, ..., ζg, τ

(2)

P̃1
, ..., τ

(2)

P̃g
(∗∗)

задают базис локально голоморфных сечений это-
го расслоения, где n1, ..., ng — пробелы Вейер-
штрасса в P̃1 на Fµ и r( 1

P̃1...P̃g
) = 1 на Fµ.

Доказательство. Зададим отображение Φ1

из пространства Ω2(Fµ)/Ω2,e(Fµ) на C2g по пра-
вилу: сопоставляем ω его базисные периоды, т. е.

Φ1 : ω → (
∫

a1

ω, ...,

∫

ag

ω,

∫

b1

ω, ...,

∫

bg

ω) ∈ C2g.

Ядро отображения Φ1 совпадает с Ω2,e(Fµ). Дей-
ствительно, если все указанные периоды для диф-
ференциала ω равны нулю, то и все остальные пе-
риоды тоже равны нулю. Поэтому дифференциал

ω будет точным на Fµ, а значит, принадлежит про-
странству Ω2,e(Fµ). Ясно также, что если диффе-
ренциал принадлежит пространству Ω2,e(Fµ), то
все его периоды равны нулю. Так как отображе-
ние Φ1 взаимнооднозначно и линейно на фактор
пространстве, то dimC Ω2(Fµ)/Ω2,e(Fµ) ≤ 2g.

Докажем обратное неравенство

dimC Ω2(Fµ)/Ω2,e(Fµ) ≥ 2g

и построим базис этого фактор-пространства.
Возьмем мероморфные дифференциалы из на-

бора (∗) на поверхности Fµ. Покажем, что клас-
сы смежности с такими дифференциалами будут
линейно независимы над C на Fµ. От противно-
го. Предположим, что существует линейная ком-
бинация, у которой не все коэффициенты нули,
равная нулевому классу, тогда верно равенство
C1ζ1 + ... + Cgζg + C̃1τ

(n1+1)

P̃1
+ ... + C̃gτ

(ng+1)

P̃1
= df,

где df — точный дифференциал второго рода, а f
– однозначная мероморфная функция на Fµ.

Выберем среди коэффициентов C̃j 6= 0 ко-
эффициент с максимальным номером, например,
j = j0. Тогда f будет иметь в качестве особенно-
стей только один полюс P̃1 порядка nj0 . Это про-
тиворечит выбору пробелов в точке P̃1 на Fµ. По-
этому C̃1 = ... = C̃g = 0.

Осталось равенство C1ζ1 + ... + Cgζg = df.
Теперь рассмотрим коэффициенты C1, ..., Cg.

Так как ζ1, ..., ζg — канонический базис, то
aj−период левой части будет равен Cj , а для пра-
вой части все периоды равны нулю. Отсюда
C1 = ... = Cg = 0. Таким образом, доказали линей-
ную независимость классов смежности дифферен-
циалов из набора (∗).

Рассмотрим набор (∗∗). Если существует ли-
нейная комбинация

C1ζ1 + ... + Cgζg + C̃1τ
(2)

P̃1
+ ... + C̃gτ

(2)

P̃g
= df,

то все коэффициенты C̃j = 0, j = 1, ..., g, так как
в противном случае функция f будет иметь диви-
зор (f) ≥ 1

P̃1...P̃g
, что противоречит выбору точек

P̃1, ..., P̃g на Fµ. Аналогично, как для набора (∗),
показывается, что Ck = 0, k = 1, ..., g.

Поэтому dimCΩ2(Fµ)/Ω2,e(Fµ) = 2g.

Известно, что дифференциалы τ
(nj+1)

P̃1
можно

выбрать голоморфно зависящими от [µ] [10; 11].
Теорема 3.1 доказана.

Следствие 3.1. Расслоение Ẽ1 является го-
ломорфным (глобально) тривиальным над про-
странством Тейхмюллера и существуют гло-
бальные сечения для Ẽ1 над Tg, т.е. существуют
2g абелевых дифференциалов первого и второго ро-
да, которые являются глобальными функциями
от [µ] на Tg.

Доказательство. Это следует из теоремы
Грауэрта, в силу односвязности базы Tg, о том,
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что над такой базой расслоение становится гло-
бально тривиальным или комплексно аналитиче-
ски эквивалентным Tg ×C2g. Следствие 3.1 дока-
зано.

Обозначим через Ω( 1
Q1...Qs

, Fµ) пространство
абелевых дифференциалов с дивизорами кратны-
ми 1

Q1...Qs
, где Q1...Qs — локально голоморфное

сечение в пространстве дивизоров степени s над
Tg, где s ≥ 2.

Пусть Ẽ2 =
⋃
[µ]

Ω( 1
Q1···Qs

, Fµ) — векторное

расслоение над Tg. По теореме Римана-Роха,
r(Q1...Qs) = −s − g + 1 + i( 1

Q1...Qs
). Отсюда

i( 1
Q1...Qs

) = s + g − 1, так как r(Q1...Qs) = 0.
Рассмотрим набор дифференциалов

ζ1, ..., ζg, τQ2Q1 , ..., τQsQ1 , (1)

которые, по теореме Берса и по классическим ре-
зультатам, локально голоморфно зависят от [µ].

Этот набор линейно независим над C. Если
C1ζ1+...+Cgζg+C̃1τQ2Q1+...+C̃s−1τQsQ1 = 0 на Fµ,

то C̃1 = ... = C̃s−1 = 0, так как нет особенностей
в правой части. Коэффициенты C1 = ... = Cg = 0
в силу независимости ζ1, ..., ζg над C на Fµ. Таким
образом, доказано предложение.

Предложение 3.1. Векторное расслоение Ẽ2

ранга g + s − 1 при s ≥ 2 является голоморфным
векторным расслоением над Tg, а набор диффе-
ренциалов (1) дает базис локально голоморфных
сечений этого расслоения.

Следствие 3.2. Векторное расслоение Ẽ2

комплексно аналитически эквивалентно прямому
произведению Tg×Cg+s−1 и существуют g+s−1
глобальных голоморфных сечений этого расслое-
ния над Tg.

Обозначим через Ẽ3 =
⋃
[µ]

Ω( 1
Q1...Qs

, Fµ)/Ω(1, Fµ)

векторное расслоение над Tg, s ≥ 2, где Ω(1, Fµ)
— пространство голоморфных абелевых диффе-
ренциалов на Fµ.

По теореме Римана-Роха, i( 1
Q1...Qs

) = g + s− 1
и i(1) = g поэтому

dimC Ω(
1

Q1...Qs
, Fµ)/Ω(1, Fµ) = s− 1.

Докажем, что набор классов смежности диф-
ференциалов

τQ2Q1 , ..., τQsQ1 (2)

будет линейно независим над C на Fµ. Если
C1τQ2Q1 + ... + Cs−1τQsQ1 = ω, где ω — голо-
морфный дифференциал, то все коэффициенты
C1 = ... = Cs−1 = 0, так как особые точки правой и
левой сторон различны. Таким образом, доказали
предложение.

Предложение 3.2. Векторное расслоение Ẽ3

будет голоморфным векторным расслоением ран-

га s − 1 над Tg, и классы смежности дифферен-
циалов набора (2) образуют базис локально голо-
морфных сечений этого расслоения. Кроме того,
Ẽ3 комплексно аналитически эквивалентно пря-
мому произведению Tg×Cs−1 и существуют s−1
глобальных голоморфных сечений этого расслое-
ния над Tg.

4. Пространства дифференциалов Прима
на переменной компактной римановой

поверхности

Обозначим через Ω2,ρ(Fµ) пространство меро-
морфных дифференциалов второго рода для ха-
рактера ρ на Fµ, а через Ωe,ρ(Fµ) – подпростран-
ство всех мультипликативно точных дифферен-
циалов для ρ. Пусть ωj – абелев дифференциал
второго рода на Fµ с единственным полюсом в
точке Pj точно второго порядка с нулевыми a-
периодами, j = 1, ..., g. Пусть ζ̃1, ..., ζ̃g−1 – любой
базис пространства голоморфных дифференциа-
лов Прима для существенного характера ρ на Fµ,
которые голоморфно зависят от модулей [µ] и ха-
рактера ρ [8, с. 105].

Введем наборы дифференциалов, представля-
ющих классы смежности в фактор пространстве
Ω2,ρ(Fµ)/Ωe,ρ(Fµ):

(i) для несущественных характеров

f0ζ1, ..., f0ζg, f0ω1, ..., f0ωg, (1)

f0ζ1, ..., f0ζg, f0τ
(n1+1)
P1

, ..., f0τ
(ng+1)
P1

, (2)

где τ
(m)
P1

– абелев дифференциал, n1, ..., ng – муль-
типликативные пробелы Вейерштрасса в точке P1

на Fµ и rρ( 1
P1...Pg

) = 1;
(ii) для существенных характеров

ζ̃1, ..., ζ̃g−1, τ̃
(2)
P1

, ..., τ̃
(2)
Pg−1

, (3)

ζ̃1, ..., ζ̃g−1, τ̃
(ñ1+1)

P̃1
, ..., τ̃

(ñg−1+1)

P̃1
, (4)

где τ̃
(m)
P – дифференциал Прима, ñj – мультипли-

кативные пробелы Вейерштрасса на Fµ в точке P̃1,
и rρ( 1

P1...Pg−1
) = 0.

Обозначим через E1 =
⋃

[µ],ρ

Ω2,ρ(Fµ)/Ωe,ρ(Fµ)

векторное расслоение над Tg × (Lg\1), а E2 =
=

⋃
[µ],ρ

Ω2,ρ(Fµ)/Ωe,ρ(Fµ) – векторное расслоение

над Tg ×Hom(Γ,C∗) \Lg. В силу леммы 1.1, ука-
занные расслоения корректно определены над та-
кими базами.

Для любого характера ρ 6= 1 определим отоб-
ражение из Ω2,ρ(Fµ) в H1(Γµ, ρ), сопоставляя диф-
ференциалу ω его класс периодов [ω] ∈ H1(Γµ, ρ)
[4]. При ρ 6= 1 пространство H1(Γµ, ρ) является
комплексным векторным пространством размер-
ности 2g − 2.

Поднимем ω ∈ Ω2,ρ(Fµ) на U, где Fµ = U/Γ
′
.

Найдем классические периоды
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ωz0(T ) =
Tz0∫
z0

ω + m1

∫
γ1

ω + ... + mk

∫
γk

ω, где обо-

значили через γj петлю обходящую только вокруг
полюса Qj и не обходящую вокруг остальных по-
люсов для ω на Fµ и mj ∈ Z, j = 1, ..., k. При этом

интеграл
Tz0∫
z0

ω берется по некоторому специально-

му пути в круге U, не проходящему через полюса
дифференциала ω.

Так как ω – дифференциал Прима второго ро-
да, то все вычеты для всех ветвей ω в полюсах
равны нулю. Поэтому существует первообразная
мероморфная функция f(z) на U такая, что ω = df

на Fµ\{Q1, ..., Qk} и ωz0(T ) =
Tz0∫
z0

df(z) для любого

T ∈ Γ
′
.

Зададим отображение

Ω2,ρ(Fµ) 3 ω → [ω] =
= {ωz0(A1), ..., ωz0(Bg), ωz0(γ1), ..., ωz0(γk)} ∈

∈ H1(Γ
′′
, ρ′),

где ρ′(γj) = 1, j = 1, ..., k, ρ′ = ρ на π1(Fµ) ∼= Γ
′
.

Здесь Γ
′′

– фуксова группа первого рода уни-
формизирующая поверхность Fµ\{Q1, ..., Qk} в
круге U. Так как все ωz0(γj), j = 1, ..., k, рав-
ны нулю, то класс [ω] выражается только через
ωz0(A1), ..., ωz0(Bg), которые удовлетворяют урав-

нению 0 =
g∑

j=1

[σ(Bj)ωz0(Aj)−σ(Aj)ωz0(Bj)], и для

ρ 6= 1 существует такое k, что при ρ(Ak) 6= 1 пери-
од ωz0(Ak) = 0 и при ρ(Bk) 6= 1 период ωz0(Bk) = 0
[4].

Значит, отображение Ω2,ρ(Fµ) 3 ω → [ω] ∈
H1(Γµ, ρ) корректно определено, хотя сначала
[ω] ∈ H1(Γ

′′
, ρ
′
).

По лемме 1.2, если класс периодов [ω] = 0 в
H1(Γµ, ρ) для некоторого ω ∈ Ω2,ρ(Fµ), то диф-
ференциал ω является мультипликативно точным
для ρ на Fµ, а значит, ω ∈ Ωe,ρ(Fµ).

Если ω ∈ Ωe,ρ(Fµ), то как раньше все ωz0(γj) =
0, j = 1, ..., k. По условию ω = df, где f – муль-
типликативная мероморфная функция на Fµ. От-
сюда все периоды, по Р. Ганнингу, для ω при-
надлежат пространству B1(Γµ, ρ). Следовательно,
[ω] = 0 в H1(Γµ, ρ).

Поэтому для любого ρ 6= 1 отображение пери-
одов из Ω2,ρ(Fµ)/Ωe,ρ(Fµ) в H1(Γµ, ρ), задаваемое
по правилу ω + Ωe,ρ → [ω + Ωe,ρ] = [ω] будет кор-
ректно определено, взаимнооднозначно и линейно.
Следовательно, dimCΩ2,ρ(Fµ)/Ωe,ρ(Fµ) ≤ 2g − 2
для любого ρ 6= 1.

Теорема 4.1. Векторное расслоение E1 над
Tg×(Lg\{1}) будет голоморфным векторным рас-
слоением ранга 2g−2, причем сокращенные наборы
(1) и (2) из 2g − 2 классов смежности дифферен-
циалов будут базисами локально голоморфных се-

чений векторного расслоения E1. Кроме того, E1

аналитически изоморфно тривиальному вектор-
ному расслоению над Tg × (Lg\{1}) ранга 2g − 2.

Доказательство. Покажем, что верно обрат-
ное неравенство для размерностей и построим ба-
зис в нашем фактор-пространстве.

Рассмотрим наборы (1) и (2). Нужно показать,
что два класса из перечисленных будут линейно
зависеть от 2g − 2 остальных классов. Вместо од-
ного из дифференциалов f0ζ1, ..., f0ζg можно взять
df0, который представляет нулевой класс смежно-
сти. Действительно, если ρ0 6= 1 на Fµ0 , то суще-
ствует Ak ∈ Γµ, такое, что exp 2πick = ρ0(Ak) 6= 1.
Поэтому ck 6= 0 для любого ρ из достаточно ма-
лой окрестности U(ρ0) ⊂ Lg\{1} и для любого
[µ] ∈ U [µ0]. Так как df0 = 2πic1f0ζ1+...+2πicgf0ζg,
то f0ζk выражается линейно через остальные.

Заметим, что верно неравенство (f0τ
(n1+1)
P1

) ≥
1

P
n1+1
1

≥ 1

P
nj+1
1

для любого j = 2, ..., g и первый

дифференциал f0τ
(n1+1)
P1

лежит во всех простран-
ствах Ωρ( 1

P
nj+1
1

), j = 2, ..., g, а значит, выражается

как линейная комбинация через g − 1 остальных
дифференциалов.

Покажем, что сокращенный набор (1)
классов смежности для дифференциалов
f0ζ1, ..., f̂0ζk, ..., f0ζg, f0ω2, ..., f0ωg будет линейно
независим над C.

Предположим, что существует линейная ком-
бинация, с коэффициентами не всеми равными ну-
лю, вида

C1f0ζ1 + ... + Ĉkf0ζk + ... + Cgf0ζg+

+C̃2f0ω2 + ... + C̃gf0ωg = df,

где f – (мероморфная) функция для ρ и df ∈
Ωe,ρ(Fµ), а ρ(Ak) 6= 1. Верно неравенство (f) ≥

1
P2...Pg

≥ 1
P1...Pg

, но в силу выбора точек P1, ..., Pg

не существует таких функций f на Fµ для ρ. По-
этому коэффициенты C̃2 = ... = C̃g = 0.

Оставшееся равенство влечет, что f является
мультипликативной единицей и f = C ′1f0. Если
C ′1 = 0, то ζ1, ..., ζ̂k, ..., ζg будут линейно зависимы
на Fµ. Противоречие.

Если C ′1 6= 0, то C
′
1df0 = df =

∑
j 6=k

Cjf0ζj . Для

ρ0 6= 1, ρ0(Ak) 6= 1, имеем

C ′1df0 = (
∑

j 6=k

C ′12πicjf0ζj) + C ′12πickf0ζk

на Fµ, где C ′1ck 6= 0. Отсюда получаем на Fµ ра-
венство вида (

∑
j 6=k

(C ′12πicj−Cj)ζj)+C ′12πickζk = 0.

Противоречие с линейной независимостью абеле-
вых дифференциалов ζ1, ..., ζg. Поэтому Cj = 0
для всех j 6= k.

Покажем, что сокращенный набор (2)
классов смежности для дифференциалов
f0ζ1, ..., f̂0ζk, ..., f0ζg, f0τ

(n2+1)
P1

, ..., f0τ
(ng+1)
P1

будет
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линейно независим над C. Предположим, что су-
ществует линейная комбинация, с коэффициента-
ми не всеми равными нулю, вида

C1f0ζ1 + ... + Ĉkf0ζk + ... + Cgf0ζg+

+C̃2f0τ
(n2+1)
P1

+ ... + C̃gf0τ
(ng+1)
P1

= df,

где f – мероморфная функция для ρ и
df ∈ Ωe,ρ(Fµ).

Выберем среди коэффициентов C̃j 6= 0 ко-
эффициент с максимальным номером, например,
j = j0. Тогда f будет иметь в качестве особенно-
стей только один полюс P1 порядка nj0 . Это про-
тиворечит выбору мультипликативных пробелов в
точке P1 на Fµ. Поэтому C̃2 = ... = C̃g = 0. Обра-
щение в нуль коэффициентов C1, ..., Ĉk, ..., Cg до-
казывается также, как для предыдущего набора.

Таким образом, построили два вида наборов
классов смежности, локально голоморфно завися-
щих от [µ] и ρ, которые являются линейно неза-
висимыми над C. Следовательно, верно обратное
неравенство dimC Ω2,ρ(Fµ)/Ωe,ρ(Fµ) ≥ 2g − 2. По-
этому dimC Ω2,ρ(Fµ)/Ωe,ρ(Fµ) = 2g − 2.

По теореме Грауэрта [4; 11], в силу односвяз-
ности базы Tg × (Lg \ {1}), это расслоение анали-
тически эквивалентно тривиальному векторному
расслоению над Tg × (Lg \ {1}) ранга 2g − 2. Тео-
рема 4.1 доказана.

Замечание 4.1. Из теоремы 4.1 следует, что
для расслоения E1 существуют 2g− 2 глобальных
голоморфных сечений над базой Tg × (Lg \ {1}).

Теорема 4.2. Векторное расслоение E2 над
Tg × (Hom(Γ,C∗) \ Lg) будет голоморфным век-
торным расслоением ранга 2g − 2. При этом на-
боры (3) и (4) классов смежности дифференциа-
лов будут базисами локально голоморфных сече-
ний этого расслоения.

Доказательство. Нужно только доказать,
что верно обратное неравенство для размерностей
и построить базис в нашем фактор-пространстве.
По теореме 1.1 существует g − 1 различных точек
P1, ..., Pg−1 на Fµ, голоморфно зависящих от [µ] и
ρ, таких, что rρ( 1

P1...Pg−1
) = 0, или не существует

мультипликативных функций f для ρ на Fµ, чьи
особенности только полюса порядка не выше 1 в
этих точках.

Кроме того, по теореме 1.3 о мультипликатив-
ных пробелах Вейерштрасса для существенного
характера ρ в точке P̃1 на Fµ, голоморфно зави-
сящей от [µ] и ρ, имеется ровно g − 1 мультипли-
кативных пробелов ñ1, ..., ñg−1, удовлетворяющих
условию 1 ≤ ñ1 < ñ2 < · · · < ñg−1 < 2g [8, c. 76].

Покажем, что классы смежности, задаваемые
дифференциалами Прима из набора (3) или (4)
для ρ, будут линейно независимы над C на Fµ.

Докажем от противного. Если набор (3) линей-
но зависим, то верно равенство

C1ζ̃1 + ...+Cg−1ζ̃g−1 +C ′1τ̃
(2)
P1

+ ...+C ′g−1τ̃
(2)
Pg−1

= df,

в котором не все коэффициенты равны нулю, где
f – мероморфная функция для ρ на Fµ. Коэффи-
циенты C ′1 = C ′2 = ... = C ′g−1 = 0, так как не суще-
ствует функции f для ρ, у которой только точки
P1, ..., Pg−1 будут простыми полюсами.

Если числа C1, ..., Cg−1 не все равны нулю, то
ввиду голоморфности левой части получим, что
f – единица для ρ и характер ρ – несуществен-
ный. Получили противоречие с условием. Поэтому
C1 = ... = Cg−1 = 0.

Таким образом, показали, что набор (3) дает
линейно независимые над C классы смежности на-
шего фактор пространства.

Покажем, что набор (4) представляет линей-
но независимые классы смежности. Предположим,
что есть линейная зависимость и верно равенство

C1ζ̃1 + ... + Cg−1ζ̃g−1+

+C ′1τ̃
(ñ1+1)

P̃1
+ ... + C ′g−1τ̃

(ñg−1+1)

P̃1
= df,

где f – мероморфная функция для ρ на Fµ. Если
не все коэффициенты C ′1, ..., C

′
g−1 равны нулю, то

существует коэффициент C ′j0 6= 0 с максимальным
номером, а значит, функция f имеет полюс только
в точке P̃1 точно порядка ñj0 . Противоречие, так
как ñj0 – мультипликативный пробел Вейерштрас-
са в P̃1 на Fµ для ρ. Равенство нулю коэффици-
ентов C1, ..., Cg−1 доказывается также, как выше.
Таким образом, dimΩ2,ρ(Fµ)/Ωe,ρ(Fµ) ≥ 2g−2 для
существенных характеров ρ на Fµ. Теорема 4.2 до-
казана.

Обозначим через Ωρ( 1
Q1...Qs

; Fµ) пространство
мероморфных дифференциалов Прима для ρ с
полюсами не выше первого порядка в точках
Q1, ..., Qs, s ≥ 2, а через Ωe,ρ(1; Fµ) – подпро-
странство мультипликативно точных голоморф-
ных дифференциалов для ρ, где дивизор Q1...Qs

на Fµ понимается как глобальное вещественно
аналитическое сечение К. Эрла [12] расслоения це-
лых дивизоров степени s над пространством Тейх-
мюллера Tg [8].

Введем наборы дифференциалов, представ-
ляющих классы смежности нашего фактор про-
странства: для несущественных характеров

f0ζ1, ..., f̂0ζk, ..., f0ζg, f0τQ2Q1 , ..., f0τQsQ1 ; (∗)

для существенных характеров

ζ̃1, ..., ζ̃g−1, τ̃ρ;Q2Q1 , ..., τ̃ρ;QsQ1 , τ̃ρ;Q1 . (∗∗)

Для несущественного ρ 6= 1 дифференциал
df0 6= 0 порождает одномерное подпространство в
Ωρ(1; Fµ), т.е. Ωρ(1; Fµ) =< df0 > ⊕H, где H будет
(g − 1)−мерным подпространством. Так если
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ρ0 6= 1, то существует ak такое, что exp 2πick =
ρ0(ak) 6= 1 или ck 6= 0(mod Z). Далее

df0

f0
= 2πi(c1ζ1 + ... + cgζg).

Отсюда 2πickf0ζk = df0 −
∑
j 6=k

2πicjf0ζj и H =
⊕
j 6=k

〈f0ζj〉. В достаточно малых окрестностях

U([µ0]) и U(ρ0) для такого характера ρ0 для всех
ρ ∈ U(ρ0) верно ρ(ak) 6= 1 или ck 6= 0.

Обозначим через

E3 =
⋃

[µ],ρ

Ωρ(
1

Q1...Qs
; Fµ)/Ωe,ρ(1; Fµ)

векторное расслоение над Tg × (Lg\{1}).
Используя формулу Римана-Роха, для любо-

го характера найдем размерность Ωρ( 1
Q1...Qs

;Fµ).
Имеем

rρ−1(Q1...Qs) = deg(
1

Q1...Qs
)− g + 1 + iρ(

1
Q1...Qs

).

Предположим, что существует f 6= 0, f ∈
Lρ−1(Q1...Qs), т. е. f для ρ−1, такая, что (f) ≥
Q1...Qs, s ≥ 1. Следовательно,

0 = deg(f) ≥ s ≥ 1 > 0.

Противоречие. Поэтому rρ−1(Q1...Qs) = 0 и
iρ( 1

Q1...Qs
) = g + s− 1.

Теорема 4.3. Векторное расслоение E3 над
Tg×(Lg\{1}) будет голоморфным векторным рас-
слоением ранга g + s− 2, причем сокращенный на-
бор (∗) из g + s − 2 классов смежности диффе-
ренциалов будет базисом локально голоморфных
сечений этого векторного расслоения, где s ≥ 2.
Кроме того, E3 аналитически изоморфно триви-
альному векторному расслоению над Tg×(Lg\{1})
ранга g + s− 2.

Доказательство. Пусть ρ – несущественный
характер и ρ 6= 1. Тогда существует f0 мульти-
пликативная единица, т. е. (f0) = 1 такая, что
0 6= df0 ∈ Ωe,ρ(1; Fµ). Покажем, что нет других ба-
зисных элементов, кроме cdf0, c 6= 0, в Ωe,ρ(1; Fµ).
Предположим противное, пусть существует ω 6= 0
и ω 6= cdf0, принадлежащий Ωe,ρ(1; Fµ). Тогда
ω = df – мультипликативно точный голоморфный
дифференциал, и существует голоморфная функ-
ция f для ρ и deg(f) = 0. Так как у f нет полюсов,
то нет и нулей, и f – мультипликативная единица
для ρ на Fµ. Поделив f на f0, получим функцию
g = f

f0
, такую, что (g) = ( f

f0
) = (f) = 1, где g –

однозначная голоморфная функция на Fµ, а зна-
чит, g константа, отличная от нуля. Тогда f = cf0,
и ω = df = cdf0, c 6= 0. Противоречие. Поэтому
Ωe,ρ(1; Fµ) =< df0 > и dimC Ωe,ρ(1; Fµ) = 1.

Отсюда получаем, что

dimC Ωρ(
1

Q1...Qs
;Fµ)/Ωe,ρ(1; Fµ) = g + s− 2.

Для несущественного характера ρ построим
базис в этом фактор пространстве. Возьмем для
ρ0 6= 1, ρ0(ak) = exp 2πick следующие дифферен-
циалы : f0ζ1, ..., f̂0ζk, ..., f0ζg, f0τQ2Q1 , ..., f0τQsQ1 ,
где 2πickf0ζk = df0 − 2πi

∑
j 6=k

cjf0ζj , ck 6= 0. Пусть

существует линейная комбинация, у которой не
все нулевые коэффициенты, такая, что

C1f0ζ1 + ... + Ĉkf0ζk + ... + Cgf0ζg+

C̃2f0τQ2Q1 + ... + C̃sf0τQsQ1 = df

на Fµ, где f – голоморфная мультипликатив-
ная функция на Fµ. Тогда коэффициенты C̃2 =
0, ..., C̃s = 0, так как дифференциалы в правой и
левой частях имеют разные особые точки.

Теперь, как в доказательстве теоремы 4.1, по-
лучим, что Cj = 0 для всех j 6= k.

Таким образом, набор классов смежности
[f0ζ1], ..., [̂f0ζk], ..., [f0ζg], [f0τQ2Q1 ], ..., [f0τQsQ1 ] бу-
дет базисом в нашем фактор пространстве для
несущественного характера ρ 6= 1, который голо-
морфно зависит от [µ] ∈ U [µ0] и от ρ ∈ U(ρ0).
Теорема 4.3 доказана.

Заметим, что для ρ ≡ 1, s > 1, дифференциа-
лы ζ1, ..., ζg, τQ2Q1 , ..., τQsQ1 образуют базис в про-
странстве Ω( 1

Q1...Qs
;Fµ) и Ωe(1; Fµ) = {0}, так как,

по классической теореме Римана-Роха,

i(
1

Q1...Qs
) = s + g − 1 + r(Q1...Qs) = s + g − 1.

Теорема 4.4. Векторное расслоение E4 над
Tg × (Hom(Γ,C∗) \ Lg) будет голоморфным век-
торным расслоением ранга g+s−1. При этом на-
бор (∗∗) классов смежности дифференциалов бу-
дет базисом локально голоморфных сечений этого
векторного расслоения, где s ≥ 1, g > 1.

Доказательство. Пусть ρ — существенный
характер. Рассмотрим пространство Ωe,ρ(1; Fµ).
Предположим, что существует ω 6= 0, ω ∈
Ωe,ρ(1;Fµ), тогда ω = df — голоморфный муль-
типликативно точный дифференциал для ρ. Сле-
довательно, f — глобальная голоморфная мульти-
пликативная функция для существенного ρ. Из-
вестно, что deg(f) = 0, поэтому f — мульти-
пликативная единица для ρ, а значит ρ — несу-
щественный. Получили противоречие. Поэтому
Ωe,ρ(1;Fµ) = {0}.

Таким образом :

dimC Ωρ(
1

Q1 · · ·Qs
;Fµ)/Ωe,ρ(1; Fµ) =

= dimC Ωρ(
1

Q1 · · ·Qs
;Fµ) = g + s− 1.

С учетом теоремы 2.3, для существенного харак-
тера ρ имеем g + s− 1 линейно независимых диф-
ференциалов ζ̃1, ..., ζ̃g−1, τ̃ρ;Q2Q1 , ..., τ̃ρ;QsQ1 , τ̃ρ;Q1 .
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Действительно, если существует линейная
комбинация с ненулевыми коэффициентами вида

c1ζ̃1 + ... + cg−1ζ̃g−1 + c
′
1τ̃ρ;Q1+

+ c
′
2τ̃ρ;Q2Q1 + ... + c

′
sτ̃ρ;QsQ1 = df,

где df — голоморфный мультипликативно точный
дифференциал Прима для ρ, то коэффициенты
c
′
2 = ... = c

′
s = 0, поскольку точки Q2, ..., Qs не яв-

ляются особыми для правой части. Затем c
′
1 = 0,

так как в противном случае функция f не будет
локально однозначна в проколотой окрестности
точки Q1, что противоречит условию ρ(γ1) = 1,
где γ1 — петля, обходящая точку Q1. Остается ра-
венство c1ζ̃1 + ... + cg−1ζ̃g−1 = df. В нашем случае
df = 0, а значит, коэффициенты c1 = ... = cg−1 =
0. Теорема 4.4 доказана.

Теорема 4.5. На компактной римановой по-
верхности Fµ рода g ≥ 2 для первой голоморфной
группы когомологий де Рама

H1
hol,ρ(Fµ) = Ωρ(1; Fµ)/Ωe,ρ(1; Fµ)

для характеров верно, что dimC H1
hol,ρ(Fµ) = g−1,

если ρ 6= 1. В этих фактор пространствах на Fµ :
(i) для несущественного характера

ρ0 6= 1, ρ0(ak) 6= 1, классы смежности
[f0ζ1], ..., [̂f0ζk], ..., [f0ζg] дифференциалов образу-
ют базис, которые локально голоморфно зависят
от [µ] и ρ;

(ii) для существенного характера ρ классы
смежности [ζ̃1], ..., [ζ̃g−1] дифференциалов образу-
ют базис, где ζ̃1, ..., ζ̃g−1 — любой базис голоморф-
ных дифференциалов в пространстве Ωρ(1; Fµ),
которые локально голоморфно зависят от [µ] и
от ρ.

5. Гармонические дифференциалы Прима
на переменной компактной римановой

поверхности

Гармоническим дифференциалом Прима φ на
F для ρ ∈ Hom(Γ,C∗) называется гармоническая
(однозначная) дифференциальная 1-форма

φ = φ1(z)dz + φ2(z)dz

на U, такая, что φ1(Tz)dTz + φ2(Tz)dTz =
ρ(T )(φ1(z)dz + φ2(z)dz), T ∈ Γ, z ∈ U.

Гармонический дифференциал Прима φ на U
представляется в виде φ = φ1(z)dz + φ2(z)dz, где
φ1(z)dz = df1(z), φ2(z)dz = df2(z), fj(z) — голо-
морфные функции на U, j = 1, 2, которые опре-
деляются с точностью до аддитивных комплекс-
ных констант. Поэтому φ = df(z), где f(z) =
f1(z) + f2(z) — комплекснозначная гармоническая
функция на U (гармонический интеграл Прима
для дифференциала φ). Также получаем следую-
щие соотношения:

f(Tz) = ρ(T )f(z)+φ(T ), φ(ST ) = φ(S)+ρ(S)φ(T ),

где

φ(T ) = f(Tz0)− ρ(T )f(z0) = φ1(T ) + φ2(T ),

φ1(T ) = f1(Tz0)− ρ(T )f1(z0),

φ2(T ) = f2(Tz0)− ρ(T )f2(z0).

Здесь φ1(Tz)dTz = ρ(T )φ1(z)dz, φ2(Tz)dTz =
ρ(T )φ2(z)dz, T ∈ Γ, z ∈ U. Следовательно, отоб-
ражение периодов φ : T → φ(T ) или φ : Γ →
C, относительно гармонического интеграла При-
ма f(z), есть элемент из Z1(Γ, ρ). Если f̂1(z) =
f1(z) + c1, f̂2(z) = f2(z) + c2 — другие интегралы
Прима для φ1(z)dz, φ2(z)dz соответственно, то

φ̂1(T ) = φ1(T ) + c1σ(T ),

φ̂2(T ) = (f2(Tz0) + c2)− ρ(T )(f2(z0) + c2) =

= φ2(T ) + c2σ(T ).

Таким образом,

φ̂(T ) = φ(T ) + (c1 + c2)(1− ρ(T )), T ∈ Γ,

и отображения периодов при различных гармо-
нических интегралах Прима для одного и того
же гармонического дифференциала Прима будут
отличаться на элемент из B1(Γ, ρ). Поэтому C-
линейное отображение p : φ → [φ] ∈ H1(Γ, ρ), ко-
торое гармонический дифференциал Прима φ пе-
реводит в его класс периодов [φ], корректно опре-
делено.

Обозначим через Γ(F,H1(ρ)) пространство
всех гармонических дифференциалов Прима для
ρ на F.

Теорема 5.1. Пусть F — компактная рима-
нова поверхность рода g ≥ 2, φ — гармонический
дифференциал Прима на F для ρ ∈ [S1]2g и [φ] = 0
в H1(Γ, ρ). Тогда φ = 0 на F.

Доказательство 1. [8, с. 155]. По лемме 3.2.1
[8] дифференциал φ = $ + ϕ, где $ и ϕ — го-
ломорфные дифференциалы Прима для ρ и ρ со-
ответственно на F. Из условия [φ] = 0 и леммы
3.2.2 [8] следует существование мультипликатив-
ной функции f на F для ρ, такой, что $+ϕ = df(z)
на U. Покажем, что $ = 0 = ϕ на U. От противно-
го. Предположим, что ϕ 6= 0 на фундаментальной
области ∆ для группы Γ (или на F ). Тогда, поло-
жив ϕ = g(z)dz на ∆, имеем :

i

2

∫ ∫

∆

ϕ ∧ ϕ =
∫ ∫

∆

|g(z)|2dx ∧ dy > 0.

С другой стороны,

ϕ ∧ ϕ = ϕ ∧$ + ϕ ∧ ϕ =

= ϕ ∧ df = −d(fϕ).

Отсюда
∫ ∫

∆

ϕ ∧ ϕ =
∫ ∫

∆

ϕ ∧ df = −
∫

∂∆

fϕ = 0
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по теореме 3.2.3 [8, с. 155], так как ρ1 = ρ, ρ2 = ρ,
ρρ = 1 и для дифференциала df все a−периоды и
b−периоды равны 0. Получили противоречие. По-
этому φ = $.

Повторяя предыдущие рассуждения с $, по-
лучим, что $ = 0 на U.

Доказательство 2. Используя обозначения
предыдущего доказательства, получим, что

0 ≤ (φ, φ) =
∫ ∫

∆

φ ∧ ∗φ =
∫

∂∆

f(z)(∗φ) = 0.

Последнее равенство снова выводится из теоремы
3.2.3 [8]. Отсюда, (φ, φ) = 0 на ∆ и φ = 0 на ∆.
Следовательно, φ = 0 на F. Теорема доказана.

Следствие 5.1. Гармонический дифференци-
ал Прима φ на F для ρ ∈ [S1]2g\1 единствен-
но определяется своим классом периодов [φ] ∈
H1(Γ, ρ) и Γ(F,H1(ρ)) ∼= H1(Γ, ρ).

Множество всех гармонических дифференци-
алов Прима φ для ρ ∈ Hom(Γµ,C∗) образует ком-
плексное (2g − 2)-мерное векторное пространство
Γ(Fµ,H1(ρ)) при ρ /∈ Lg ∪ Lg, так как

Γ(Fµ,H1(ρ)) = Γ(Fµ, O1,0(ρ))⊕ Γ(Fµ, O0,1(ρ)),

где Lg — образ Lg при отображении ρ → ρ. Вы-
берем базис {φj(z; ρ, [µ])dz}g−1

j=1 для Γ(Fµ, O1,0(ρ)),
голоморфно зависящий от ρ в достаточно малой
окрестности U(ρ0) ⊂ Hom(Γµ,C∗)\(Lg ∪ Lg) и
голоморфно зависящий от [µ] в достаточно ма-
лой окрестности U([µ0]) ⊂ Tg [8, c. 105; 4]. Од-
новременно выберем базис {φj(z; ρ, [µ])dz}g−1

j=1 в
Γ(Fµ, O1,0(ρ)), голоморфно зависящий от ρ в U(ρ0)
(образ U(ρ0) при отображении ρ → ρ, это отоб-
ражение будет автоморфизмом на Lg ∪ Lg) и го-
ломорфно зависящий от [µ] в достаточно малой
окрестности U([µ0]). Здесь класс [µ] имеет модули
(c1, c2, ..., c3g−3) ∈ C3g−3, а класс [µ] имеет модули
(c1, c2, ..., c3g−3) ∈ C3g−3.

Поэтому набор гармонических дифференциа-
лов Прима

φ1(z; ρ, [µ])dz, . . . , φg−1(z; ρ, [µ])dz,

φ1(z; ρ, [µ])dz, . . . , φg−1(z; ρ, [µ])dz

образует базис, голоморфно зависящий от ρ ∈
U(ρ0) и от [µ].

Таким образом, на комплексном векторном
расслоении (это есть так называемое гармониче-
ское расслоение Прима)

HP = ∪[µ],ρ/∈Lg∪Lg
Γ(Fµ,H1(ρ)) = P1,0 ⊕P0,1

ранга 2g−2 над Tg×Hom(Γ,C∗)\(Lg∪Lg) опреде-
лена структура голоморфного векторного рассло-
ения.

Скалярное произведение на слое Γ(Fµ,H1(ρ))
определено по формуле:

(φ1, φ2) = i

∫ ∫

ws([µ)](∆)

(u1u2 + v1v2)dz ∧ dz,

где ∆ —фиксированная фундаментальная область
для Γ в U ; φj = uj(z)dz + vj(z)dz, j = 1, 2. Здесь
s([µ)] – локально голоморфное сечение Эрла над
пространством Тейхмюллера [12].

Скалярное произведение эрмитово, так как
(φ1, φ2) = (φ2, φ1). Легко видеть, что C−линейный
оператор ∗ (звезда Ходжа) будет изометрией на
слое Γ(Fµ,H1(ρ)). Оператор ∗ также изометрия
слоя Γ(Fµ, O1,0(ρ)) на себя и изометрия слоя
Γ(Fµ, O0,1(ρ)) на себя.

Относительно этого скалярного произведения
пространства Γ(Fµ, O1,0(ρ)) и Γ(Fµ, O0,1(ρ)) ор-
тогональны, так как, если φ1 = u(z)dz ∈
Γ(Fµ, O1,0(ρ)), φ2 = v(z)dz ∈ Γ(Fµ, O0,1(ρ)), тогда
(φ1, φ2) =

∫ ∫
ws([µ)](∆)

udz∧∗v(z)dz = 0. Векторные
расслоения P1,0,P0,1 и HP являются эрмитовы-
ми голоморфными векторными расслоениями над
Tg ×Hom(Γ,C∗)\(Lg ∪ Lg). Следовательно, дока-
зана

Теорема 5.2. Гармоническое расслоение При-
ма HP =

⋃
([µ],ρ) Γ(Fµ, O1,0(ρ))⊕Γ(Fµ, O0,1(ρ)) яв-

ляется эрмитовым голоморфным векторным рас-
слоением ранга 2g− 2. Кроме того, HP является
прямой суммой ортогональных эрмитовых голо-
морфных ∗−инвариантных векторных подрассло-
ений P1,0 и P0,1 ранга g − 1 над

Tg ×Hom(Γ,C∗)\(Lg ∪ Lg)

при любом g ≥ 2.
Зададим конечное покрытие для Hom(Γ,C∗)\1

открытыми окрестностями Uj = {ρ : ρ(Aj) 6= 1},
Ug+j = {ρ : ρ(Bj) 6= 1}, j = 1, ..., g. Рассмотрим
характер ρ ∈ ([S1]2g\1) ∩ U1. Для других окрест-
ностей Uj , j = 2, ..., 2g рассмотрения будут анало-
гичны.

Следствие 5.2. Для любого ρ0 ∈ [S1]2g\1
существует окрестность U(ρ0) ⊂ {[S1]2g\1},
такая, что для ρ ∈ U(ρ0) ∩ U1 в Γ(F,H1(ρ))
существует базис гармонических дифференциа-
лов Прима φ1 = φ1(ρ; z), ..., φ2g−2 = φ2g−2(ρ; z),
вещественно-аналитически зависящий от ρ
и имеющий матрицу периодов, относительно
A2, ..., Ag, B2, ..., Bg, вида I2g−2 (единичная мат-
рица порядка 2g − 2).

Обозначим через Z1(Γ, ρ) при ρ ∈ Hom(Γ,C∗)
множество всех отображений φ : Γ → C, таких,
что φ(ST ) = φ(S) + ρ(S)φ(T ), S, T ∈ Γ.

Приведем основные свойства таких отображе-
ний:

1) φ(1) = 0, так как φ(S · 1) = φ(S)+ ρ(S)φ(1)
и ρ(S) 6= 0;

2) φ(S−1) = −φ(S)
ρ(S) , так как

0 = φ(1) = φ(SS−1) = φ(S) + ρ(S)φ(S−1)

и φ(S−1) = −φ(S)
ρ(S) ;

3) φ([A,B] · [C,D]) = φ([A,B]) + φ([C, D]), так
как ρ([A,B]) = 1;
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4) φ([A, B]) = σ(B)φ(A)−σ(A)φ(B) для любых
A,B ∈ Γ, где σ(T ) = 1− ρ(T ), T ∈ Γ;

5)
φ(ABA−1) = φ([A,B]B) =

φ([A, B]) + φ(B), A, B ∈ Γ;

6) φ(ABA−1) = ρ(A)φ(B), A ∈ Γ, B ∈ [Γ, Γ].

Теорема 5.3. Когомологическое расслоение
Ганнинга G является голоморфным векторным
расслоением ранга 2g − 2 над

Tg(F )× (Hom(Γ,C∗)\1).

Доказательство. При ρµ 6= 1 существует изо-
морфизм векторного пространства H1(Γµ, ρµ) и
векторного пространства Homρµ([Γµ,Γµ],C), со-
стоящего из гомоморфизмов φ0 : [Γµ, Γµ] → (C, +),
таких, что φ0(SµTµ(Sµ)−1) = ρµ(Sµ)φ0(Tµ), где
Tµ ∈ [Γµ,Γµ], Sµ ∈ Γµ, [Γ,Γ] — коммутант груп-
пы Γ. Таким образом, расслоение G над Tg(F ) ×
(Hom(Γ,C∗)\1) изоморфно расслоению со слоем
Homρµ([Γµ,Γµ],C) над ([µ], ρ), где

ρ(Aj) = ρµ(Aµ
j ), ρ(Bj) = ρµ(Bµ

j ), j = 1, ..., g.

Зададим карту Θ(Ul, {Aj , Bj}g
j=1) над Tg(F ) × Ul

биективно отображающую G |Tg(F )×Ul
на Tg(F )×

Ul × C2g−2 по правилу: элементу φ0([µ], ρµ) ∈
Homρµ([Γµ,Γµ],C) сопоставляется набор :

([µ], ρ; ξl
1, ..., ξ

l
g−1, η

l
1, ..., η

l
g−1).

Здесь над Ul имеем:

ξl
j = φ0([µ], ρµ)([Aµ

j̃
, Aµ

l ]), ηl
j = φ0([µ], ρµ)([Bµ

j̃
, Aµ

l ]),

а над Ug+l –

ξg+l
j = φ0([µ], ρµ)([Aµ

j̃
, Bµ

l ]),

ηg+l
j = φ0([µ], ρµ)([Bµ

j̃
, Bµ

l ]),

где j̃ = j, при 1 ≤ j ≤ l − 1, и j̃ = j + 1, при
l ≤ j ≤ g − 1. Для ρ ∈ U1, например, будет
σµ(Aµ

1 ) = 1 − ρµ(Aµ
1 ) 6= 0 и любой элемент φ0 =

φ0([µ], ρµ) ∈ Homρµ([Γµ,Γµ],C) можно задать как
φ0 = φ1 |[Γµ,Γµ] для φ1 = φ1([µ], ρµ) ∈ Z1(Γµ, ρµ),
такого, что

φ1(A
µ
1 ) = 0, φ1(Tµ) = σµ(Aµ

1 )−1φ0([Tµ, Aµ
1 ]), Tµ ∈ Γµ.

Отсюда получаем соотношения:

ξ1
j = φ0([A

µ
j+1, A

µ
1 ]) = φ1([A

µ
j+1, A

µ
1 ]) =

= σµ(Aµ
1 )φ1(A

µ
j+1),

η1
j = φ0([B

µ
j+1, A

µ
1 ]) = φ1([B

µ
j+1, A

µ
1 ]) =

= σµ(Aµ
1 )φ1(B

µ
j+1), j = 1, ..., g − 1.

Кроме того, из основного коциклического соотно-
шения и задания координат над U1 следует,
что :

φ1(B
µ
1 ) = σµ(Aµ

1 )−2

g−1∑

j=1

[σµ(Bµ
j+1)ξ

1
j − σµ(Aµ

j+1)η
1
j ].

Таким образом, φ1(A
µ
j ), φ1(B

µ
j ), j = 1, ..., g, выра-

жаются через ξ1
j , η1

j , j = 1, ..., g − 1, и последние
можно взять в качестве координат для φ0 в слоях
над Tg(F )×U1. Аналогично можно поступить для
остальных окрестностей.

Координаты ξl
j , η

l
j являются линейными ком-

бинациями от φl(Aj), φl(Bj) с голоморфными ко-
эффициентами на U([µ0]) × Ul, а также линейны-
ми комбинациями от φk(Aj), φk(Bj) с голоморф-
ными коэффициентами на U([µ0])×Uk∩Ul, так как
φl|[Γ,Γ] = φ0 = φk|[Γ,Γ] над U([µ0])× Uk ∩ Ul (здесь
φk и φl определяются, аналогично, как φ1 над U1,
над Uk и Ul соответственно). Далее, φk(Aj), φk(Bj)
— линейные комбинации от ξk

j , ηk
j с голоморф-

ными коэффициентами на U([µ0]) × Uk. Поэтому
координаты ξl

j , η
l
j будут линейными комбинация-

ми от ξk
j , ηk

j с голоморфными коэффициентами на
U([µ0]) × Uk ∩ Ul. Таким образом, получим, что
матрицы перехода Tk,l голоморфны на

Tg(F )× (Ul ∩ Uk)

для всех k, l = 1, ..., 2g. Следовательно, такие кар-
ты Θ(Ul, {Aj , Bj}g

j=1), l = 1, ..., 2g, задают структу-
ру голоморфного векторного расслоения на G над
Tg(F )× (Hom(Γ,C∗)\1). Теорема доказана.

Теорема 5.4. Векторные расслоения Ган-
нинга G =

⋃
([µ],ρ) H1(Γµ, ρ) и Прима HP над

Tg×[S1]2g\1 будут вещественно-аналитично изо-
морфными, и расслоение Ганнинга G над

Tg × [S1]2g\1

равно прямой сумме двух вещественно-
аналитических комплексных векторных подрас-
слоений ранга g − 1 для любого g ≥ 2.

Доказательство. Имеем включения

[S1]2g\1 ⊂ Hom(Γ,C∗)\(Lg ∪ Lg) ⊂ Hom(Γ,C∗)\1,

что сразу следует из теоремы Фаркаша–
Кра [6, с.130], по которой любой нормиро-
ванный несущественный характер будет три-
виальным. На [S1]2g\1 есть естественная
вещественно-аналитическая структура, согласо-
ванная с комплексно-аналитической структу-
рой на Hom(Γ,C∗)\(Lg ∪ Lg). Поэтому голо-
морфные векторные расслоения G и HP над
Tg × Hom(Γ,C∗)\(Lg ∪ Lg), ограниченные на
Tg × [S1]2g\1, будут вещественно-аналитическими
комплексными векторными расслоениями [8; 4],
а послойный C−линейный изоморфизм p будет
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также вещественно-аналитическим изоморфиз-
мом расслоений G и HP над Tg × [S1]2g\1.

Второе утверждение следует из теорем 3.1, 3.3
и 4.1, а также из теоремы 3.1.3 [8, c. 140]. Теорема
доказана.
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