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1. Предварительные сведения
Пусть F — фиксированная гладкая компактная
ориентированная поверхность рода g ≥ 2, с от-
мечанием {ak, bk}g

k=1, т. е. упорядоченным на-
бором образующих для π1(F ), а F0 — рима-
нова поверхность с фиксированной комплексно-
аналитической структурой на F. По теореме уни-
формизации существует конечно порожденная
фуксова группа Γ первого рода, инвариантно дей-
ствующая на единичном круге

U = {z ∈ C : |z| < 1},
такая, что U/Γ конформно эквивалентна F0, Γ
изоморфна π1(F ), и эта группа имеет представ-

ление Γ = 〈A1, ..., Ag, B1, ..., Bg :
g∏

j=1

Cj = I〉, где

Cj = [Aj , Bj ] = AjBjA
−1
j B−1

j , j = 1, ..., g, а I —
тождественное отображение [5].

Любая другая комплексно-аналитическая
структура на F задается некоторым дифферен-
циалом Бельтрами µ на F0, т. е. выражением вида
µ(z)dz/dz, которое инвариантно относительно вы-
бора локального параметра на F0, где µ(z) — ком-
плекснозначная функция на F0 и ‖µ‖L∞(F0)

< 1.
Эту структуру на F будем обозначать через Fµ.
Ясно, что µ = 0 соответствует F0. Пусть M(F ) —
множество всех комплексно-аналитических струк-
тур на F с топологией C∞ сходимости на F0,
Diff0(F ) — группа сохраняющих ориентацию
гладких диффеоморфизмов поверхности F на се-

бя, состоящая из всех диффеоморфизмов гомо-
топных тождественному диффеоморфизму на F0.
Группа Diff0(F ) действует на M(F ) по прави-
лу µ → f∗µ, где f ∈ Diff0(F ), µ ∈ M(F ). Тогда
пространство Тейхмюллера Tg(F ) = Tg(F0) есть
фактор-пространство M(F )/Diff0(F ) [5].

Так как отображение U → F0 = U/Γ
локальный диффеоморфизм, то любой диффе-
ренциал Бельтрами µ на F0 поднимается до
Γ−дифференциала Бельтрами µ на U, т. е.
µ ∈ L∞(U), ‖µ‖∞ = esssupz∈U |µ(z)| < 1, и
µ(T (z))T ′(z)/T

′
(z) = µ(z), z ∈ U, T ∈ Γ.

Если Γ−дифференциал µ на U продолжить на
C\U, положив µ = 0, то существует единственный
квазиконформный гомеоморфизм wµ : C → C с
неподвижными точками +1,−1, i, который явля-
ется решением уравнения Бельтрами wz = µ(z)wz.
Отображение T → Tµ = wµT (wµ)−1 задает изо-
морфизм группы Γ на квазифуксову группу

Γµ = wµΓ(wµ)−1 = 〈Aµ
1 , ...., Bµ

g :
g∏

j=1

[Aµ
j , Bµ

j ] = I〉.
Классический результат Л. Альфорса, Л. Бер-

са [5] утверждает, что пространство Тейхмюллера
Tg(F ) является комплексно аналитическим много-
образием размерности 3g − 3 при g ≥ 2. В работе
Л. Берса [5, с. 99] построен канонический базис
голоморфных дифференциалов

ζ1 = ζ1([µ], ξ)dξ, ..., ζg = ζg([µ], ξ)dξ

для поверхности Fµ, двойственный к канониче-
скому гомотопическому базису {aµ

k , bµ
k}g

k=1 на Fµ.
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Указанный базис голоморфно зависит от модулей
[µ] отмеченной компактной римановой поверхно-
сти Fµ. Кроме того, матрица b−периодов Ω(µ) =
= (πjk[µ])g

j,k=1 на Fµ состоит из комплексных чи-
сел

πjk[µ] =

Bµ
k (ξ)∫

ξ

ζj([µ], w)dw, ξ ∈ wµ(U)

и голоморфно зависит от [µ].
Характером ρ для Fµ называется любой гомо-

морфизм ρ : (π1(Fµ), ·) → (C∗, ·), C∗ = C \ {0}.
Характер единственным образом задается упоря-
доченным набором (ρ(aµ

1 ), ρ(bµ
1 ), ..., ρ(aµ

g ), ρ(bµ
g )) ∈

(C∗)2g. Характер называется нормированным, ес-
ли все его значения лежат на окружности

S1 = {z ∈ C : |z| = 1}

Определение 1.1. m−дифференциалом При-
ма для ρ, относительно фуксовой группы Γ,
или (ρ,m)−дифференциалом, называется диффе-
ренциал φ = φ(z)dzm, такой, что

φ(Tz)(T ′z)m = ρ(T )φ(z), z ∈ U, T ∈ Γ, ρ : Γ → C∗.

В частности, при m = 0, это мультипликатив-
ная функция для ρ относительно Γ.

Если f0 — мультипликативная функция на Fµ

для ρ без нулей и полюсов, то
df0
f0

= 2πi
g∑

j=1

cj([µ], ρ)ζj([µ]) и

f0([µ], P ) = exp

P∫

P0[µ]

2πi

g∑

j=1

cj([µ], ρ)ζj([µ]),

где P0[µ] = fs[µ](P0) ∈ Fµ, cj([µ], ρ) ∈ C, j = 1, ..., g,
cj зависят голоморфно от [µ] и от ρ. При этом
интегрирование ведется от фиксированной точ-
ки P0[µ] до текущей точки P на переменной по-
верхности Fµ, и s[µ] — сечение К. Эрла [6] над
U([µ0]) ⊂ Tg. Отсюда получаем, что характер ρ
для f0 имеет вид: ρ(aµ

k) = exp 2πick([µ], ρ), ρ(bµ
k) =

= exp(2πi
g∑

j=1

cj([µ], ρ)πjk([µ])), k = 1, ..., g.

Будем называть такие характеры ρ несуще-
ственными, а f0 (с таким характером) – единицей.
Характеры, которые не являются несущественны-
ми, будем называть существенными на π1(Fµ).
Обозначим через Hom(Γ,C∗) группу всех харак-
теров на Γ с естественным умножением. Несу-
щественные характеры образуют подгруппу Lg в
группе Hom(Γ,C∗).

Дивизором на Fµ назовем формальное произ-
ведение D = Pn1

1 ...Pnk

k , Pj ∈ Fµ, nj ∈ Z, j = 1, ..., k.

Теорема Римана-Роха для характеров.
[2; 4]. Пусть F — компактная риманова поверх-
ность рода g ≥ 1. Тогда для любого дивизора

D на F и любого характера ρ верно равенство
rρ(D−1) = deg D − g + 1 + iρ−1(D).

Теорема Абеля для характеров. [2;
4]. Пусть D — дивизор на отмеченной пе-
ременной компактной римановой поверхности
[Fµ, {aµ

1 , ..., aµ
g , bµ

1 , ..., bµ
g}] рода g ≥ 1 и ρ — харак-

тер на π1(Fµ). Тогда D будет дивизором мульти-
пликативной функции f на Fµ для характера ρ,
если и только если deg D = 0 и

ϕ(D) =
1

2πi

g∑

j=1

log ρ(bµ
j )e(j)[µ]−

− 1
2πi

g∑

j=1

log ρ(aµ
j )π(j)[µ](= ψ(ρ, [µ]))

в Cg по модулю целочисленной решетки
L(Fµ), порожденной столбцами e(1)[µ], ..., e(g)[µ],
π(1)[µ], ..., π(g)[µ] матрицы aµ−периодов и
bµ−периодов на Fµ, где ϕ[µ] – отображение Якоби
из Fµ в многообразие Якоби J(Fµ) = Cg/L(Fµ).

Для любых фиксированных [µ] ∈ Tg и
ξ0 ∈ wµ(U) определим классическое отображе-
ние Якоби ϕ : wµ(U) → Cg по правилу:

ϕj(ξ) =

ξ∫

ξ0

ζj([µ], w)dw, j = 1, ..., g.

Тогда ϕ индуцирует послойное голоморфное вло-
жение из Fµ в J(Fµ). Универсальное многообразие
Якоби рода g есть расслоенное пространство над
Tg, слой которого над [µ] ∈ Tg есть якобиан J(Fµ)
для поверхности Fµ [6].

Далее, для любого натурального числа n > 1
существует расслоенное пространство над Tg, у ко-
торого слой над [µ] ∈ Tg есть пространство всех
целых дивизоров степени n на компактной рима-
новой поверхности Fµ. Голоморфные сечения это-
го расслоения определяют на каждой Fµ целый
дивизор Dµ степени n, который голоморфно зави-
сит от [µ]. Также существует голоморфное отоб-
ражение ϕn из этого расслоения на универсальное
расслоение Якоби, n ≥ 1, ограничение которого на
слои является продолжением классического отоб-
ражения Якоби ϕ : Fµ → J(Fµ). Известно, что для
n = g отображение ϕ : Fg[µ]\F 1

g [µ] → Wg[µ]\W 1
g [µ]

является аналитическим изоморфизмом, где Fg[µ]
— g−кратное симметрическое произведение по-
верхности Fµ и W 1

g [µ] = ϕ(F 1
g [µ]) имеет комплекс-

ную размерность, не превышающую g − 2 [2; 4].
Локальные голоморфные сечения этих расслоений
над окрестностью U([µ0]) ⊂ Tg можно получить
(для любого n ≥ 1) из локальных голоморфных
сечений К. Эрла s для Φ : M(F ) → Tg над U([µ0])
[6]. Отметим, что, по теореме Л. Берса [5, c. 99],
отображение ψ зависит локально голоморфно от
ρ и [µ].
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2. Элементарные дифференциалы
Прима
Для построения общей теории однозначных и
мультипликативных дифференциалов большую
роль играют так называемые элементарные диф-
ференциалы [2; 4; 5] любого порядка, которые име-
ют минимальное количество полюсов, т. е. либо
один полюс порядка ≥ 2, либо два простых полю-
са и голоморфно зависящие от характеров ρ и от
модулей [µ] римановых поверхностей.

Теорема 2.1. 1) Для любого существенного
характера ρ, точки Q1 ∈ Fµ, натурального числа
q ≥ 1 и несущественного характера ρ, точки
Q1 ∈ Fµ, натурального числа q > 1 существует
элементарный (ρ, q)−дифференциал τρ,q;Q1 тре-
тьего рода с единственным простым полюсом
Q1 = Q1[µ] на Fµ, локально голоморфно завися-
щий от ρ и [µ];

2) Для любого несущественного характера ρ,
точки Q1 ∈ Fµ при q = 1 не существует элемен-
тарный (ρ, 1)−дифференциал τρ;Q1 третьего рода
с единственным простым полюсом Q1 на Fµ.

Доказательство. 1) Если ρ — существенный
характер и q = 1, то, по теореме Римана-Роха, для
характеров имеем равенство:

iρ(
1

Q1
) = −1 + g + 1 + rρ−1(Q1),

iρ( 1
Q1

) = g и iρ(1) = g − 1. Отсюда следует, что
iρ( 1

Q1
) = iρ(1) + 1. Поэтому существует диффе-

ренциал Прима τρ;Q1 для ρ на Fµ с единственным
полюсом в Q1 точно порядка один.

Если ρ — произвольный характер и
q > 1, то, по теореме Римана-Роха, для
(ρ, q)−дифференциалов [4, c. 43] имеем:

iρ,q(D) = (2q − 1)(g − 1)− deg D + r((f)
Zq−1

D
)

и iρ,q(1) = (2q − 1)(g − 1), где f — мультиплика-
тивная функция для ρ и Z — канонический класс
для абелевых дифференциалов на Fµ. Поэтому

iρ,q(
1

Q1
) = iρ,q(1) + 1 + r((f)Zq−1Q1).

Таким образом, имеем равенство:

iρ,q(
1

Q1
) = iρ,q(1) + 1,

так как deg((f)Zq−1Q1) = 0+(q−1)(2g−2)+1 > 0.
Следовательно, существует (ρ, q)−дифференциал
Прима τρ,q;Q1 для ρ на Fµ с единственным полю-
сом в Q1 точно порядка один.

Построим конструктивно такие дифференциа-
лы, локально голоморфно зависящие от ρ и [µ] :

a) такой (ρ, q)−дифференциал Прима τρ,q;Q1

можно задать в следующем виде τρ,q;Q1 = fωq
0,

где f — мультипликативная функция для суще-
ственного характера ρ на Fµ, q ≥ 1 и ω0 — любой
голоморфный абелев дифференциал на Fµ. Диви-
зор

(τρ,q;Q1) =
R1...RN

(ω0)qQ1
(ω0)q,

где N = q(2g − 2) + 1 и точка Q1 не принадлежит
дивизору (ω0). Отсюда получаем равенство:

ϕ(R1...Rg) = −2Kq+ϕ(Q1)−ϕ(Rg+1...RN )+ψ(ρ) = a
(∗)

в многообразии Якоби J(Fµ) для Fµ;
b) в случае ρ = 1 или ρ — несущественный

характер при q > 1 такой дифференциал ищем
в следующем виде τρ,q;Q1 = f0f1ω

q
0, где f1 —

однозначная мероморфная функция с дивизором
(f1) = R1...RN

(ω0)qQ1
и f0 — мультипликативная единица

для ρ на Fµ. Здесь ψ(ρ) = 0 и, по теореме Абеля,
имеем равенство:

ϕ(R1...Rg) = −2Kq + ϕ(Q1)− ϕ(Rg+1...RN ) = a.
(∗∗)

При наших условиях в обоих случаях a) и b)
верно неравенство N − g ≥ g− 1 и dim W 1

g ≤ g− 2.
Шевелением дивизоров Rg+1...RN можно добить-
ся, что a не принадлежит W 1

g и уравнения (∗) и
(∗∗), в многообразии Якоби, имеют единственные
решения R1...Rg.

Выбирая локально голоморфное сечение по [µ]
и ρ дивизоров Rg+1...RN над Tg, получим диви-
зор R1...Rg (как единственное решение предыду-
щих уравнений в J(Fµ)) тоже голоморфно завися-
щий от ρ и [µ]. Причем малым шевелением диви-
зоров Rg+1...RN можно добиться, чтобы точка Q1

не совпадала с точками R1, ..., RN .
2) Если существует дифференциал τρ;Q1

для несущественного характера ρ c вычетом
resQ1τρ;Q1 = cQ1 6= 0 для некоторой его ветви, то
f−1
0 τρ;Q1 — абелев дифференциал с единственным
простым полюсом в Q1 и f0 — мультипликатив-
ная функция для ρ на Fµ. По теореме о вычетах
f−1
0 (Q̃1)cQ1 = 0, где Q̃1 6= Q1. Противоречие.

Это утверждение также следует из теоремы
Римана-Роха так как iρ(Q−1

1 ) = g = iρ(1) для несу-
щественного характера ρ. Действительно,

0 = rρ−1(Q1) = deg(
1

Q1
)− g + 1 + iρ(

1
Q1

) =

= −1− g + 1 + iρ(
1

Q1
).

Теорема 2.1 доказана.

3. Однозначные мероморфные
дифференциалы на переменной ком-
пактной римановой поверхности
Обозначим через Ω2(Fµ) пространство однознач-
ных (абелевых) дифференциалов второго рода с
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конечным числом полюсов на Fµ, а через Ω2,e(Fµ)
— подпространство всех точных дифференциалов
второго рода на переменной поверхности Fµ.

Рассмотрим Ẽ1 =
⋃
[µ]

Ω2(Fµ)/Ω2,e(Fµ), вектор-

ное расслоение у которого над точкой [µ] из базы
Tg лежит слой Ω2(Fµ)/Ω2,e(Fµ).

Теорема 3.1. Векторное расслоение Ẽ1 явля-
ется голоморфным векторным расслоением ранга
2g над базой Tg при g ≥ 2. При этом наборы клас-
сов смежности дифференциалов

ζ1, ..., ζg, τ
(n1+1)

P̃1
, ..., τ

(ng+1)

P̃1
, (∗)

и
ζ1, ..., ζg, τ

(2)

P̃1
, ..., τ

(2)

P̃g
, (∗∗)

задают базис локально голоморфных сечений это-
го расслоения, где n1, ..., ng — пробелы Вейер-
штрасса в P̃1 на Fµ и r( 1

P̃1...P̃g
) = 1 на Fµ.

Доказательство. Зададим отображение Φ1 из
пространства Ω2(Fµ)/Ω2,e(Fµ) на C2g по правилу:
сопоставляем ω его базисные периоды, т. е.

Φ1 : ω → (
∫

a1

ω, ...,

∫

ag

ω,

∫

b1

ω, ...,

∫

bg

ω) ∈ C2g.

Ядро отображения Φ1 совпадает с Ω2,e(Fµ). Дей-
ствительно, если все указанные периоды для диф-
ференциала ω равны нулю, то и все остальные пе-
риоды тоже равны нулю. Поэтому дифференциал
ω будет точным на Fµ, а значит, принадлежит про-
странству Ω2,e(Fµ). Ясно также, что если диффе-
ренциал принадлежит пространству Ω2,e(Fµ), то
все его периоды равны нулю. Так как отображе-
ние Φ1 взаимнооднозначно и линейно на фактор
пространстве, то dimC Ω2(Fµ)/Ω2,e(Fµ) ≤ 2g.

Докажем обратное неравенство

dimC Ω2(Fµ)/Ω2,e(Fµ) ≥ 2g

и построим базис этого фактор пространства.
Возьмем мероморфные дифференциалы из на-

бора (∗) на поверхности Fµ. Покажем, что клас-
сы смежности с такими дифференциалами будут
линейно независимы над C на Fµ. От противно-
го. Предположим, что существует линейная ком-
бинация, у которой не все коэффициенты нули,
равная нулевому классу, тогда верно равенство
C1ζ1 + ... + Cgζg + C̃1τ

(n1+1)

P̃1
+ ... + C̃gτ

(ng+1)

P̃1
= df,

где df — точный дифференциал второго рода, а f
– однозначная мероморфная функция на Fµ.

Выберем среди коэффициентов C̃j 6= 0 ко-
эффициент с максимальным номером, например
j = j0. Тогда f будет иметь в качестве особенно-
стей только один полюс P̃1 порядка nj0 . Это про-
тиворечит выбору пробелов в точке P̃1 на Fµ. По-
этому C̃1 = ... = C̃g = 0.

Осталось равенство C1ζ1 + ... + Cgζg = df.
Теперь рассмотрим коэффициенты C1, ..., Cg.

Так как ζ1, ..., ζg — канонический базис, то
aj−период левой части будет равен Cj , а для пра-
вой части все периоды равны нулю. Отсюда

C1 = ... = Cg = 0.

Таким образом, доказали линейную независи-
мость классов смежности дифференциалов из на-
бора (∗).

Рассмотрим набор (∗∗). Если существует ли-
нейная комбинация

C1ζ1 + ... + Cgζg + C̃1τ
(2)

P̃1
+ ... + C̃gτ

(2)

P̃g
= df,

то все коэффициенты C̃j = 0, j = 1, ..., g, так как
в противном случае функция f будет иметь диви-
зор (f) ≥ 1

P̃1...P̃g
, что противоречит выбору точек

P̃1, ..., P̃g на Fµ. Аналогично, как для набора (∗),
показывается, что Ck = 0, k = 1, ..., g.

Поэтому dimCΩ2(Fµ)/Ω2,e(Fµ) = 2g.

Известно, что дифференциалы τ
(nj+1)

P̃1
можно

выбрать голоморфно зависящими от [µ] [5]. Теоре-
ма 3.1 доказана.

Следствие 3.1. Расслоение Ẽ1 является го-
ломорфным (глобально) тривиальным над про-
странством Тейхмюллера и существуют гло-
бальные сечения для Ẽ1 над Tg, т.е. существуют
2g абелевых дифференциалов первого и второго ро-
да, которые являются глобальными функциями
от [µ] на Tg.

Доказательство. Это следует из теоремы
Грауэрта, в силу односвязности базы Tg, о том, что
над такой базой расслоение становится глобально
тривиальным или комплексно аналитически экви-
валентным Tg × C2g. Следствие 3.1 доказано.

Обозначим через Ω( 1
Q1...Qs

, Fµ) пространство
абелевых дифференциалов с дивизорами кратны-
ми 1

Q1...Qs
, где Q1...Qs — локально голоморфное

сечение в пространстве дивизоров степени s над
Tg, где s ≥ 2.

Пусть Ẽ2 =
⋃
[µ]

Ω( 1
Q1···Qs

, Fµ) — векторное

расслоение над Tg. По теореме Римана-Роха,
r(Q1...Qs) = −s − g + 1 + i( 1

Q1...Qs
). Отсюда

i( 1
Q1...Qs

) = s + g − 1, так как r(Q1...Qs) = 0.
Рассмотрим набор дифференциалов

ζ1, ..., ζg, τQ2Q1 , ..., τQsQ1 , (1)

которые, по теореме Берса и по классическим ре-
зультатам, локально голоморфно зависят от [µ].

Этот набор линейно независим над C. Если
C1ζ1+...+Cgζg+C̃1τQ2Q1+...+C̃s−1τQsQ1 = 0 на Fµ,

то C̃1 = ... = C̃s−1 = 0, так как нет особенностей
в правой части. Коэффициенты C1 = ... = Cg = 0
в силу независимости ζ1, ..., ζg над C на Fµ. Таким
образом, доказано предложение.
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Предложение 3.1. Векторное расслоение Ẽ2

ранга g + s − 1 при s ≥ 2 является голоморфным
векторным расслоением над Tg, а набор дифферен-
циалов (1) дает базис локально голоморфных сече-
ний этого расслоения.

Следствие 3.2. Векторное расслоение Ẽ2

комплексно аналитически эквивалентно прямому
произведению Tg×Cg+s−1 и существуют g+s−1
глобальных голоморфных сечений этого расслое-
ния над Tg.

Обозначим через Ẽ3 =
⋃
[µ]

Ω( 1
Q1...Qs

, Fµ)/Ω(1, Fµ)

векторное расслоение над Tg, s ≥ 2, где Ω(1, Fµ)
— пространство голоморфных абелевых диффе-
ренциалов на Fµ.

По теореме Римана-Роха, i( 1
Q1...Qs

) = g + s− 1
и i(1) = g, поэтому

dimCΩ(
1

Q1...Qs
, Fµ)/Ω(1, Fµ) = s− 1.

Докажем, что набор классов смежности диф-
ференциалов

τQ2Q1 , ..., τQsQ1 (2)

будет линейно независим над C на Fµ. Если
C1τQ2Q1 + ... + Cs−1τQsQ1 = ω, где ω — голо-
морфный дифференциал, то все коэффициенты
C1 = ... = Cs−1 = 0, так как особые точки правой и
левой сторон различны. Таким образом, доказали
предложение.

Предложение 3.2. Векторное расслоение Ẽ3

будет голоморфным векторным расслоением ран-
га s − 1 над Tg и классы смежности дифферен-
циалов набора (2) образуют базис локально голо-
морфных сечений этого расслоения. Кроме того,
Ẽ3 комплексно аналитически эквивалентно пря-
мому произведению Tg×Cs−1 и существуют s−1
глобальных голоморфных сечений этого расслое-
ния над Tg.

4. Мультипликативные функции и
единицы на переменной римановой
поверхности

Пусть на Fµ рода g ≥ 2 задана мультипликатив-
ная мероморфная функция f для любого характе-
ра ρ. Тогда дивизор (f) = D = R

α1
1 ...Rαm

m

Q
β1
1 ...Qβs

s

на Fµ, где
Rj , Qi ∈ Fµ, αj ∈ N, j = 1, ...,m, βi ∈ N, i = 1, ..., s,

и 0 = deg D =
m∑

j=1

αj −
s∑

j=1

βj .

Рассмотрим однозначный абелев дифференци-
ал ω(z)dz = f ′(z)

f(z) dz третьего рода на Fµ с просты-
ми полюсами в точках R1, ..., Rm, Q1, ..., Qs и выче-

тами α1, ..., αm,−β1, ...,−βs соответственно. Тогда

ω(z)dz =
m∑

j=1

αjτRjP0 −
s∑

j=1

βjτQjP0 +
g∑

j=1

2πicjζj ,

(∗)
где cj ∈ C, j = 1, ..., g, и P0 не принадлежит
suppD = {R1, ..., Rm, Q1, ..., Qs}. Отсюда

f(P ) = exp

P∫

P0

ω(z)dz

на Fµ.
Пусть f — мультипликативная функция на

Fµ рода g ≥ 2. Предположим дополнитель-
но, что в окрестности U(Pj) функция f(P ) ∼
eqj(kj)(P ), kj(Pj) = ∞, qj — некоторые многочлены
от kj , j = 1, ..., l, а в точках Pl+1, ..., Pn возможны
либо полюса, либо нули порядков rl+1, ..., rn соот-
ветственно. Положим g̃(P ) = f(P )

χP1,...,Pl
(P ) на Fµ, где

χP1,...,Pl
(P ) будет l−точечная функция Бейкера-

Ахиезера на Fµ с теми же асимптотиками в точ-
ках P1, ..., Pl, как у функции f [3, c. 82]. Тогда

0 = deg(g̃) =
m∑

j=1

αj −
s∑

j=1

βj +
n∑

j=l+1

rj . Диффе-

ренциал ω̃(z)dz = g̃′(z)
g̃(z) dz будет абелевым диф-

ференциалом третьего рода с простыми полюса-
ми R1, ..., Rm, Q1, ..., Qs, Pl+1, ..., Pn, где функция
g̃ имеет дивизор (g̃) = D̃ = R

α1
1 ...Rαm

m

Q
β1
1 ...Qβs

s

P
rl+1
l+1 ...P rn

n ,
rj ∈ Z, j = l + 1, ..., n на Fµ, и

ω̃(z)dz =
m∑

j=1

αjτRjP0 −
s∑

j=1

βjτQjP0+

+
n∑

j=l+1

rjτPjP0 +
g∑

j=1

2πicjζj , (∗∗)

где cj ∈ C, j = 1, ..., g. Таким образом доказана

Теорема 4.1. Мультипликативные функции
f на Fµ рода g ≥ 2 для любого характера ρ, с
указанными выше условиями, имеют следующие
представления :

1) f(P ) = exp
P∫

P0

ω(z)dz, где ω(z)dz задана фор-

мулой (*) на Fµ;

2) f(P ) = χP1,...,Pl
(P ) exp

P∫
P0

ω̃(z)dz, где ω̃(z)dz

задается формулой (**) на Fµ и 1 ≤ l ≤ n,
n ≥ 1, которая имеет асимптотики вида
eqj(kj)(P ) в U(Pj), j = 1, ..., l. Здесь χP1,...,Pl

(P )
— l-точечная функция Бейкера-Ахиезера на Fµ с
указанной асимптотикой в точках P1, ..., Pl. Эти
функции локально голоморфно зависят от [µ] и ρ.

Предложение 4.1. Если f — мультиплика-
тивная функция для несущественного характера
ρ на F рода g ≥ 2 имеет единственный полюс
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точно второго порядка в точке Q, то F — гипе-
рэллиптическая.

Доказательство. Если такую функцию f раз-
делить на f0, то получится f

f0
— однозначная

функция на F, с единственным полюсом точно по-
рядка 2, и по классической теореме [5] получа-
ем, что F – гиперэллиптическая риманова поверх-
ность. Предложение 4.1 доказано.

Предложение 4.2. Если ρ — несуществен-
ный характер на F рода g ≥ 2 и в точке Q первый
мультипликативный непробел Вейерштрасса ра-
вен 2, то F — гиперэллиптическая.

Если дана функция f для любого ρ, то диви-
зор D = (f) степени нуль, состоящий из ее нулей
и полюсов с учетом кратности, определяется един-
ственно на F. Выясним будет ли верным утвержде-
ние, что функция f для некоторого характера по
заданному дивизору D, deg D = 0, определяется с
точностью до умножения на ненулевую константу.

По теореме 1.1.3 [4, c. 23], [2, с. 130] каждый
дивизор D 6= 1 степени 0 на компактной рима-
новой поверхности F рода g ≥ 1 будет дивизором
единственной (с точностью до умножения на нену-
левую константу) мультипликативной функции на
F, принадлежащей единственному нормированно-
му характеру.

Теорема 4.2. Пусть D — дивизор, deg D = 0,
на компактной римановой поверхности F рода
g ≥ 2, тогда:

1) если существуют две функции f1 и f2,
(f1) = (f2) = D, для одного и того же характера
ρ, то f1 = cf2, где c = const 6= 0 на F ;

2) если существуют две функции f1 и f2,
(f1) = (f2) = D, для различных характеров ρ1 и
ρ2, ρ1 6= ρ2, то f1 = f2g, где g — мультиплика-
тивная единица для несущественного характера
ρ0 на F и ρ1 = ρ2ρ0;

3) если существуют две функции f1 и f2,
(f1) = (f2) = D, для нормированных характеров
ρ1 и ρ2, то ρ1 = ρ2 и f1 = cf2, где c = const 6= 0
на F ;

4) Для любого несущественного характера ρ
не существует функции f для ρ с дивизором
(f) = P1

Q1
, P1 6= Q1, на F.

Доказательство. 1) Рассмотрим частное
g = f1

f2
. Дивизор (g) = 1 и характер ρ

ρ = 1, по-
этому g = c 6= 0 на F, так как g — однозначная
аналитическая функция на F ;

2) Также рассмотрим g = f1
f2

. Для этой функ-
ции (g) = 1, а значит, ее характер ρ0 = ρ1

ρ2
должен

быть несущественным. Таким образом, f1 = f2g,
где g — мультипликативная единица для ρ0;

3) Снова рассмотрим g = f1
f2

. Для этой функ-
ции (g) = 1, а значит, ее характер ρ0 = ρ1

ρ2
должен

быть несущественным. Отсюда ρ0 одновременно
будет несущественным и нормированным. По тео-
реме [2, с. 130], ρ0 ≡ 1. Поэтому ρ1 = ρ2 и по утвер-

ждению 1) имеем f1 = cf2, c 6= 0 на F.
4) Действительно, если существует такая

функция для несущественного характера ρ, то рас-
смотрим функцию g = f

f0
, где f0 — мультипли-

кативная единица для ρ. Функция g будет одно-
значной функцией с одним простым полюсом на
F. Противоречие. Теорема 4.2 доказана.

Замечание 4.1. В частности, существует
функция f с заданным дивизором (f) = P1

Q1
для

нормированного характера ρ 6= 1, а значит, ρ бу-
дет существенным характером [2, с. 130].

Следствие 4.1. Для любого фиксированного
характера функция f на компактной римановой
поверхности F рода g ≥ 2 восстанавливается по
своему дивизору с точностью до умножения на
ненулевую константу.

Ясно, что (ρ,m)−дифференциал ω имеет един-
ственный дивизор D = (ω) из своих нулей и по-
люсов, с учетом кратности, на F рода g ≥ 2, и
deg D = (2g − 2)m, m ≥ 1.

Выясним, будет ли по заданному дивизору D
на F рода g ≥ 2, deg D = (2g − 2)m определяться
(ρ,m)−дифференциал ω с точностью до умноже-
ния на ненулевую константу на F.

Известно из [4, с. 23], что любой дивизор D
на F рода g ≥ 2 степени (2g − 2)m, g ≥ 1,
m ≥ 1 есть дивизор единственного (с точно-
стью до умножения на ненулевую константу)
(ρ,m)−дифференциала, принадлежащего к един-
ственному нормированному характеру ρ.

Теорема 4.3. Пусть D — дивизор,

deg D = (2g − 2)m, m ≥ 1,

на компактной римановой поверхности F рода
g ≥ 2, тогда:

1) если существуют два дифференциала ω1 и
ω2, (ω1) = (ω2) = D, для одного и того же харак-
тера ρ, то ω1 = cω2, где c = const 6= 0 на F ;

2) если существуют два дифференциала ω1 и
ω2, (ω1) = (ω2) = D, для различных характеров ρ1

и ρ2, ρ1 6= ρ2, то ω1 = ω2g, где g — мультиплика-
тивная единица для несущественного характера
ρ0 на F, где ρ1 = ρ2ρ0;

3) если существуют два дифференциала ω1

и ω2, (ω1) = (ω2) = D, для нормированных ха-
рактеров ρ1 и ρ2, то ρ1 = ρ2 и ω1 = cω2, где
c = const 6= 0 на F.

Доказательство. 1) Рассмотрим частное
g = ω1

ω2
. Дивизор (g) = 1 и характер ρ

ρ = 1, по-
этому g = c 6= 0 на F, так как g — однозначная
аналитическая функция на F.

2) Также рассмотрим g = ω1
ω2

. Для этой функ-
ции (g) = 1, а значит, ее характер ρ0 = ρ1

ρ2
должен

быть несущественным. Таким образом, ω1 = ω2g,
где g — мультипликативная единица для ρ0, и
ρ1 = ρ2ρ0.

3) Рассмотрим g = ω1
ω2

. Для этой функции
(g) = 1, а значит, ее характер ρ0 = ρ1

ρ2
должен быть
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несущественным. Отсюда характер ρ0 одновремен-
но будет несущественным и нормированным. По
теореме [2, с. 130], ρ0 ≡ 1. Поэтому ρ1 = ρ2 и по
утверждению 1) имеем ω1 = cω2, c 6= 0 на F. Тео-
рема 4.3 доказана.
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УДК 517.55

О СХОДИМОСТИ ИНТЕГРАЛА МЕЛЛИНА-БАРНСА НА ГРАНИЦЕ ЕГО
ОБЛАСТИ СХОДИМОСТИ

Т. В. Зыкова

ON THE CONVERGENCE OF MELLIN-BARNES INTEGRAL ON THE BOUNDARY OF
ITS DOMAIN OF CONVERGENCE

T. V. Zykova

В работе исследуется множество сходимости интеграла Меллина-Барнса, представляющего ре-
шение общего алгебраического уравнения.

In the present paper we give the description of the set of convergence for Mellin-Barnes integral
representing solution to the general algebraic equation.
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1. История вопроса
В самом общем виде объект исследования – это
многомерный интеграл Меллина-Барнса

Φγ(x) =

=
1

(2πi)p

∫

γ+iRp

∏
j

Γ (〈Aj , z〉+ cj)

∏
k

Γ (〈Bk, z〉+ dk)
x−z1

1 · · ·x−zp
p dz,

(1)
здесь Aj , Bk ∈ Rp, cj , dk ∈ R, dz = dz1 · · · dzp. Век-
тор γ ∈ Rp, участвующий в определении множе-
ства интегрирования, выбран так, чтобы оно не
пересекало полюсы гамма-функций Эйлера в чис-
лителе.

Области сходимости интегралов Меллина-
Барнса (1) являются секториальными: они опре-
деляются лишь условиями на аргументы парамет-
ров x1, . . . , xp, причем, если область сходимости
непустая, то преобразование Меллина интеграла
(1) равно его подынтегральному выражению, де-
ленному на (2πi)p (см. [1]). Секториальные обла-
сти рассматриваются в множестве S = Rp

+ × Rp,

которое представляет собой область наложения
над комплексным алгебраическим тором Tp =
(C\{0})p

. Далее обозначим через θ = (θ1, . . . , θp)
вектор (arg x1, . . . , arg xp) . Тогда каждая точка
x = (r, θ) ∈ S

(
r ∈ Rp

+, θ ∈ Rp
)
проектируется в

точку
(
r1e

iθ1 , . . . , rpe
iθp

) ∈ Tp. На Tp обращение
этой проекции может быть многозначным.

Интегралы Меллина-Барнса явились четвер-
тым подходом к изучению гипергеометрических
функций: первые два реализованы Гауссом как
решения гипергеометрических дифференциаль-
ных уравнений и как суммы гипергеометриче-
ских рядов. Третий подход основан на интеграль-
ном представлении Эйлера, обобщающем бета-
функцию (см. [2]).

Проблема сходимости данных интегралов при-
влекала внимание ряда специалистов на протяже-
нии последнего столетия. Шаги к ее решению в
многомерном случае были сделаны Х. Меллином
[3], Р. Бушманом и Х. Сриваставой [4], А. К. Ци-
хом и др. ([5]). Часть (максимальной) области схо-
димости интеграла Меллина-Барнса, представля-
ющего решение общего алгебраического уравне-
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