
Вестник КемГУ № 3/1 2011 Риманова геометрия

Valent // Nuclear Phys. – 1996. – Vol. B 478. –
P. 758 – 778.

[11] Chern, S. S. Pseudo-groups continus infinis/
S. S. Chern // Colloques Internationaux du C. N. R.
S., Strassbourg. – P. 119 – 136.

[12] Chow, B. The Ricci flow: An introduction/
B. Chow and D. Knoff. – Mathematical Surveys and
Monographs 110, American Math. Soc., 2004.

[13] Clifton, Y.H. The k-nullity space of curvature
operator/ Y.H. Clifton and R. Maltz // Michigan
Math. J. – 1970. – Vol. 17. – P. 85 – 89.

[14] Derdzinski, A. Compact Ricci solitons,
Preprint.

[15] Friedan, D. H. Nonlinear models in 2 + ε
dimensions / D. H. Friedan // Ann. Physics. – 1985.
– Vol. 163. – P. 318 – 419.

[16] Geiges, H. A brief history of contact geometry
and topology/ H. Geiges // Expo. Math. – 2001. –
Vol. 19, no. 1. –P. 25 – 53.

[17] Gray, J. W.Some global properties of contact
structures / J. W. Gray // Ann. of Math. – 1959. –
Vol. 69. – P. 421 – 450.

[18] Hamilton, R. S. The Ricci flow on surfaces/
R. S. Hamilton // Mathematics and general relativity
(Santa Cruz, CA, 1986), 237–262, Contemp. Math.
71, American Math. Soc., 1988.

[19] Ivey, T. Ricci solitons on compact 3-
manifolds/ T. Ivey // Differential Geom. Appl. –
1993. – Vol. 3. – P. 301 – 307.

[20] Koufogiorgos, T. Contact metric manifolds/
T. Koufogiorgos // Ann. Global Anal. Geom. – 1993.
– Vol. 11. – P. 25 – 34.

[21] MacLane, S. Geometrical mechanics II / S.
MacLane. – Lecture notes, University of Chicago,
1968.

[22] Nazaikinskii, V. E. Contact geometry and
linear differential equations / V. E. Nazaikinskii,
V. E. Shatalov and B. Y. Sternin. – Walter de
Gruyter, Berlin, 1992.

[23] Okumura, M. Some remarks on space with a
certain contact structure / M. Okumura // Tôhoku
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Sasaki // Tôhoku Math. J. – 1962. – Vol. (2) 14.
– P. 146 – 155.

[27] Sasaki, S., Hatakeyama, Y. On differentiable
manifolds with certain structures which are closely
related to almost contact structure . II / S. Sasaki,
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БАНАХОВО МНОГООБРАЗИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ КРИВЫХ ВПОЛНЕ
ПАРАЛЛЕЛИЗУЕМОЙ СИСТЕМЫ ПФАФФА

В. Н. Черненко

BANACH MANIFOLD OF INTEGRAL CURVES OF COMPLETELY
PARALLELIZABLE PFAFFIAN SYSTEM

V. N. Chernenko

В данной работе изучается множество интегральных кривых вполне параллелизуемой системы
Пфаффа. Показано, что это множество является банаховым многообразием.

In this paper we study the set of integral curves completely parallelizable Pfaffian system. It is shown that
this set is a Banach manifold.
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Пусть M – гладкое паракомпактное n-мерное
Cs-многообразие без края, s ≥ 4. Напомним, что
системой Пфаффа ранга r на многообразии M на-
зывается r-мерное Cs−1-подрасслоение σ кокаса-
тельного расслоения T∗M. Локальным сечением
системы σ на открытом подмножестве U ⊂ M на-
зывается дифференциальная 1-форма ω ∈ Γ(σ |U )
класса Cs−1. Для всякой точки p ∈ M существу-
ет открытая окрестность U ⊂ M и r локальных
сечений ωj , j = 1, 2, . . . , r, системы σ на U, таких,
что ωj(q) образуют базис векторного пространства
σq = σ

⋂
T∗qM для любого q ∈ U. Систему форм

будем в этом случае называть локальным базисом
системы Пфаффа σ на множестве U. Если для ло-
кального базиса ωj системы σ выполняется равен-
ство U = M, то этот базис называется глобаль-
ным, а сама система σ в этом случае называет-
ся вполне параллелизуемой. Будем предполагать,
что на многообразии M задана вполне паралле-
лизуемая система Пфаффа σ ранга r, снабжённая
глобальным базисом ωj , j = 1, 2, . . . , r.

Обозначим через Ω(M) = C1([α, β],M) – мно-
жество C1-кривых на M. Кривая c ∈ Ω(M) на-
зывается интегральной кривой системы σ, если
ċ(t) ∈ Ann σc(t) для любого t ∈ [α, β]. Други-
ми словами, кривая c является интегральной кри-
вой системы σ, если ωj |c(t) (ċ(t)) = 0 для лю-
бых j = 1, 2, . . . , r и t ∈ [α, β]. Подмножество из
Ω(M), состоящее из интегральных кривых систе-
мы σ на многообразии M, обозначим через Ωσ(M).
При данном h = (h1, . . . , hr) ∈ C0([α, β],Rr) будем
говорить, что кривая c ∈ Ω(M) имеет тип h отно-
сительно системы σ, если ωj |c (ċ) = hj для любого
j = 1, 2, . . . , r. Подмножество из Ω(M), состоящее
из кривых типа h относительно системы σ на мно-
гообразии M, обозначим через Ωh

σ(M). Таким об-
разом, Ωσ(M) = Ω0

σ(M).
Множество Ω(M) является бесконечномер-

ным банаховым Cs−3-многообразием [1], [2]. Опи-
шем дифференцируемую структуру на нём. Сна-
чала введём на Ω(M) C1-топологию Уитни
[3], базу которой образуют подмножества вида
B(U) = {c ∈ Ω(M) : (j1c)([α, β]) ⊂ U}, где U –
произвольное открытое подмножество в простран-
стве J1([α, β],M) 1-струй всевозможных кривых
из Ω(M). Зададим на M риманову структуру g, ко-
торая индуцирует экспоненциальное отображение
exp : D → M, где D – открытая окрестность нуле-
вого сечения касательного расслоения TM. Обо-
значим через π : TM → M каноническую про-
екцию. Уменьшая в случае необходимости окрест-
ность D, будем считать, что отображение π× exp :
D → M ×M является диффеоморфизмом на свой
образ [4]. Векторным полем вдоль c ∈ Ω(M) назы-
вается отображение X : ([α, β] → TM), такое, что
π ◦X = c. Множество C1-векторных полей вдоль
c является векторным пространством и естествен-
ным образом отождествляется с векторным про-
странством Γ1(c∗TM) C1-сечений индуцирован-

ного расслоения c∗TM [3]. Риманова структура g
определяет норму | |: TpM → R для каждой точки
p ∈ M и риманову ковариантную производную

∇ : Γ1(T[α, β])× Γ1(c∗TM) −→ Γ0(c∗TM)

вдоль каждой кривой кривой c ∈ Ω(M) [4]. Опре-
делим на векторном пространстве Γ1(c∗TM) нор-
му

| X |= sup
t∈[α,β]

| X(t) | + sup
t∈[α,β]

| (∇ċX)(t) |

для любого X ∈ Γ1(c∗TM). Тогда Γ1(c∗TM) ста-
новится банаховым пространством. Для каждой
кривой c ∈ Ω(M) определим отображение

Φc : Γ1(c∗D) −→ Ω(M)

формулой Φc(X) = exp ◦ X. Это отображе-
ние является гомеоморфизмом на свой образ
Φc(Γ1(c∗D)) и обратное отображение

Φ−1
c : Φc(Γ1(c∗D)) −→ Γ1(c∗D)

является картой на Ω(M), центрированной в c.
Все такие карты Cs−3-согласованы и превращают
множество Ω(M) в банахово Cs−3-многообразие.
Если c ∈ Ω(M), то касательное пространство
TcΩ(M) естественным образом отождествляется с
пространством Γ1(c∗TM).

Для произвольного отображения F : [α, β] ×
[0, ε] → M и чисел t ∈ [α, β], τ ∈ [0, ε] обозна-
чим через Fτ : [α, β] → M и F t : [0, ε] → M
кривые, определенные, соответственно, формула-
ми Fτ (t) = F (t, τ) и F t(τ) = F (t, τ).

Определение 1. Вариацией кривой c ∈ Ω(M)
называется C1-отображение F : [α, β] × [0, ε] →
M, ε > 0, такое, что F0 = c. Вариацию F будем
называть A1,1- вариацией, если для любой карты
(U,ϕ) на M, такой, что F−1(U) 6= ∅, частные
производные

∂2(ϕ ◦ F |F−1(U))
∂t∂τ

существуют и непрерывны.

Если F является A1,1- вариацией, то для для
любого τ ∈ [0, ε] векторное поле Xτ : [α, β] →
TM вдоль Fτ , определённое формулой Xτ (t) =
Ḟ t(τ), принадлежит классу C1. Каждую вариа-
цию F кривой c можно рассматривать как путь
F ∗ : [0, ε] → Ω(M), определённый формулой
F ∗(τ) = Fτ . При этом F ∗(0) = c. Если вариация
F является A1,1-вариацией, то путь F ∗ на много-
образии Ω(M) является C1-путём [5]. Его вектор
скорости Ḟ ∗(τ) с точностью до указанного выше
отождествления есть векторное поле Xτ . В даль-
нейшем любая вариация F предполагается A1,1-
вариацией.

Определение 2. Вариация F интегральной
кривой c ∈ Ωσ(M) системы Пфаффа σ называет-
ся интегральной вариацией, если Fτ ∈ Ωσ(M) для
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любого τ ∈ [0, ε]. Вариация F кривой c ∈ Ωh
σ(M)

типа h относительно системы Пфаффа σ назы-
вается вариацией типа h, если Fτ ∈ Ωh

σ(M) для
любого τ ∈ [0, ε].

Определение 3. Пусть F – вариация кривой
c ∈ Ω(M) и X ∈ Γ1(c∗TM) – векторное поле вдоль
c. Будем говорить, что F является вариацией в
направлении поля X, если X0 = X.

Предложение 1. Пусть c ∈ Ωh
σ(M) – кривая

типа h системы Пфаффа σ и X ∈ Γ1(c∗TM) – век-
торное поле вдоль c. Вариация типа h кривой c в
направлении поля X существует тогда и только
тогда, когда поле X удовлетворяет условию

d

dt
(ωj |c (X))− (dωj) |c (ċ, X) = 0 (1)

для любого j = 1, . . . , r.

Доказательство. Пусть F : [α, β]× [0, ε] → M
– вариация типа h кривой c в направлении поля X.
Возьмём произвольную точку t ∈ [α, β] и выберем
в окрестности точки c(t) карту многообразия M.
Обозначим через F i, ci, Xi, i = 1, 2, ..., n, коор-
динатные функции, соответственно, вариации F,
кривой c и поля X в этой карте. Тогда по опреде-
лению вариации F кривой c в направлении поля
X имеем:

F i(t, 0) = ci(t),
∂F i

∂τ
(t, 0) = Xi(t). (2)

Обозначим ωj = ωj
i (x

m)dxi, m = 1, 2, . . . , n. Тогда
из определения типа вариации F следуют тожде-
ства:

ωj
i (F

m(t, τ))
∂F i

∂t
(t, τ) = hj(t), j = 1, 2, . . . , r.

Дифференцируя их по τ при τ = 0 и учитывая (2),
получаем:

∂ωj
i

∂xk
(cm(t))Xk(t)ċi(t) + ωj

i (c
m(t))Ẋi(t) = 0.

Отсюда:

d

dt
(ωj |c(t) (X(t)))− (dωj) |c(t) (ċ(t), X(t)) =

=
∂ωj

i

∂xk
(cm(t))ċk(t)Xi(t) + ωj

i (c
m(t))Ẋi(t)−

−(
∂ωj

i

∂xk
(cm(t))ċk(t)Xi(t)−∂ωj

i

∂xk
(cm(t))Xk(t)ċi(t)) = 0 .

Условие (1) выполнено.

Лемма. Пусть в Rn задана вполне паралле-
лизуемая система Пфаффа θ ранга r, определён-
ная глобальным базисом νj ,

νj(xm) = νj
i (xm)dxi, j = 1, 2, . . . , r, (3)

такая, что

det ‖νj
k(xm)‖ 6= 0, k = 1, 2 . . . , r, (4)

для любой точки (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. Пусть
c : [a, b] → Rn – C1-кривая типа h относительно
системы θ, X : [a, b] → TRn – векторное C1-
поле вдоль c, ϕ : [0, ε] → Rn – C1-кривая в Rn,
Y : [0, ε] → TRn – векторное C1- поле вдоль ϕ.
Предположим, что выполнены условия:

c(a) = ϕ(0), ċ(a) = Y (0), X(a) = ϕ̇(0), Ẋ(a) = Ẏ (0);
(5)

νj |ϕ (Y ) = hj(a), j = 1, 2, . . . , r; (6)

d

dt
(νj |c (X))−(dνj) |c (ċ, X) = 0, j = 1, . . . , r. (7)

Тогда существует вариация F : [a, b]× [0, ε] → Rn

типа h относительно системы θ кривой c в на-
правлении поля X такая, что

F a = ϕ,
dFτ

dt
(a) = Y (τ), τ ∈ [0, ε]. (8)

Доказательство леммы. Обозначим через
ci, ϕi, Xi, Y i, i = 1, 2, ..., n, координатные функ-
ции, соответственно, отображений c, ϕ, X, Y.
Определим отображение F̃ : [a, b] × [0, ε] → Rn

при помощи координатных функций F̃ i, полагая

F̃ i(t, τ) = ci(t) + ϕi(τ) + τ(Xi(t)−Xi(a))+

+ (t− a)(Y i(τ)− Y i(0))− τ(t− a)Ẋi(a)− ci(a).

Тогда F̃ является A1,1- вариацией кривой c. Непо-
средственно проверяется выполнение следующих
равенств:

F̃ i(a, τ) = ϕi(τ), F̃ i(t, 0) = ci(t),

∂F̃ i

∂t
(a, τ) = Y i(τ),

∂F̃ i

∂τ
(t, 0) = Xi(t). (9)

Будем искать вариацию F типа h кривой c, опре-
делённую координатными функциями
{

F k(t, τ) = F̃ k(t, τ)+fk(t, τ), k = 1, 2, . . . , r;
F l(t, τ) = F̃ l(t, τ), l = r + 1, . . . , n,

(10)
где функции fk(t, τ) пока неизвестны. Для
их определения подставим (10) в равенства
νj |Fτ (Ḟτ ) = hj , j = 1, 2, . . . , r, вытекающие из
определения типа вариации. В результате получим
следующие уравнения:
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νj
k(F̃ k(t, τ) + fk(t, τ), F̃ l(t, τ))(∂F̃ k

∂t
(t, τ) + ∂fk

∂t
(t, τ))+

+νj
m(F̃ k(t, τ) + fk(t, τ), F̃ l(t, τ))∂F̃m

∂t
(t, τ) = hj(t), m = r + 1, ..., n.

(11)

Учитывая (4), разрешим систему (11) относи-
тельно (∂fk/∂t)(t, τ), получив эквивалентную си-
стему вида

∂fk

∂t
(t, τ) = G(t, τ, f j(t, τ)), j, k = 1, 2, . . . , r. (12)

Легко проверяется, что из равенств (6), (7), (9) вы-
текают тождества:

Gk(a, τ, 0) = 0, Gk(t, 0, 0) = 0,
∂Gk

∂τ
(t, 0, 0) (13)

для k = 1, 2, . . . , r. Будем теперь считать, что
функции fk = fk(t, τ) являются решением систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравнений
(12), зависящей от параметра τ, при начальных
условиях

fk(a, τ) = 0. (14)

Тогда функции fk = fk(t, τ) принадлежат классу
C1 и производные (∂2fk/∂t∂τ)(t, τ) непрерывны
[6]. Поэтому вариация F, определённая системой
(10), является A1,1-вариацией. При этом, в силу
(11), вариация F имеет тип h относительно систе-
мы θ. Заметим, что при τ = 0, в силу (13), набор
из r нулевых функций является решением систе-
мы (12), удовлетворяющим условию (14), и, в силу
единственности решения [6], имеем тождества

fk(t, 0) = 0. (15)

Из этих тождеств следует, что F является вариа-
цией пути c. Решение (15) определено на компакт-
ном множестве [a, b], поэтому, уменьшая, если это
необходимо, число ε, можно считать, что все реше-
ния fk = fk(t, τ) определены на отрезке [a, b] для
любого значения параметра τ ∈ [0, ε].

Подставляя в (12) значение t = a и используя
(13) и (14), убеждаемся, что

∂fk

∂t
(a, τ) = 0. (16)

Равенства (14) и (16) вместе с (9) и (10) влекут
(8). Далее замечаем, что, в силу (12), функции
gk = ∂fk/∂τ являются решением системы обык-
новенных дифференциальных уравнений:

∂gk

∂t
(t, τ) =

∂Gk

∂τ
(t, τ, f j(t, τ))+

+
∂Gk

∂fm
(t, τ, f j(t, τ))gm(t, τ), (17)

j, k, m = 1, 2, . . . , r, зависящей от параметра τ с
неизвестными функциями gk(t, τ) при начальном

условии gk(a, τ) = 0. Набор из r нулевых функ-
ций является решением системы (17) при τ = 0
и поэтому, в силу единственности решения, имеем
(∂fk/∂τ)(t, 0) = 0. Отсюда и из (9) и (10) следует,
что F – вариация в направлении поля X. Лемма
доказана.

Окончание доказательства предложения 1.
Пусть векторное поле X вдоль кривой c удовле-
творяет условию (1). Покроем компактное мно-
жество c([α, β]) ⊂ M конечным числом коорди-
натных областей U1, U2, ..., Um карт (Uq, ψq), где
ψq(Uq) = Rn, так, чтобы существовало разбиение
α = α0 < α1 < ... < αm = β отрезка [α, β], такое,
что c([αq−1, αq]) ⊂ Uq, q = 1, 2, . . . ,m, и базис νj =
ωj |Uq системы σ |Uq удовлетворял в каждой кар-
те (Uq, ψq) условию (4). В области U1 определим
кривую ϕ : [0, ε] → U1 с помощью координатных
функций ϕi(τ) = ci(α0) + τXi(α0), i = 1, 2, . . . , n,
где ci и Xi – координатные функции, соответ-
ственно, кривой c |[α0,α1] и поля X |[α0,α1] . Тогда
ϕ удовлетворяет первому и третьему из условий
(5) для кривой c |[α0,α1] и поля X |[α0,α1], кривая
c |[α0,α1] имеет тип h |[α0,α1] относительно систе-
мы Пфаффа σ |U1 и выполнено условие (7). Да-
лее определим векторное поле Y : [0, ε] → TU1

вдоль ϕ координатными функциями Y i = Y i(τ),
i = 1, . . . , n, где Y l(τ) = ċl(α0) + τẊ l(α0), l =
r + 1, . . . , n, а Y k(τ) единственным образом нахо-
дится из уравнений:

ωj
k(ϕi(τ))Y k(τ) + ωj

l (ϕ
i(τ))Y l(τ) = hj(α0), (18)

j, k = 1, 2, . . . , r, что возможно в силу (4). Поэтому
поле Y удовлетворяет условию (6). Заметим, что

Y l(0) = ċl(α0), Ẏ l(0) = Ẋ l(α0). (19)

Равенство (18) c учетом (19) и первого из равенств
(5) при τ = 0 превращается в равенство

ωj
k(ci(α0))Y k(0) + ωj

l (c
i(α0))ċl(α0) = hj(α0). (20)

Поскольку кривая c |[α0,α1] имеет тип h |[α0,α1], то

ωj
k(ci(α0))ċk(α0) + ωj

l (c
i(α0))ċl(α0) = hj(α0). (21)

Из равенств (20) и (21) следует, что
Y k(0) = ċk(α0), что вместе с (19) влечёт вто-
рое из условий (5). Дифференцируя (18) по τ при
τ = 0 и учитывая второе и третье из условий (5)
и второе из условий (19), имеем:

∂ωj
i1

∂xi2
(ci(α0))Xi2(α0)ċi1(α0) + ωj

k(ci(α0))Ẏ k(0)+

+ωj
l (c

i(α0))Ẋ l(α0) = 0, i1, i2 = 1, 2, . . . , n. (22)
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В свою очередь, равенство (7) в координатах при
t = α0 имеет вид:

∂ωj
i1

∂xi2
(ci(α0))Xi2(α0)ċi1(α0) + ωj

k(ci(α0))Ẋk(α0)+

+ωj
l (c

i(α0))Ẋ l(α0) = 0. (23)

Из равенств (22) и (23) в силу (4) следует ра-
венство Ẏ k(0) = Ẋk(α0), что вместе с (19) вле-
чёт четвёртое из условий (5). Поэтому для си-
стемы Пфаффа σ |U1 с базисом ωj |U1 , кривых
c |[α0,α1], ϕ и полей X |[α0,α1], Y выполнены все
условия леммы. Применяя лемму, получаем вари-
ацию F(1) : [α0, α1] × [0, ε] → U1 ⊂ M ти-
па h |[α0,α1] кривой c |[α0,α1] в направлении поля
X |[α0,α1] . Далее, по индукции, предположим, что
мы построили вариацию F(p) : [α0, αp]× [0, ε] → M,
p = 1, 2, . . . , m− 1, типа h |[α0,αp] кривой c |[α0,αp] в
направлении поля X |[α0,αp] . Тогда

F(p)(t, 0) = c |[α0,αp] (t), ωj |F(p)(t,τ) (
∂F(p)

∂t
(t, τ)) =

= hj |[α0,αp] (t),
∂F(p)

∂τ
(t, 0) = X |[α0,αp] (t). (24)

Положим

ϕ(τ) = F(p)(αp, τ), Y (τ) =
∂F(p)

∂t
(αp, τ). (25)

Тогда из (24) и (25) вытекает, что:

c |[αp,αp+1] (αp) = ϕ(0), ċ |[αp,αp+1] (αp) = Y (0),

X |[αp,αp+1] (αp) = ϕ̇(0),

Ẋ |[αp,αp+1] (αp) = Ẏ |[αp,αp+1] (0),

ωj |ϕ(τ) (Y (τ)) = hj |[αp,αp+1] (αp).

Поэтому для системы Пфаффа σ |Up+1 с базисом
ωj |Up+1 , кривых c |[αp,αp+1], ϕ и полей X |[αp,αp+1],
Y выполнены все условия леммы. Применяя лем-
му, получаем вариацию F̃(p+1) : [αp, αp+1]×[0, ε] →
→ Up+1 ⊂ M, типа h |[αp,αp+1] кривой c |[αp,αp+1] в
направлении поля X |[αp,αp+1], удовлетворяющую
условию (8), которое в силу (25) превращается в
тождества

F̃(p+1)(αp, τ) = F(p)(αp, τ), (26)

∂F̃(p+1)

∂t
(αp, τ) =

∂F(p)

∂t
(αp, τ). (27)

Из них вытекает, что

∂F̃(p+1)

∂τ
(αp, τ) =

∂F(p)

∂τ
(αp, τ), (28)

∂2F̃(p+1)

∂t∂τ
(αp, τ) =

∂2F(p)

∂t∂τ
(αp, τ). (29)

Пользуясь равенствами (26), произведём склейку
вариаций F(p) и F̃(p+1) вдоль координатной ли-
нии t = αp, получив непрерывное отображение

F(p+1) : [α0, αp+1]× [0, ε] → M. Равенства (27), (28)
гарантируют, что отображение F(p+1) будет класса
C1, а равенство (29) влечёт, что F(p+1) будет A(1,1)-
вариацией кривой c |[α0,αp+1] типа h |[α0,αp+1] в на-
правлении поля X |[α0,αp+1] . При p = m−1 получа-
ем искомую вариацию F = F(m) : [α, β]×[0, ε] → M
типа h кривой c в направлении поля X. Предло-
жение 1 доказано.

Замечание 1. Условие (1) неформально мож-
но записать в виде (LXωj)(ċ) = 0.

Замечание 2. Условие (1) линейно по X, по-
этому для произвольной кривой c ∈ Ω(M) выде-
ляет в пространстве TcΩ(M) = Γ1(c∗TM) подпро-
странство Dσ(c).

Предложение 2. Если c ∈ Ωσ(M), то ċ ∈
Dσ(c).

Доказательство. Подставляя ċ в условие (1),
и учитывая тождества ωj |c (ċ) = 0, j = 1, 2, . . . , r,
вытекающие из интегральности кривой c, убежда-
емся, что ċ ∈ Dσ(c). Предложение доказано.

Отображение Dσ : c 7→ Dσ(c) является рас-
пределением на многообразии Ω(M) [4]. C1-путь
µ : I → Ω(M), где I – интервал из R, называ-
ется интегральным путём распределения Dσ, если
µ̇(τ) ∈ Dσ(µ(τ)) для любого τ ∈ I.

Предложение 3. Пусть F : [α, β]×[0, ε] → M
– вариация кривой c ∈ Ω(M). Путь F ∗ : [0, ε] →
Ω(M) является интегральным путём распределе-
ния Dσ тогда и только тогда, когда

∂

∂τ
(ωj |Fτ (Ḟτ )) = 0 (30)

для любого j = 1, 2, . . . , r и любого τ ∈ [0, ε].

Доказательство. Интегральность пути F ∗

означает, что для любого τ ∈ [0, ε] касательный
вектор Xτ = ∂F/∂τ пути F ∗ в точке τ принад-
лежит Dσ(Fτ ). Это, в свою очередь, означает, что
для любого j = 1, 2, . . . , r должно удовлетворяться
соотношение (1), то есть

d

dt
(ωj |Fτ (Xτ ))− (dωj) |Fτ (Ḟτ , Xτ ) = 0. (31)

Остаётся доказать эквивалентность (30) и (31).
Для этого выберем в окрестности точки F (t, τ)
карту многообразия M, в которой F определяет-
ся координатными функциями F i, i = 1, 2, ..., n, и
ωj = ωj

i (x
m)dxi, m = 1, 2, . . . , n. Тогда (31) в коор-

динатах после очевидных сокращений примет вид:

∂ωj
i

∂xk
(Fm(t, τ))

∂F k

∂τ
(t, τ)

∂F i

∂t
(t, τ)+

+ωj
i (F

m(t, τ))
∂2F i

∂t∂τ
(t, τ) = 0,

k = 1, 2, . . . , n. Но точно такой же вид в координа-
тах принимает и соотношение (30). Предложение
доказано.
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Определим отображение
γ : Ω(M) → C0([α, β],Rr) формулой

γ(c) = (ω1 |c (ċ), ω2 |c (ċ), . . . , ωr |c (ċ)).

Предложение 4. Отображение γ является
Cs−3-субмерсией.

Доказательство. Базис ωj системы σ опреде-
ляет отображение g : TM → Rr класса Cs−1. Мно-
жество C0([α, β], TM) является банаховым Cs−3-
многообразием [2], поэтому отображение

ωg : C0([α, β], TM) −→ C0([α, β],Rr),

определённое формулой ωg(X) = g ◦ X, по ω-
теореме принадлежит классу Cs−3 [2]. Пусть

j1 : Ω(M) = C1([α, β],M) −→ C0([α, β], TM)

1-струйное расширение, являющееся Cs−3-
вложением [2], и так как γ = ωg ◦ j1, то γ принад-
лежит классу Cs−3. Далее зафиксируем кривую
c ∈ Ω(M) и вектор Y ∈ Tγ(c)C

0([α, β],Rr) и будем
искать вектор X ∈ TcΩ(M), такой, что

dγ |c (X) = Y. (32)

Для этого сначала предположим, что c([α, β])
принадлежит области U некоторой карты на M.
Обозначим через ci, Xi, Y j , i = 1, 2, ..., n,
j = 1, 2, ..., r, координатные функции, соответ-
ственно, кривой c и полей X, Y. Обозначим также
ωj = ωj

i (x
m)dxi, m = 1, 2, . . . , n. Определим ва-

риацию F : [α, β] × [0, ε] → U ⊂ M кривой c в
направлении поля X координатными функциями

F i(t, τ) = ci(t) + τXi(t).

Тогда F ∗(0) = c и Ḟ ∗(0) = X. Поэтому

dγ |c (X) =
∂(γ ◦ F ∗)

∂τ
|τ=0

и уравнение (32) в координатах перепишется в ви-
де:

∂ωj
i

∂xk
(cm(t))Xk(t)ċi(t) + ωj

i (c
m(t))Ẋi(t) = Y j(t).

(33)
В силу того, что rank ‖ ωj

i (x
m) ‖= r, это урав-

нение всегда имеет C1-решение Xi = Xi(t), t ∈
[α, β]. В общем случае, когда компактное множе-
ство c([α, β]) не покрывается одной картой, покро-
ем его конечным числом карт и будем строить по-
ле X вдоль кривой c последовательно в каждой из
этих карт, обеспечивая его C1-гладкость с помо-
щью начальных условий для системы (33). Пред-
ложение доказано.

Предложение 5. Для любого h ∈
C0([α, β],Rr) множество Ωh

σ(M) кривых типа
h относительно системы σ на многообразии M

является банаховым Cs−3-многообразием, вло-
женным в банахово Cs−3-многообразие Ω(M).

Доказательство. По определению типа кри-
вой имеем равенство Ωh

σ(M) = γ−1(h) и в силу
предложения 4 множество Ωh

σ(M) является вло-
женным подмногообразием многообразия Ω(M.)

Следствие. Семейство

{Ωh
σ(M) : h ∈ C0([α, β],Rr)}

образует Cs−3-слоение на многообразии Ω(M).

Замечание. Слоение {Ωh
σ(M)} зависит от вы-

бора базиса ωj системы σ, однако его слой Ωσ(M),
состоящий из интегральных кривых системы σ, от
этого выбора не зависит.

Предложение 6. Для любого h ∈
C0([α, β],Rr) и любого пути c ∈ Ωh

σ(M) каса-
тельное пространство TcΩh

σ(M) совпадает с
пространством Dσ(c).

Доказательство. Пусть X ∈ TcΩh
σ(M). То-

гда существует C1-путь µ : [0, ε] → Ωh
σ(M) та-

кой, что µ(0) = c и µ̇(0) = X. Путь µ опреде-
ляет вариацию F : [α, β] × [0, ε] → M форму-
лой F (t, τ) = (µ(τ))(t). Эта вариация кривой c
в направлении поля X имеет тип h и по предло-
жению 1 поле X удовлетворяет условию (1), отку-
да X ∈ Dσ(c). Обратно, пусть X ∈ Dσ(c). Тогда
X удовлетворяет условию (1) и по предложению 1
существует вариация F : [α, β] × [0, ε] → M типа
h кривой c в направлении поля X. Эта вариация
определяет путь F ∗ : [0, ε] → Ωh

σ(M), такой, что
F ∗(0) = c и Ḟ ∗(0) = X, и поэтому X ∈ TcΩh

σ(M).
Предложение доказано.

Следствие. Распределение Dσ совпадает с
касательным распределением к слоению {Ωh

σ(M)}.
Предложение 7. Если многообразие M связ-

но, то банахово многообразие Ωσ(M) также связ-
но.

Доказательство. Пусть c1, c2 ∈ Ωσ(M). Из
связности M вытекает его линейная связность
и поэтому существует кривая c ∈ C0([1, 2],M),
такая, что c(1) = c1(α), c(2) = c2(α). Для
произвольной точки x ∈ M обозначим через
cx : [α, β] → M постоянное отображение в эту
точку. Тогда cx ∈ Ωσ(M). Определим отображение
ĉ1 : [0, 1] → Ωσ(M) формулой (ĉ1(τ))(t) =
= c1(t(1− τ) + ατ), τ ∈ [0, 1], t ∈ [α, β]. Тогда ĉ1 –
непрерывно [5] и

ĉ1(0) = c1, ĉ1(1) = cc1(α). (34)

Определим отображение ĉ : [1, 2] → Ωσ(M) фор-
мулой (ĉ(τ))(t) = c(τ), τ ∈ [1, 2], t ∈ [α, β]. Тогда
ĉ – непрерывно и

ĉ(1) = cc1(α), ĉ(2) = cc2(α). (35)
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Определим отображение ĉ2 : [2, 3] → Ωσ(M) фор-
мулой (ĉ2(τ))(t) = c2(t(τ − 2) + α(3 − τ)), τ ∈
[2, 3], t ∈ [α, β]. Тогда ĉ2 – непрерывно и

ĉ2(2) = cc2(α), ĉ2(3) = c2. (36)

Отображение µ : [0, 3] → Ωσ(M, определённое
формулой

µ(τ) =





ĉ1(τ), 0 ≤ τ ≤ 1,
ĉ(τ), 1 ≤ τ ≤ 2,
ĉ2(τ), 2 ≤ τ ≤ 3,

определено и непрерывно в силу (34)-(36) и удо-
влетворяет условию µ(0) = c1, µ(3) = c2. Таким
образом, многообразие Ωσ(M) линейно связно и
поэтому связно. Предложение доказано.
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