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ГЕОМЕТРИЯ МНОГООБРАЗИЙ РИМАНА-КАРТАНА
С. Е. Степанов, И. А. Гордеева

GEOMETRY OF RIEMANN-CARTAN MANIFOLDS
S. E. Stepanov, I. A. Gordeeva

Пространство Римана-Картана – это триплет (M, g,∇), где (M, g) – риманово n-мерное (n ≥ 2)
многообразие с линейной связностью ∇ с ненулевым тензором кручения S, такой, что ∇g = 0.
Рассматриваются свойства псевдокиллинговых и псевдогармонических векторных полей на многооб-
разиях (M, g,∇) различных классов, а также теоремы исчезновения данных векторных полей.

A Riemann-Cartan manifold is a triple (M, g,∇), where (M, g) is a Riemannian n-dimensional (n ≥ 2)
manifold with linear connection ∇ having nonzero torsion S such that ∇g = 0. We consider properties of
pseudo-Killing and pseudo-garmonic vector fields on some classes of these manifolds and vanishes theorems
as corollaries of these properties

Ключевые слова: многообразие Римана-Картана, связность с кручением, многообразие Вейтцен-
бока, псевдокиллинговы и псевдогармонические векторные поля.

Keywords: Riemann-Cartan manifold, linear connection, torsion, Weitzenbӧck manifold, pseudo-Killing
and pseudo-garmonic vector fields.

1. Введение

Пространства Римана-Картана относятся к
метрически-аффинным пространствам. Начало
теории метрически-аффинных пространств было
положено Э. Картаном в 1922 году (см. [8]), кото-
рый предложил вместо связности Леви-Чивита ∇
в GRT (сокращенное от General Relativity Theory)
рассматривать несимметричную линейную связ-
ность ∇, обладающую свойством метричности
∇g = 0. В результате пространство-время полу-
чало в дополнение к кривизне еще и ненулевое
кручение S. Впоследствии в 1924 и 1925 годах
им было опубликовано еще две работы (см. [9]
и [10]) в развитие своей теории, которая получи-
ла в дальнейшем название Einstein-Cartan Theory

of Gravity или сокращенно ECT (см., напр., [4];
[41]). Идея Э. Картана о несимметрической мет-
рической связности почти сразу нашла отражение
в известных монографиях по дифференциальной
геометрии первой половины прошлого века (см.
[12]; [13]; [61]; [62] и др.).

Вплоть до начала 60-х годов предложение
Э. Картана о применении несимметрической мет-
рической связности в GRT не находила поддержки
у физиков-теоретиков. Толчком к изучению ЕСТ
послужили работы T. Кибла (см. [23]) и Д. Сци-
ямы (см. [36]), которые независимо друг от друга
установили связь между кручением S связности ∇
и спин тензором материи s (spin tensor of matter).
Впоследствии были найдены и другие физические
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приложения ECT (см., напр., [30] и [35] и др.). Так,
например, установлено (см., [27]), что кручение S
зависит от квантовых свойств материи, и посколь-
ку кручение является частью метрической связно-
сти ∇, то и сама связность ∇, следовательно, за-
висит от квантовых свойств материи.

Впоследствии теория Эйнштейна-Картана бы-
ла обобщена (см. [19]) за счет снятия требова-
ния метричности для линейной связности ∇. Но-
вая теория получила название Metric-Affine Gauge
Theory of Gravity, или сокращенно MAG (см. [21];
[41]).

Число работ, опубликованных в рамках ЕСТ
и MAG исчисляется уже сотнями, причем опуб-
ликованные результаты имеют в большей степе-
ни прикладной физический характер (см. обзоры
[18]; [21]; [22]; [32]). Все исходные формулы новой
теории были позаимствованы физиками из работ
Э. Картана вместе с его методом, который сей-
час так и называется "метод внешних форм Кар-
тана"(см. [65]). Также нетрудно проследить заим-
ствования и из монографий по дифференциаль-
ной геометрии, например, из классических моно-
графий И. Схоутена и Д. Стройка (см. [61]; [62];
[63]), изложение в которых ведется на тензорном
языке. В итоге современные теории ЕСТ и MAG
излагаются на довольно причудливом языке, ко-
торый соединяет в себе методы внешних форм и
тензорного анализа одновременно.

В этом контексте характерна работа Мак
Креа (см. [26]), где были выведены неприводи-
мые относительно действия псевдоортогональной
группы O(q) разложения тензоров неметричности
Q = −∇ g, кручения S и кривизны R связности ∇,
основные соотношения на которые были приведе-
ны еще в монографии И. Схоутена и Д. Стройка
(см. [61]). Более того, идею своей статьи Мак Креа
также позаимствовал из дифференциальной гео-
метрии, где уже давно и хорошо известны непри-
водимые разложения тензоров кривизны R рима-
нова и келерова многообразий, что нашло отраже-
ние уже и в монографиях (см. [20]; [24]; [49]и др.).

Другой результат Мак Креа о неприводимом
разложении тензора кручения S является про-
стым следствием более общего результата (см.
[49], доклад XVI) о поточечно O(q)-неприводимом
разложении соответствующего тензорного рассло-
ения T ∗M ⊗ Λ2M , гладким сечением которого и
является S.

Воспользовавшись результатом Мак Креа, це-
лый коллектив авторов (см. [7]), так же, как это
делалось не раз в римановой геометрии, но по дру-
гим поводам (см. [48] стр. 585-620; [16]; [17]; [42]
и др.), за счет последовательного попарного об-
ращения в нуль неприводимых компонент разло-
жения тензора кручения S выделил 4 класса про-
странств (M, g,∇) и провел систематизацию ре-
зультатов, полученных в рамках ЕСТ для четы-
рехмерного пространства (M, g,∇). При этом ав-

торами был учтен тот факт, что при задании ло-
кальной ориентации многообразия оператор Ход-
жа ∗ : ΛpM → Λn−pM , который на многообразии
в размерности n переводит внешние p-формы во
внешние (n − p)-формы, действует в размерности
4 на внешних 2-формах, определяя естественное
разложение Λ2M = Λ2

−M ⊕ Λ2
+M для представле-

ния группы SO(q), где Λ2
±M - пространства соб-

ственных 2-форм оператора Ходжа, соответству-
ющие собственным значениям +1 или −1. В ито-
ге вместо трех неприводимых компонент разложе-
ния, которые имеются у тензора S в размерностях
n не равных 4, в размерности n = 4 их уже четыре.

Заметим здесь, что если последовательно при-
менять отработанную в геометрии методику клас-
сификации (см. [48] стр. 585-620; [16]; [17]; [42];
и др.), то вместо выделенных трех классов, в
реальности получается 14 классов пространств
(M, g,∇).

На контрасте со все увеличивающимся пото-
ком работ физиков, геометры к настоящему вре-
мени почти потеряли интерес к теории, основы
которой заложил еще в двадцатых годах про-
шлого века известный геометр Э. Картан. Наи-
более яркими и, к сожалению, последними ре-
зультатами геометрии пространств (M, g,∇) яв-
ляются результаты Л. Ванхекке и Ф. Тричерри
по геометрии многообразий с однородной струк-
турой (см. [42]). В принятой современной фи-
зикой терминологии (см. [14]; [20]) эта теория
относится к Riemann-Cartan Theory, сокращенно
RCT. Геометрия Римана-Картана – это геометрия
метрически-аффинного пространства (M, g,∇) с
(псевдо)римановой метрикой g и линейной связ-
ностью ∇ с ненулевым кручением S, такой, что
Q = 0. Но, в отличие от общей теории метрически-
аффинных пространств, Л. Ванхекке и Ф. Тричер-
ри (см. [42]) накладывали на (M, g,∇) дополни-
тельные условия в виде ∇R = 0 и ∇T = 0, кото-
рые, согласно теореме Амброуза-Зингера (см. [2]),
вместе с условием ∇g = 0 дают критерий однород-
ности риманова многообразия (M, g). Доказав тео-
рему о неприводимом относительно действия ор-
тогональной группы разложении тензора дефор-
мации T = ∇ − ∇, они, так же, как и в рабо-
тах [16]; [17]; [42] и др.), перешли к классифика-
ции многообразий (M, g,∇) с однородной структу-
рой (см. [43]). В этой и последующих работах ими
была изучена геометрия пространств из выделен-
ных классов. Итоги исследований авторы подвели
в монографии [42]. Отметим, что Л. Ванхекке и Ф.
Тричерри как особый случай рассмотрели класси-
фикацию в размерности n = 4 (см. [44]).

Следует заметить, что результат Л. Ванхекке
и Ф. Тричерри о неприводимом разложении тен-
зора деформации T = ∇ − ∇ является простым
следствием более общего результата (см. [49], до-
клад XVI) о поточечно O(q)-неприводимом разло-
жении соответствующего тензорного расслоения
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Λ2M ⊗ T ∗M , гладким сечением которого и явля-
ется тензор T .

Как это показано автором (см. [54]), класси-
фикация Л. Ванхекке и Ф. Тричерри равносиль-
на классификации, полученной на основе неприво-
димого разложения тензора кручения S, притом,
что последняя не предполагает обращения в нуль

тензора неметричности Q, а потому является бо-
лее общей и, следовательно, включает классифи-
кацию Л. Ванхекке и Ф. Тричерри.

Классификация различных типов изучаемых
сейчас метрически-аффинных пространств в рам-
ках MAG представлена составленной нами следу-
ющей диаграммой:

С большой степенью допущения к RCT мож-
но отнести и теорию статистических многообразий
(см. [3], с. 163 – 216), которые принято обозначать
так же, как и метрически-аффинные пространства
триплетами (M, g,∇), где g – положительно опре-
деленная метрика, S = 0 и Sym Q = Q. Теория
статистических многообразий нашла свое отраже-
ние в десятках статей и серии монографий (см. об
этом в [11]).

Из всех видов аффинно-метрических про-
странств (M, g,∇) в геометрии последовательно
в течение длительного времени изучались только
четверть-симметрические метрические простран-
ства и их частный вид полусимметрические мет-
рические пространства (см. [5]; [28]; [29]; [37];
[39]; [46] и др.). Четверть-симметрические метри-
ческие пространства существуют в рамках RCT
и ЕCT и выделяются дополнительным условием
T (X, Y ) := U(X)p(Y )− V (Y )p(X)− g(U(X), Y )Z,
где g(U(X), Y ) = (Sym F )(X, Y ), g(V (X), Y ) =
= (Alt F )(X, Y ) для некоторого ковариантного
2-тензора F и p(X) := g(Z, X). Полусимметриче-
ские метрические пространства определяются, в
свою очередь, условием T (X, Y ) = U(Y )X −
− U(X)Y для любых векторных полей X, Y и Z
на M . Они были введены в рассмотрение К. Яно
(см. [46]) и продолжают вызывать интерес иссле-

дователей вплоть до последнего времени (см., на-
пример, [45]; [47]).

Геометрия "в целом"метрически-аффинных
пространств застыла на результатах K. Яно,
C. Бохнера и C. Гольдберга (см. [6]; [15];
[66]) середины прошлого века. В их работах в
рамках RCT доказывались "теоремы исчезно-
вения"(vanishing theorems) для псевдокиллинго-
вых и псевдогармонических векторных полей и
тензоров на компактных многообразиях Римана-
Картана (M, g,∇) c положительно определенным
метрическим тензором g, выделяемых следующим
условием trace S = 0 на тензор кручения S связ-
ности ∇. Даже несмотря на последующие попыт-
ки обобщения их результатов за счет введения в
рассмотрение компактных метрически-аффинных
пространств с границей (см. [25]; [33]), это по-
прежнему было доказательство тех же теорем ис-
чезновения для тех же векторных полей и тензо-
ров.

При этом сформулированные в "теоремах ис-
чезновения” (vanishing theorems) условия препят-
ствия существованию псевдокиллинговых и псев-
догармонических векторных полей и тензоров по-
ражают своей громоздкостью, в отличие от анало-
гичных теорем для киллинговых и гармонических
векторных полей и тензоров на римановых мно-
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гообразиях (см. [66]). Упрощения условий препят-
ствия удавалось достичь только для случая много-
образий Римана-Картана (M, g,∇) с антисиммет-
ричным тензором кручения S связности ∇.

Нам удалось наметить пути модернизации
этой техники, при этом первые полученные ре-
зультаты, анонсированные на Международной
конференции "Геометрия в Одессе - 2008"и на
Международной конференции по дифференциаль-
ным уравнениям и динамическим системам в Суз-
дале в 2008 году, имеют геометрически содержа-
тельный и компактный вид (см. [50] и [51]). В
дальнейшем нами была продолжена работа по изу-
чению свойств псевдокиллинговых и псевдогар-
монических векторных полей на многообразиях
Римана-Картана различных классов. Полученные
нами результаты изложены в работах [52] и [53].

2. Многообразия Римана-Картана
2.1. Определение. Под многообразием Римана-
Картана будем понимать триплет (M, g,∇), где
пара (M, g) – (псевдо)риманово n-мерное (n ≥ 2)
многообразие и ∇ – линейная связность, обладаю-
щая ненулевым кручением S, такая, что ∇g = 0.

Поскольку на многообразии Римана-Картана
(M, g,∇) помимо связности ∇ существует связ-
ность Леви-Чивита ∇, однозначно присоединяе-
мая к метрике g, то на (M, g,∇) однозначно опре-
деляется тензорное поле T = ∇ − ∇, которое, со-
гласно предположению

(∇Xg)(Y, Z) =

= −g(T (X,Y ), Z)− g(T (X,Z), Y ) = 0, (2.1)

является гладким сечением тензорного расслоения
TM ⊗ Λ2M . Из формулы непосредственно выво-
дим:

g(T (Y, Z), X) =

= g(S(X, Y ), Z) + g(S(X, Z), Y ) + g(S(Y,Z), X)
(2.2)

для тензора кручения

S(X,Y ) =
1
2
(T (X, Y )− T (Y, X)). (2.3)

Здесь и в дальнейшем X,Y, Z – произвольные
гладкие векторные поля на M . При этом из (2.2)
следует:

2 trace S = trace T, (2.4)

где (trace S)X := g(S(ei, X), ei) и (trace T )X :=
= T (ei, X, ei) для ортонормированного базиса
{e1, . . . , en} касательного пространства TxM в про-
извольной точке x ∈ M .

В локальных координатах x1, . . . , xn произ-
вольной карты (U,ϕ) многообразия M тензор кри-
визны R связности ∇ имеет следующие компонен-
ты (см. [60], стр. 130):

R
l

ijk =

= R l
ijk +∇iT

l
jk −∇jT

l
ik + T l

im T m
jk − T l

jm T m
ik ,
(2.5)

где R l
ijk и T l

jk – локальные компоненты тензоров
кривизны связности Леви-Чивита ∇ и деформа-
ции T = ∇−∇ и i, j, k, l,m = 1, . . . , n.

Условие метричности ∇g = 0 связности ∇ при-
водит (см. [66], стр. 79 русского перевода) к следу-
ющим свойствам симметрии:

Rijkl = −Rijlk; Rijkl = −Rjikl (2.6)

для компонент Rijkl = glmR
m

ijk тензора R
b
, ас-

социированного с тензором кривизны R связности
∇. При этом тождествам Бианки, коим подчиняет-
ся тензор римановой кривизны, тензор R

b
не удо-

влетворяет. Таким образом, справедлива

Лемма 2.1. Тензор R
b
связности ∇ много-

образия Римана-Картана является гладким сече-
нием тензорного расслоения Λ2M ⊗ Λ2M .

Тензор Риччи Ric связности ∇ имеет следую-
щие компоненты (см. [60], стр. 151):

Ricij :=

= Ricij +∇kT k
ij −∇iT

k
kj + T k

kl T l
ij − T l

ik T k
lj ,
(2.7)

где Ricij – локальные компоненты тензора Риччи
связности Леви-Чивита ∇. Очевидно, что тензор
Риччи Ric не является симметричным.

Приведем две различные классификации мно-
гообразий Римана-Картана.

2.2. Первый способ классификации мно-
гообразий Римана-Картана. Тензор кручения
S связности ∇ является гладким сечением тензор-
ного расслоения Λ2M ⊗ TM . В свою очередь, для
тензорного расслоения Λ2M ⊗ T ∗M , согласно тео-
реме Ж.-П. Бургиньена, имеет место поточечно
O(n,R)-неприводимое разложение

Λ2M ⊗ T ∗M ∼= ℘1(M)⊕ ℘2(M)⊕ ℘3(M),

где ℘1(M) = Λ3M и ℘2(M) = (C∞M · g) ∧ T ∗M .
При этом ортогональные проекции на компоненты
этого разложения определяются равенствами (см.,
напр., [38]):

(1)Sb(X, Y, Z) := (Pr℘1(M)S)(X,Y, Z) =

= 3−1(Sb(X, Y, Z) + Sb(Y,Z, X) + Sb(Z,X, Y ));

(2)Sb(X, Y, Z) := (Pr℘2(M)S)(X,Y, Z) =

= g(X,Z)θ(Y )− g(Y, Z)θ(X);

(3)Sb(X, Y, Z) := (Pr℘3(M)S)(X,Y, Z) =

= Sb(X, Y, Z)−(1) S(X,Y, Z)−(2) S(X, Y, Z),

где Sb(X, Y, Z) := g(S(X,Y ), Z) и θ := (n −
1)−1trace S.
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Будем говорить, что многообразие Римана-
Картана (M, g,∇), равно как и его присоединенная
связность ∇, принадлежат классу ℘α или ℘α ⊕ ℘β

для α, β = 1, 2, 3 и α < β, если в каждой точке x ∈

M тензор Sb является сечением соответствующего
тензорного расслоения ℘α(M) или ℘α(M)⊕℘β(M).
Составим классификационную диаграмму вклю-
чений:

Будем полагать ∇ ∈ ℘1, если Sx ∈ Λ3(TxM)
для всех x ∈ M . Такие связности рассматривал
К. Яно (см. [66], стр. 78-92) с целью расширения
области применения "техники Бохнера"и им же
было доказано, что связности ∇ ∈ ℘1 естествен-
ным образом возникают в пространстве полупро-
стой группы Ли (см. там же).

Будем полагать∇ ∈ ℘2, если Sx ∈ (Rgx)∧T ∗x M
для всех x ∈ M , или подробнее (2)Sb(X, Y, Z) =
= g(X, Z)θ(Y )− g(Y, Z)θ(X), где Sb(X, Y, Z) :=
= g(S(X,Y ), Z) и θ := (n− 1)−1trace S для любых
X,Y, Z ∈ TM . Этот класс состоит из полусиммет-
рических метрических связностей (см. [46]).

Следующие классы несимметрических метри-
ческих связностей не были исследованы:

1) ∇ ∈ ℘3, что означает (1)S = 0 и (2)S = 0 или

Sb(Z,X, Y ) + Sb(X, Y, Z) + Sb(Y,Z, X) = 0 и

(trace S)X := g(S(ei, X), ei) = 0;

2) ∇ ∈ ℘2 ⊕ ℘3, что означает (1)S = 0 или

Sb(Z, X, Y ) + Sb(X, Y, Z) + Sb(Y, Z, X) = 0;

3) ∇ ∈ ℘1 ⊕ ℘2, что означает (3)S = 0
или Sb(X,Y, Z) = (AltSb)(X, Y, Z) +
+ 2

n−1 ((trace S)(Y )g(X, Z) − (trace S)(X)g(Y, Z)),
что равносильно следующим соотношениям

Sb(X, Y, Z) + Sb(X, Z, Y ) =

= (n− 1)−1(g(X,Z)(trace S)(Y )−

−2g(Y, Z)(trace S)(X)− g(X, Y )(trace S)(Z));

4) ∇ ∈ ℘1 ⊕ ℘3, что означает (2)S = 0 или

(trace S)X := g(Sb(ei, X), ei) = 0.

2.3. Второй способ классификации мно-
гообразий Римана-Картана. Тензор дефор-
мации T b является гладким сечением тензор-
ного расслоения T ∗M ⊗ Λ2M согласно теореме

Ж. П. Бургиньена. Для тензорного расслоения
T ∗M ⊗ Λ2M , согласно теореме Ж. П. Бургинье-
на, имеет место поточечно O(n,R)-неприводимое
разложение

T ∗M ⊗ Λ2M ∼= =1(M)⊕=2(M)⊕=3(M),

где =1(M) = Λ3M и =2(M) = T ∗M ∧ (C∞M · g).
При этом ортогональные проекции на компоненты
этого разложения определяются равенствами (см.,
напр., [38]):

(1)T b(X, Y, Z) := (Pr=1(M)T )(X, Y, Z) =

= 3−1(T b(X, Y, Z) + T b(Y, Z,X) + T b(Z,X, Y ));

(2)T b(X, Y, Z) := (Pr=2(M)T )(X, Y, Z) =

= g(X, Y )ω(Z)− g(X, Z)ω(Y );

(3)T b(X, Y, Z) := (Pr=3(M)T )(X, Y, Z) =

= T b(X,Y, Z)−(1) T (X, Y, Z)−(2) T (X,Y, Z),

где T b(X, Y, Z) := g(T (X, Y ), Z) и
ω := (n− 1)−1trace T .

Будем говорить, что многообразие Римана-
Картана (M, g,∇), равно как и его присоединенная
связность ∇, принадлежат классу =α или =α⊕=β

для α, β = 1, 2, 3 и α < β, если в каждой точ-
ке x ∈ M тензор T b является сечением соот-
ветствующего тензорного расслоения =α(M) или
=α(M)⊕=β(M).

Пространства Λ2M ⊗ T ∗M и T ∗M ⊗Λ2M , как
и их неприводимые компоненты, изоморфны. Бо-
лее того, связности ∇ классов ℘α(M) и =α(M),
℘α(M)⊕℘β(M) и =α(M)⊕=β(M) для α, β = 1, 2, 3
и α < β совпадают (см. [54]), а потому две эти
классификации равносильны.
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3. Примеры многообразий Римана-
Картана

3.1. Однородные римановы многообразия.
Рассмотрим однородное риманово многообразие
(M, g), т. е. связное риманово многообразие (M, g),
чья группа изометрий, т. е. преобразований, сохра-
няющих метрический тензор g, транзитивна.

Известно (см. [58], стр. 170), что каждое одно-
родное риманово многообразие является полным.
С другой стороны, согласно теореме Амброуза-
Зингера (см. [2]), связное полное риманово много-
образие (M, g) будет однородным тогда и только
тогда, когда на нем можно задать тензорное по-
ле T , как гладкое сечение тензорного расслоения
TM ⊗ Λ2M , такое, что ∇R = 0 и ∇T = 0 для
связности ∇ = ∇ + T . Из равенства (2.1) следует,
что в этом случае ∇g = 0, а потому однородное
риманово многообразие является примером мно-
гообразия Римана-Картана (M, g,∇). Общую тео-
рию однородных римановых многообразий и мно-
гочисленные примеры можно найти, например, в
монографиях [48]; [59] и др.

3.2. Почти эрмитовы многообразия. В ка-
честве второго примера рассмотрим почти эрми-
товое многообразие ([59], стр. 139), которое опре-
деляется как триплет (M, g, J), где пара (M, g) –
риманово 2m-мерное многообразие с почти ком-
плексной структурой J , которая является гладким
сечением тензорного расслоения TM ⊗ T ∗M , сов-
местимой с метрикой g, т. е. J2 = IdM и g(J, J) = g.
Непосредственно проверяется, что ∇g = 0 для
связности ∇ = ∇ +∇J . Известна классификация
почти эрмитовых многообразий (см. [17]), которая
основана на поточечно U(m)-неприводимом разло-
жении тензорного поля ∇Ω, где Ω(X,Y ) :=
= g(X,JY ) – фундаментальная 2-форма почти эр-
митова многообразия (M, g, J) (см. [59], стр. 139).
Перечислим некоторые из классов почти эрмито-
вых многообразий вместе с тождествами, их ха-
рактеризующими.

Почти семи-келеровы многообразия выделя-
ются условием trace ∇J = 0 и представляют при-
мер многообразий Римана-Картана класса =1⊕=3

или соответственно ℘1 ⊕ ℘3.
Почти-келеровы многообразия выделяются

условием dΩ = 0 и представляют пример много-
образий Римана-Картана класса =2⊕=3 или соот-
ветственно ℘2 ⊕ ℘3.

Приближенно келеровы многообразия выделя-
ются условием dΩ = 3∇Ω и представляют пример
многообразий Римана-Картана класса =1 или со-
ответственно ℘1.

3.3. Пример Э. Картана. Рассмотрим при-
мер Э. Картана (см. [9]) многообразия с несим-
метрической метрической связностью. Пусть S2−
сфера радиуса R без полюсов евклидова простран-
ства E3, ξ1 – долгота и ξ2 – широта точки сфе-
ры, тогда первая квадратичная форма сферы име-

ет вид: ds2 = R2((cos2ξ2)dξ1 ⊗ dξ1 + dξ2 ⊗ dξ2),
а метрический тензор g имеет компоненты:
g11 = R2cos2ξ2, g22 = R2, g12 = g21 = 0. Тогда век-
торы X1 = {(Rcosξ2)−1; 0} и X2 = {0, R−1} будут
единичными векторами в направлении "востока"и
"севера". Полагаем, что в некоторой связности ∇
векторы X1 и X2 переносятся параллельно вдоль
любого направления на сфере, т. е. ∇kXj

1 =
= ∂kXj

1+ 1
Rcosξ2 Γ

j

k1 = 0 и∇kXj
2 = ∂kXj

2+ 1
RΓ

j

k2 = 0.

При −π
2 <ξ2<π

2 отсюда последует: Γ
1

21 = −tgξ2,
а остальные символы Кристоффеля связности ∇
равны нулю, т. е. Γ

i

kj = 0. При n = 2 тензор кри-
визны R обладает лишь одной существенной ком-
понентой R1212. Остальные компоненты Rijkl либо
равны нулю, либо совпадают с ней с точностью до
знака. А так как Γ

1

21 единственная компонента из
всех Γ, отличная от нуля, и производная от нее
по ξ1 равна нулю, то R1212 = 0. Тогда все коэф-
фициенты R

i

kjl = 0 тензора кривизны R, а един-
ственным отличным от нуля компонентом тензора
кручения S будет S1

21 = −S1
12 = 1

2 tgξ2.
Непосредственно проверяется выполнение

условий ∇g = 0. Воспользуемся известным со-
отношением (см. [58], стр. 141)

∇igjk = ∂igjk − Γ
p

ijgpk − Γ
p

ikgjp

и подставим в него компоненты метрического тен-
зора g.

∇1g11 = ∂1g11−Γ
p

11gp1−Γ
p

11g1p = ∂1(R2cos2ξ2) = 0,

∇2g11 = ∂2g11 − 2Γ
p

21g1p =

= ∂2(R2cos2ξ2) + 2tgξ2R2cos2ξ2 = 0,

∇1g22 = ∂1g22 + 2Γ
p

12g2p = ∂1(R2) = 0,

∇2g22 = ∂2g22 + 2Γ
p

22g2p = ∂2(R2) = 0,

∇1g12 = ∇1g21 = ∇2g12 = ∇2g21 = 0.

Таким образом, (S2, g,∇) являет пример мно-
гообразия Римана-Картана (M, g,∇). В допол-
нение, если R = 0, тогда ∇ носит название
связности Вейтценбёка или абсолютного парал-
лелизма. Многомерные обобщения пространства
(S2, g,∇) носят название пространств Вейтценбёка
(см. [31]).

Пространство Вейтценбёка или пространство
абсолютного параллелизма (см. [1], [14], [31]) –
это пространство, которое допускает параллель-
ное перенесение n произвольных векторных полей
ξi с локальными компонентами ξi

(1), ξ
i
(2), . . . , ξ

i
(n) по

любой кривой, то есть ∇kξi
(1) = ∇kξi

(2) = · · · =
= ∇kξi

(n) = 0. Дифференцируя и альтернируя по-
следнее, получим условия интегрируемости, кото-
рые являются тождествами Риччи (см. [60], стр.
136)

2∇[j∇k]ξ
i = R

i

jkpξ
p − 2Sp

jk∇pξ
i,

которые дают
R

i

jkpξ
p = 0.
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Это условие должно удовлетворяться тождествен-
но по отношению к выбору вектора ξp. Отсюда сле-
дует, что тензор кривизны равен нулю. И, обрат-
но, если R = 0, то существует n линейно незави-
симых векторов ξi, являющихся решениями урав-
нения ∇kξi

(j) = 0. Таким образом, если матрица
ξi
(j) невырождена, то пространство не имеет кри-
визны. Если одновременно кручение также равно
нулю, то пространство является плоским.

4. Скалярная и полная скаляр-
ная кривизны многообразия Римана-
Картана. Теорема Грина
4.1. Теорема Грина. Пусть M – ориентиро-
ванное n-мерное дифференцируемое многообра-
зие. n-форма ω на M называется элементом объ-
ема, если ω(∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn) > 0 для каждой
ориентированной локальной системы координат
x1, . . . , xn. Для каждого векторного поля X на M
с фиксированным элементом объема ω диверген-
ция поля X, обозначаемая divX, есть функция на
M , определяемая так:

(divX)ω = LXω,

где LX – дифференцирование Ли в направлении
X. Тогда справедлива теорема Грина

Теорема 4.1. Пусть M – ориентированное
компактное многообразие с фиксированным эле-
ментом объема ω = dv. Для любого векторного
поля X на M имеем

∫

M

divXdv = 0.

На (псевдо)римановом многообразии (M, g)
дивергенция произвольного гладкого векторного
поля X находится по формуле div X = trace ∇X.
При этом, если многообразие (M, g) компактное и
ориентированное, то классическая теорема Грина∫

M
(div X)dv = 0 примет в этом случае вид

∫

M

trace(∇X) dv = 0 (4.1)

для элемента объема dv =
√
|det g|dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

найденного в локальных координатах x1, . . . , xn

произвольной карты (U,ϕ) многообразия (M, g)
(см. [58], стр. 259-260). Если на многообразии M
наряду со связностью Леви-Чивита ∇ задана ли-
нейная связность ∇, вообще говоря, с кручением,
то ∇ = ∇+T и trace ∇X = trace ∇X+(trace T )X.
Откуда на основании формулы (4.1) выводим:

∫

M

(trace ∇X − (trace S)X)dv = 0. (4.2)

Равенство (4.2) является теоремой Грина для
компактного ориентированного многообразия
Римана-Картана (M, g,∇).

4.2. Скалярная и полная скалярная кри-
визна многообразий Римана-Картана. Рас-
смотрим далее многообразие Римана-Картана
(M, g,∇) с положительно определенным метри-
ческим тензором g. Взяв за основу тензор кри-
визны R несимметрической метрической связно-
сти ∇ многообразия Римана-Картана (M, g,∇)
и, воспользовавшись тем фактом, что Rb ∈
C∞(Λ2M ⊗ Λ2M), построим скалярный инвари-

ант s =
n∑

i,j=1

g(R(ei, ej)ej , ei), который по ана-

логии со скалярной кривизной s риманова мно-
гообразия (M, g) (см. [48], стр. 65) назовем ска-
лярной кривизной многообразия Римана-Картана
(M, g,∇). Хорошо известно, что несимметриче-
ский тензор Ric = traceR является тензором Рич-
чи линейной несимметрической связности ∇. Сле-
довательно, мы можем записать следующее тож-

дество s =
n∑

i=1

Ric(ei, ei). В частности, для связно-

сти Вейтценбока ∇ мы имеем тождество s = 0.
Зависимость между скалярными кривизнами

s и s описывается в следующей лемме.

Лемма 4.1. Скалярные кривизны s и s мно-
гообразия Римана-Картана (M, g,∇) и риманова
многообразия (M, g) связаны равенством

s = s− ‖(1)T‖2 − n− 2
2

‖(2)T‖2 +
1
2
‖(3)T‖2−

−2div(trace T b) (4.3)

с неприводимыми компонентами (1)T , (2)T и (3)T
тензора T .

Кроме того, можно показать, что справедлива
следующая

Лемма 4.2. Скалярные кривизны s и s мно-
гообразия Римана-Картана (M, g,∇) и риманова
многообразия (M, g) связаны равенством

s = s− ‖(1)S‖2 − 2(n− 2)‖(2)S‖2 + 2‖(3)S‖2−

−4div(trace Sb) (4.4)

с неприводимыми компонентами (1)S, (2)S и (3)S
тензора S.

Известно (см. [48], стр. 161), что полной ска-
лярной кривизной компактного риманова много-
образия (M, g) называется число s(M) :=

∫
M

s dv.
По аналогии сформулируем определение пол-
ной скалярной кривизны многообразия Римана-
Картана (M, g,∇).

Определение. На компактном многообразии
Римана-Картана (M, g,∇) число s(M) =

∫
M

s dv
обозначает его полную скалярную кривизну.

Зависимость между полными скалярными
кривизнами s(M) и s(M) компактных ориенти-
рованных многообразий Римана (M, g) и Римана-
Картана (M, g,∇) описывается следующей тео-
ремой, которая является следствием лемм 4.1.,
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4.2. и теоремы Грина для многообразий Римана-
Картана.

Теорема 4.2. Полные скалярные кривиз-
ны s(M) и s(M) компактных ориентированных
многообразий Римана (M, g) и Римана-Картана
(M, g,∇) связаны равенством

s(M) = s(M)−

−
∫

M

(‖(1)T‖2 +
n− 2

2
‖(2)T‖2 − 1

2
‖(3)T‖2)dv. (4.5)

Для компонентов тензора кручения данное урав-
нение связи имеет вид:

s(M) = s(M)−

−
∫

M

(‖(1)S‖2+2(n− 2)‖(2)S‖2−2‖(3)S‖2)dv. (4.6)

5. Характеристики многообразий
Римана-Картана выделенных клас-
сов и теоремы исчезновения
5.1. Класс =1. Рассмотрим многообразие
Римана-Картана (M, g,∇) класса =1, которое ха-
рактеризуется условием (2)T = 0 и (3)T = 0 или
ему равносильным

S(X, Y, Z) =

= 3−1(Sb(X,Y, Z) + Sb(Y, Z, X) + Sb(Z, X, Y )).

Напомним, что пара связностей ∇ и ∇̃ = ∇+
+ 2S называется (см. [60], стр. 129) взаимной. По-
лагаем S i

jk = 2−1(Γ
i

jk − Γ
i

kj) для коэффициентов

Γ
i

jk связности ∇, найденных в локальной систе-
ме координат x1, . . . , xn на M , тогда коэффици-
ентами взаимных связностей будут Γ

i

jk и Γ̃i
jk =

= Γ
i

jk − 2S i
jk. Из них можно построить коэффици-

енты 2−1(Γ
i

jk+Γ
i

kj) средней связности ∇̆ взаимной
пары (см. там же).

Тогда справедлива

Теорема 5.1. Для несимметрической метри-
ческой связности ∇, заданной на римановом мно-
гообразии (M, g) со связностью Леви-Чивита ∇,
следующие четыре условия равносильны:

1. ∇ ∈ =1;
2. T b

x ∈ Λ3(T ∗x M) для тензора деформации
T = ∇−∇;

3. средняя связность ∇̆ взаимной пары связ-
ностей ∇ и ∇̃ = ∇+ 2S является метрической;

4. геодезические линии связностей ∇ и ∇ сов-
падают.

Для многообразий данного класса справедли-
ва

Теорема 5.2. Скалярные кривизны s и s
многообразий Римана (M, g) и Римана-Картана

(M, g,∇) класса =1 связаны неравенством s ≥ s,
причем равенство возможно только в случае
совпадения связности ∇ со связностью Леви-
Чивита метрики g.

Следствие. На компактном ориентирован-
ном римановом многообразии (M, g) с неотрица-
тельно (соответственно положительно) опре-
деленным тензором Риччи Ric не существу-
ет несимметрической метрической связности
∇ класса =1 с положительно (соответствен-
но неотрицательно) определенной квадратичной
формой Ric(X,X) для тензора Риччи Ric связно-
сти ∇ и любого гладкого векторного поля X.

5.2. Класс =2. Рассмотрим многообразие
Римана-Картана (M, g,∇) класса =2 или, что
равносильно, класса ℘2, которое характеризуется
условиями (1)S = 0 и (3)S = 0. Для него справед-
лива следующая

Лемма 5.1. Связность ∇ принадлежит
классу ℘2 тогда и только тогда, когда ее тензор
кручения удовлетворяет алгебраическому уравне-
нию вида

S(X, Y, Z)− S(X,Z, Y )+

+g(X, Y )C(Z)− g(X,Z)C(Y ) = 0 (5.1)

для некоторой гладкой 1-формы C и произвольных
гладких векторных полей X,Y и Z на M .

Отметим здесь же, что метрическая связность
∇ класса ℘2 в литературе (см. [5]; [28]; [46] и др.)
называется еще полусимметрической.

Рассмотрим многообразие Римана-Картана
(M, g,∇) класса =2, которое характеризуется усло-
вием (1)T = 0 и (3)T = 0. В этом случае справед-
лива

Теорема 5.3. Полные скалярные кривиз-
ны s(M) и s(M) компактных ориентирован-
ных многообразий Римана (M, g) и Римана-
Картана (M, g,∇) класса =2 связаны неравен-
ством s(M) ≥ s(M), причем равенство возмож-
но только в случае совпадения связности ∇ со
связностью Леви-Чивита ∇ метрики g.

Зная определение скалярных кривизн s и s и
учитывая положительную определенность метри-
ки g, можем сформулировать

Следствие. На компактном ориентирован-
ном римановом многообразии (M, g) с неотрица-
тельно (соответственно положительно) опре-
деленным тензором Риччи Ric не существу-
ет несимметрической метрической связности
∇ класса =2 с положительно (соответствен-
но неотрицательно) определенной квадратичной
формой Ric(X,X) для тензора Риччи Ric связно-
сти ∇ и любого гладкого векторного поля X.

5.3. Класс =3. Рассмотрим теперь многообра-
зие Римана-Картана (M, g,∇) класса =3, которое
характеризуется условиями (1)T =(2) T = 0. По-
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следним можно придать вид следующих равенств:

trace T = 0;

T (X,Y, Z) + T (Y,Z, X) + T (Z, X, Y ) = 0.

В этом случае будет справедливой

Теорема 5.4. Скалярные кривизны s и s
многообразий Римана (M, g) и Римана-Картана
(M, g,∇) класса =3 связаны неравенством s ≥ s.
Равенство возможно только, если присоединен-
ная связность ∇ совпадает со связностью Леви-
Чивита ∇ метрики g.

Здесь также будет справедливым
Следствие. На римановом многообразии

(M, g) с неотрицательно (соответственно поло-
жительно)скалярной кривизной s не существу-
ет несимметрической метрической связности
∇ класса =3 с отрицательно (соответствен-
но неположительно) определенной квадратичной
формой Ric(X, X) для тензора Риччи Ric связно-
сти ∇ и любого гладкого векторного поля X.

Замечание. С. Гольдберг, К. Яно и С. Бох-
нер, а также Ю. Кубо, Н. Рани и Н. Пракаш (см.
[6]; [15]; [25]; [66] и [33]) доказывали свои "тео-
ремы исчезновения"на компактных ориентиро-
ванных многообразиях Римана-Картана (M, g,∇),
при условии, что div X = trace ∇X для произ-
вольного гладкого векторного поля X. С учетом
предложенных во втором параграфе классифика-
ций можно констатировать, что это были многооб-
разия класса =1 ⊕ =3 или, соответственно, класса
℘1⊕℘3. Это вызвано тем, что только для многооб-
разий этих классов можно записать теорему Грина
в форме

∫
M

trace ∇X dv = 0. Именно последняя
лежит в основе "техники Бохнера"для многообра-
зий Римана-Картана (см. [66]).

5.4. Класс =1⊕=2. Рассмотрим многообразие
Римана-Картана (M, g,∇) класса =1⊕=2 или, что
равносильно, класса ℘1 ⊕ ℘2, которое характери-
зуется условием (3)S = 0. Для него нами доказана
следующая

Лемма 5.2. Связность ∇ принадлежит
классу ℘1 ⊕ ℘2 тогда и только тогда, когда ее
тензор кручения удовлетворяет алгебраическому
уравнению вида

S(X,Y, Z) + S(X,Z, Y ) =

= g(X, Z)B(Y ) + g(X, Y )B(Z) + g(Y, Z)A(X)
(5.2)

для некоторых гладких 1-форм A и B и произволь-
ных гладких векторных полей X,Y и Z на M .

Для многообразий данного класса справедли-
вы

Теорема 5.5. Многообразие Римана-Картана
(M, g,∇) класса =1 ⊕ =2 имеет общие изотроп-
ные геодезические с псевдоримановым многобрази-
ем (M, g).

Лемма 5.3. Полные скалярные кривизны
s(M) и s(M) компактных ориентированных
многообразий Римана (M, g) и Римана-Картана
(M, g,∇) класса =1 ⊕ =2 связаны неравенством
s(M) ≤ s(M). Для dimM ≥ 3 равенство воз-
можно, когда связность ∇ совпадает со связно-
стью Леви-Чивита ∇ метрики g, а для случая
dimM = 2, когда связность ∇ будет полусим-
метрической.

Очевидно, что для многообразия Римана-
Картана (M, g,∇) со связностью Вейnценбёка
класса =1 ⊕ =2 верно неравенство s(M) ≥ 0. Сле-
довательно, мы можем сформулировать

Следствие. Не существует связностей
Вейтценбёка ∇ класса =1⊕=2 на римановом мно-
гообразии с s(M) ≤ 0.

Зная определение скалярных кривизн s и s и
учитывая положительную определенность метри-
ки g, можем сформулировать

Следствие.На компактном ориентирован-
ном римановом многообразии (M, g) с неположи-
тельно (соответственно отрицательно) опре-
деленной скалярной кривизной s не существу-
ет несимметрической метрической связности ∇
класса =1 ⊕ =2 с положительно (соответствен-
но неотрицательно) определенной квадратичной
формой Ric(X, X) для тензора Риччи Ric связно-
сти ∇ и любого гладкого векторного поля X.

6. Псевдокиллинговы векторные
поля на многообразии Римана-
Картана
6.1. Определение. (см. [57], стр. 60–61) Уравне-
ния Lξg = 0 или им равносильные

g(∇Xξ, Y ) + g(X,∇Y ξ) = 0 (6.1)

характеризуют ξ как киллинговое векторное поле
или, по другой терминологии, инфинитезималь-
ную изометрию.

Для связности ∇ по аналогии с киллинговым
векторным полем определим псевдокиллинговое
векторное поле

Определение. (см. [6]; [15] и [66], стр. 86)
Уравнения

g(∇Xξ, Y ) + g(X,∇Y ξ) = 0 (6.2)

служат определяющими для псевдокиллингова
векторного поля ξ пространства (M, g,∇).

Уравнения (6.2) можно записать в равносиль-
ной им форме:

(Lξg)(X, Y ) = T (X, Y, ξ) + T (Y, X, ξ). (6.3)

Замечание. На многообразии Римана-
Картана (M, g,∇) класса =1, которое характе-
ризуется условием T =(1) T или равносильным
ему условием S =(1) S, где антисимметричны тен-
зоры деформации T b и кручения Sb, и на ко-
тором сосредоточили свое внимание К. Яно и
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С. Бохнер, псевдокиллинговое векторное поле ξ
является киллинговым, поскольку в этом случае
(Lξg)(X, Y ) = 0, как это последует из (6.3).

В отличие от цитируемых выше работ [6], [15],
[25], [33], [66], рассмотрим псевдокиллинговое век-
торное поле ξ на многообразии Римана-Картана
(M, g,∇) класса =1 ⊕=2. В этом случае

T (X, Y, ξ) + T (Y,X, ξ) =

= 2g(X,Y )ω(ξ)− g(Y, ξ)ω(X)− g(X, ξ)ω(Y ) (6.4)

и уравнение (6.3) предстанет в следующем виде:
(Lξg)(X, Y ) =

= 2g(X,Y )ω(ξ)− θ(Y )ω(X)− θ(X)ω(Y ), (6.5)

где θ(X) = g(ξ,X) и ω = (n − 1)−1trace T для
произвольного гладкого векторного поля X на M .

Полагаем векторное поле ξ неизотропным, то
есть g(ξ, ξ) 6= 0, и введем в рассмотрение ор-
тогональное векторному полю ξ гиперраспреде-
ление ξ⊥ : x ∈ M → Xx ∈ ker θx ⊂ TxM
для всех x из области определения поля ξ на
многообразии (M, g,∇). Из (6.5) тогда последует,
что (Lξg)(X, Y ) = 2g(X,Y )ω(ξ) для произвольных
гладких векторных полей X и Y распределения
ξ⊥. Это равенство характеризует ξ как инфини-
тезимальное (n − 1)-конформное преобразование
(см. [40]) или, по другой терминологии, как инфи-
нитезимальное обобщенно-конформное преобразо-
вание (см. [56]). Как это доказано в [40], верно и
обратное. А именно: каждое инфинитезимальное
(n − 1)-конформное преобразование ξ многообра-
зия (M, g) задается уравнением вида (6.5). Дока-
зана

Теорема 6.1. Псевдокиллинговое (неизотроп-
ное) векторное поле на многообразии Римана-
Картана (M, g,∇) класса =1⊕=2 или, что тоже
самое, класса ℘1⊕℘2 является инфинитезималь-
ным (n− 1)-конформным преобразованием.

С каждым гиперраспределением ξ⊥ ассоции-
руются тензор интегрируемости F⊥ и вторая
фундаментальная форма Q⊥, которые определя-
ются из равенств (см. [34], стр. 148)

g(F⊥(X,Y ), ξ) := g([X, Y ], ξ); (6.6)

g(Q⊥(X,Y ), ξ) := g(2−1(∇XY +∇Y X), ξ) (6.7)

для любых гладких векторных полей X и Y рас-
пределения ξ⊥. На многообразии Римана-Картана
(M, g,∇) класса =1⊕=2 или, что то же самое, клас-
са ℘1 ⊕ ℘2 равенство (6.7) принимает следующий
вид

g(Q⊥(X,Y ), ξ) =

= g(2−1(∇XY +∇Y X), ξ) + T (X, Y, ξ) + T (Y,X, ξ)

для любых гладких векторных полей X и Y рас-
пределения ξ⊥ и псевдокиллингова векторного по-
ля ξ. На основании (6.4) заключаем отсюда,что

g(Q⊥(X, Y ), ξ) = 2g(X, Y )ω(ξ).

Это означает, что ξ⊥ – омбилическое распределе-
ние (см. [34], стр. 151). Доказана

Теорема 6.2. На многообразии Римана-
Картана (M, g,∇) класса =1⊕=2 или, что то же
самое, класса ℘1 ⊕ ℘2 гиперраспределение ξ⊥, ор-
тогональное (неизотропному) псевдокиллингово-
му векторному полю ξ, является омбилическим.

Тензор интегрируемости F⊥, вообще говоря,
не обращается в нуль на многообразии Римана-
Картана (M, g,∇). Но возможен частный случай,
который описывает

Теорема 6.3. Пусть (M, g,∇) – компакт-
ное ориентированное n-мерное (n ≥ 3) многооб-
разие Римана-Картана с положительно опреде-
ленным метрическим тензором g принадлежит
классу =1 ⊕ =2 или, что то же самое, классу
℘1 ⊕ ℘2. Если для псевдокиллингова векторного
поля ξ выполняется условие Ric(ξ, ξ) ≤ 0, то
гипераспределение ξ⊥ является интегрируемым
с максимальными вполне геодезическими инте-
гральными многообразиями, а метрическая фор-
ма многообразия в локальной системе координат
x1, . . . , xn некоторой карты (U,ϕ) имеет вид:

ds2 =

=gab(x1, ..., xn−1)dxa⊗dxb+gnn(x1, ..., xn)dxn⊗dxn,
(6.8)

для a, b = 1, . . . , n− 1.

Далее рассмотрим псевдокиллингово вектор-
ное поле ξ на многообразии Римана-Картана
(M, g,∇) класса =2, для которого, как было пока-
зано, присоединенная связность ∇ – полусиммет-
рическая. Справедлива

Теорема 6.4. Если для заданного на компакт-
ном многообразии Римана-Картана (M, g,∇)
класса =2 псевдокиллингова векторного поля ξ и
тензора Риччи Ric присоединенной связности ∇
выполняется условие Ric(ξ, ξ) ≤ 0, то ξ явля-
ется торсообразующим векторным полем, гипер-
распределение ξ⊥ - интегрируемым с максималь-
ными омбилическими интегральными многообра-
зиями, а метрическая форма многообразия в ло-
кальной системе координат x1, . . . , xn некоторой
карты (U,ϕ) имеет вид:

ds2 = σ(x1, . . . , xn)gab(x1, . . . , xn−1)dxa ⊗ dxb+

+gnn(x1, . . . , xn)dxn ⊗ dxn, (6.9)

для a, b = 1, . . . , n− 1.

6.2. Теоремы исчезновения для псевдо-
киллинговых векторных полей. Пусть как и
прежде многообразие Римана-Картана (M, g,∇)
имеет положительно определенный метрический
тензор g. Теорема исчезновения для псевдо-
киллингова векторного поля на многообразии
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Римана-Картана (M, g,∇) класса =1⊕=2 или, что
то же самое, класса ℘1⊕℘2 имеет следующий вид.

Теорема 6.5. Пусть (M, g,∇) – компактное
ориентированное n-мерное (n ≥ 3) многообразие
Римана-Картана с положительно определенным
метрическим тензором g принадлежит классу
=1⊕=2 или, что тоже самое, классу ℘1⊕℘2. Ес-
ли при этом тензор Риччи Ric связности Леви-
Чивита ∇ метрики g отрицательно определен,
то на (M, g,∇) не существует ненулевых псевдо-
киллинговых векторных полей.

Теорема исчезновения указывает на отрица-
тельную определенность тензора Риччи Ric связ-
ности Леви-Чивита ∇ метрики g как на условие
препятствия для существования псевдокиллин-
гова векторного поля на многообразии Римана-
Картана (M, g,∇), при этом объекты связности ∇
в этом не участвуют. Исправить эту ситуацию по-
может следующая

Теорема 6.6. Пусть (M, g,∇) – компактное
n-мерное (n ≥ 2) многообразие Римана-Картана с
положительно определенным метрическим тен-
зором g принадлежит классу =2 или, что то же
самое, классу ℘2. Тогда каждое псевдокиллинго-
вое векторное поле ξ на (M, g,∇) имеет равную
нулю ковариантную производную относительно
несимметричной метрической связности ∇, если
Ric(ξ, ξ) ≤ 0 для тензора Риччи Ric этой связно-
сти. Если же квадратичная форма Ric(X,X) от-
рицательно определена, то на (M, g,∇) не суще-
ствует ненулевых псевдокиллинговых векторных
полей.

7. Псевдогармонические вектор-
ные поля на многообразии Римана-
Картана
7.1. Геометрия псевдогармонических век-
торных полей. Векторное поле ξ на римановом
многообразии (M, g) называется гармоническим,
если (см. [66], стр. 34)

g(∇Xξ, Y )− g(X,∇Y ξ) = 0,
div ξ = traceg(∇ ξ) = 0.

(7.1)

По аналогии с приведенным определением бы-
ло дано ( [15]; [25]; [33]; см. [66], стр. 84)

Определение. Псевдогармоническим век-
торным полем называется такое ξ на много-
образии (M, g,∇), которое подчиняется системе
дифференциальных уравнений:

g(∇Xξ, Y )− g(X,∇Y ξ) = 0,
traceg(∇ξ) = 0.

(7.2)

Изучим геометрию псевдогармонического вектор-
ного поля на компактном многообразии Римана-
Картана (M, g,∇) классов =1 ⊕=2 и =2. Справед-
лива

Лемма 7.1. Пусть на компактном многооб-
разии (M, g,∇) тензор кручения S присоединен-
ной связности ∇ удовлетворяет уравнению

g(S(X, Y ), Z) + g(S(X,Z), Y ) =

= g(X, Y )τ(Z) + g(X, Z)τ(Y ) + g(Y, Z)ν(X) (7.3)

для произвольных гладких 1-форм τ и ν. Если
для заданного на (M, g,∇) псевдогармоническо-
го векторного поля ξ и тензора Риччи Ric при-
соединенной связности ∇ выполняется условие
Ric(X,X) ≥ 0, то с необходимостью ∇ξ = 0. Ес-
ли же квадратичная форма Ric(X, X) является
положительно определенной, то на многообразии
(M, g,∇) не существует ненулевых псевдогармо-
нических векторных полей.

На основании леммы можно доказать, что
справедлива следующая

Теорема 7.1. Пусть ξ – псевдогармониче-
ское векторное поле на компактном многообразии
Римана-Картана (M, g,∇) класса =1 ⊕=2 такое,
что Ric(ξ, ξ) ≥ 0 для тензора Риччи Ric присо-
единенной связности ∇. Тогда гиперраспределение
ξ⊥, ортогональное ξ, является омбилическим.

Рассмотрим теперь псевдогармоническое век-
торное поле ξ на компактном многообразии
Римана-Картана (M, g,∇) класса =2. Здесь будет
справедлива

Теорема 7.2. Если на компактном многооб-
разии Римана-Картана (M, g,∇) класса =2 для
псевдогармонического векторного поля ξ выполня-
ется условие Ric(ξ, ξ) ≥ 0, то ξ является тор-
сообразующим векторным полем, гиперраспреде-
ление ξ⊥ - интегрируемым с максимальными
омбилическими интегральными многообразиями,
а метрическая форма многообразия в локальной
системе координат x1, ..., xn некоторой карты
(U,ϕ) приводится к виду:

ds2 = σ(x1, ..., xn)gab(x1, ..., xn−1)dxa ⊗ dxb+

+gnn(x1, ..., xn)dxn ⊗ dxn,

для a, b = 1, ..., n− 1.

7.2. Теорема исчезновения

Теорема 7.3. Пусть (M, g,∇) – компакт-
ное многообразие Римана-Картана класса =1⊕=2

или, что то же самое, класса ℘1 ⊕ ℘2. Тогда
каждое псевдогармоническое векторное поле ξ на
(M, g,∇) имеет равную нулю ковариантную про-
изводную относительно несимметричной мет-
рической связности ∇, если Ric(ξ, ξ) ≥ 0 для тен-
зора Риччи Ric этой связности. Если же квадра-
тичная форма Ric(X, X) является положитель-
но определенной, то на многообразии не суще-
ствует ненулевых псевдогармонических вектор-
ных полей.
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Vol. 17, no. 17. – P. 358 – 409.

[41] Trautman, A. The Einstein-Cartan theory
/ A. Trautman // Encyclopedia of Mathematical
Physics. – Oxford: Elsevier, 2006. – Vol. 2. – P. 189
– 195.

[42] Tricerri, F. Homogeneous structures on
Riemannian manifolds / F. Tricerri, L. Vanhecke //
London Math. Soc.: Lecture Note Series. – Vol. 83. -
London: Cambridge University Press, 1983.

[43] Tricerri, F. Homogeneous structures.
Progress in mathematics / F. Tricerri, L. Vanhecke
// Differential geometry. – 1983. – Vol. 32. – P. 234 –
246.

[44] Tricerri, F. Self-dual and anti-self-dual
homogeneous structures / F. Tricerri , L. Vanhecke
// Lecture notes in mathematics. – 1984. – no. 1045.
– P. 18 – 194.

[45] Vysal, S. A. On weakly symmetric spaces
with semi-symmetric metric connection / S. A. Vysal,
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RICCI SOLITONS IN CONTACT METRIC MANIFOLDS
Mukut Mani Tripathi

СОЛИТОНЫ РИЧЧИ В КОНТАКТНЫХ МЕТРИЧЕСКИХ МНОГООБРАЗИЯХ
M. M. Трипатхи

In N(k)-contact metric manifolds and/or (k, µ)-manifolds, gradient Ricci solitons, compact Ricci solitons
and Ricci solitons with V pointwise collinear with the structure vector field ξ are studied.

В работе изучаются солитоны Риччи, в N(k)-контактных метрических многообразиях и в кон-
тактных (k, µ)-многообразиях

Keywords: солитоны Риччи, N(k)-контактные метрические многообразия, (k, µ)-многообразия, K-
контактные многообразия, многообразия Сасаки.

Ключевые слова: Ricci soliton, N(k)-contact metric manifold, (k, µ)-manifold, K-contact manifold,
Sasakian manifold.

1. Introduction
A Ricci soliton is a generalization of an Einstein
metric. In a Riemannian manifold (M, g), g is called
a Ricci soliton [18] if

£V g + 2 Ric + 2λg = 0, (1)

where £ is the Lie derivative, V is a complete vector
field on M and λ is a constant. Metrics satisfying
(1) are interesting and useful in physics and are
often referred as quasi-Einstein (e.g. [9], [10], [15]).
Compact Ricci solitons are the fixed point of the Ricci
flow

∂

∂t
g = − 2 Ric

projected from the space of metrics onto its quotient
modulo diffeomorphisms and scalings, and often arise
as blow-up limits for the Ricci flow on compact
manifolds. The Ricci soliton is said to be shrinking,
steady, and expanding according as λ is negative,
zero, and positive respectively. If the vector field V
is the gradient of a potential function −f , then g
is called a gradient Ricci soliton and equation (1)
assumes the form

∇∇f = Ric + λg. (2)

A Ricci soliton on a compact manifold has constant
curvature in dimension 2 (Hamilton [18]), and also
in dimension 3 (Ivey [19]). For details we refer to
Chow and Knoff [12] and Derdzinski [14]. We also
recall the following significant result of Perelman [24]:
A Ricci soliton on a compact manifold is a gradient
Ricci soliton.

On the other hand, the roots of contact geometry
lie in differential equations as in 1872 Sophus Lie
introduced the notion of contact transformation
(Berührungstransformation) as a geometric tool to
study systems of differential equations. This subject
has manifold connections with the other fields of
pure mathematics, and substantial applications in
applied areas such as mechanics, optics, phase space
of a dynamical system, thermodynamics and control
theory (for more details see [1], [3], [16], [21] and [22]).

It is well known [26] that the tangent sphere
bundle T1M of a Riemannian manifold M admits
a contact metric structure. If M is of constant
curvature c = 1 then T1M is Sasakian [33], and if c =
0 then the curvature tensor R satisfies R(X, Y )ξ = 0
[2]. As a generalization of these two cases, in [5], Blair,
Koufogiorgos and Papantoniou started the study of
the class of contact metric manifolds, in which the
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