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коэффициенты зависят от параметров a и b. Заме-
тим, что при t = 0 получаем :

b0(0) = a, b1(0) = 1− a, b2(0) = b3(0) = 0.

При t = 1 аналогично имеем :

b0(1) = b1(1) = 0, b2(1) = a, b3(1) = 1− a.

Следовательно, каждая элементарная кривая
Γi начинается в точке

Ri(0) = aPi−1 + (1− a)Pi,

лежащей на ребре Pi−1Pi опорного многоугольни-
ка, а кончается в точке

Ri(1) = aPi+1 + (1− a)Pi+2,

лежащей на ребре Pi+1Pi+2 опорного многоуголь-
ника. Нетрудно также проверить , что в своей на-
чальной точке кривая Γi касается ребра Pi−1Pi ,

а в конечной — ребра Pi+1Pi+2 Однако в общем
случае построенная кривая не проходит через вер-
шины опорного массива.

Можно сказать, что рассматриваемые состав-
ные кривые являются более гладкими, чем кри-
вые Безье, но не обладают свойством непрерывно-
сти вектора кривизны. Наличие в функциональ-
ных коэффициентах mλµ параметров a и b позво-
ляет менять форму кривой Γ, не меняя точек мас-
сива. Это свойство сближает их с β-сплайновыми
кривыми. Представляет интерес дальнейшее изу-
чение геометрических свойств построенных кри-
вых.
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1. Инвариантные почти комплексные
структуры на однородных простран-
ствах

Пусть M – однородное риманово пространство
размерности 2 n, G – связная группа Ли, дей-
ствующая на M транзитивно, H – подгруппа изо-
тропии фиксированного элемента o ∈ M , и g –
AdH -инвариантная риманова метрика на G. То-
гда M ∼= G/H и g раскладывается в прямую сум-
му векторных пространств h и p, где h – алгебра
Ли подгруппы изотропии H, а p – ее ортогональ-
ное дополнение относительно метрики g. Подпро-
странство p раскладывается в прямую сумму AdH -
инвариантных неприводимых векторных подпро-
странств. Касательное пространство ToM и под-
пространство p изоморфны как векторные про-

странства. Если подгруппа H является нормаль-
ной, а распределение p инволютивным, то M диф-
феоморфно группе K = G/H, а p является алгеб-
рой Ли группы K.

Почти комплексной структурой на веществен-
ном четномерном многообразии M называется
непрерывное поле вещественных линейных опера-
торов Jx : TxM 7→ TxM : Jx ◦ Jx = −Id для всех
x ∈ M . Пусть Rg – представление группы G в
группе собственных дифференцируемых преобра-
зований однородного пространства M , ядро кото-
рого совпадает с H. Почти комплексная структура
J на M называется G-инвариантной, если для лю-
бых g ∈ G и x = Rg(o) ∈ M,Jx = dRg ◦ Jo ◦ dRg−1 .
Любая G-инвариантная почти комплексная струк-
тура на однородном пространстве полностью опре-
деляется своим значением в начальной точке o.
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Линейный изоморфизм пространств ToM и p ин-
дуцирует взаимно-однозначное соответствие меж-
ду множеством G-инвариантных почти комплекс-
ных структур на M и множеством A(p), где A(p)
– множество всех левоинвариантных полей линей-
ных операторов на группе G, обладающих сле-
дующими свойствами: Φ ∈ A(p), если для любо-
го X ∈ p,ΦX ∈ p, (Φ ◦ Φ)X = −X, а для лю-
бого Y ∈ h, ΦY = Y . Такие линейные операто-
ры называются аффинорами. Ограничение любо-
го аффинора на подпространство p есть левоин-
вариантная почти комплексная структура на K, а
ограничение на подалгебру h есть тождественный
оператор. В дальнейшем будем отождествлять G-
инвариантную почти комплексную структуру на
однородном пространстве M и соответствующий
ей аффинор на группе G.

Если подгруппа изотропии H имеет четную
размерность, то любая левоинвариантная почти
комплексная структура на группе G, инвариантно
действующая на p, индуцирует G-инвариантную
почти комплексную структуру на M .

2. Приводимые почти комплексные
структуры и их индекс

Определение 1. Почти комплексная структу-
ра J на многообразии M называется приводи-
мой, если в каждой точке многообразия каса-
тельное пространство содержит нетривиаль-
ное собственное подпространство, инвариантное
относительно действия J , распределение таких
подпространств непрерывно зависит от точки и
для любого нетривиального подпространства ин-
вариантного относительно действия структуры
J существует дополнительное подпространство,
также инвариантное относительно действия J .

Понятие приводимой почти комплексной
структуры естественно возникает при рассмот-
рении расслоений (см. [2]) и однородных четно-
мерных пространств с четномерной подгруппой
изотропии. Для расслоений в качестве инвариант-
ных относительно действия почти комплексной
структуры подпространств можно рассматривать
распределение касательное к слоям расслоения и
горизонтальное распределение (связность), а для
однородных пространств подпространства h и p.

Теорема 1. Пусть J – G-инвариантная при-
водимая почти комплексная структура на чет-
номерном вещественном однородном простран-
стве M ∼= G/H, тогда векторное простран-
ство p раскладывается в прямую сумму непри-
водимых подпространств инвариантных относи-
тельно действия почти комплексной структу-
ры J . А матрица структуры J в фиксирован-
ном базисе пространства p принимает блочно-

диагональный вид:



A1 0 . . . 0
0 A2 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 An


 ,

где Ak – квадратная матрица четного порядка.

Доказательство. Пусть J – G-инвариантная
приводимая почти комплексная структура на M и
V1 – инвариантное относительно ее действия век-
торное подпространство в p. По определению 1 в p
существует дополнительное к V1 подпространство
V2 также инвариантное относительно действия J .
Ограничение структуры J на V1 есть почти ком-
плексная структура J1 на V1, а ограничение J
на V2 есть почти комплексная структура J2 на
V2. Повторяя это разложение для подпространств
V1 и V2, на некотором конечном шаге получим
разложение пространства p в прямую сумму век-
торных подпространств W1, . . . ,Wk и набор по-
чти комплексных структур J1, . . . , Jk, каждая из
которых действует неприводимо на соответствую-
щем подпространстве Wl, 1 ≤ l ≤ k. Выбор ба-
зиса в каждом из неприводимых векторных под-
пространств Wl дает представление исходной при-
водимой почти комплексной структуры J в виде
блочно-диагональной матрицы.

Замечание. Из доказательства теоремы 1
следует, что любую приводимую почти ком-
плексную структуру можно задать набором пар
{V1, J1}, . . . , {Vk, Jk}, где Vl – четномерное вектор-
ное подпространство, Jl – неприводимая почти
комплексная структура на Vl. Это сразу дает це-
лый класс примеров однородных пространств с
приводимыми почти комплексными структурами.
В качестве исходного пространства можно взять
однородное пространство, которое раскладывает-
ся в прямое произведение четномерных однород-
ных пространств, на каждом из которых задана
собственная почти комплексная структура.

Определение 2. Индексом приводимой по-
чти комплексной структуры J называется чис-
ло iJ инвариантных относительно действия J
неприводимых векторных подпространств.

Из теоремы 1 следует, что если dim(M) = 2 n ≥
4, то 2 ≤ iJ ≤ n. Для приводимых почти ком-
плексных структур индекса n размерность любо-
го неприводимого инвариантного подпространства
равна 2. Для вещественных четырехмерных мно-
гообразий могут существовать только приводимые
почти комплексные структуры индекса 2. Все ле-
воинвариантные приводимые почти комплексные
структуры в размерности 4 классифицированы и
изучены в [1].

Почти комплексная структура J на веществен-
ном многообразии размерности 2 n называется ин-
тегрируемой (комплексной), если для любой точки
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x ∈ M существует окрестность U и локальные ко-
ординаты (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) в этой окрестно-
сти, согласованные с действием этой структуры.
Т. е. во всех точках из U, ∂/∂yk = J∂/∂xk, для
k = 1, 2, . . . , n. Тензором Нейенхейса почти ком-
плексной структуры J называется тензор N , та-
кой, что для любых векторных полей X и Y

N(X, Y )=2 ([JX, JY ]−J [JX, Y ]−J [X, JY ]−[X, Y ]).

Почти комплексная структура интегрируема то-
гда, и только тогда, когда ее тензор Нейенхейса
тождественно равен 0. Подробнее см. [3], т. 2, гла-
ва 9.

Теорема 2. Если вещественное однородное
пространство M , размерности 2 n, раскладыва-
ется в прямое произведение двумерных однород-
ных пространств, то на M всегда существует
интегрируемая приводимая почти комплексная
структура индекса n.

Доказательство сразу следует из того, что тен-
зор Нейенхейса на прямом произведении многооб-
разий равен сумме тензоров Нейенхейса на каж-
дом из сомножителей и простого факта, что тен-
зор Нейенхейса на любом двумерном многообра-
зии тождественно равен нулю.

Теорема 3. Пусть J – G-инвариантная при-
водимая почти комплексная структура индекса
2 на однородном пространстве M ∼= G/H, груп-
па G имеет нетривиальный центр, A и B – под-
пространства в p инвариантные относительно
действия структуры J . Причем A лежит в цен-
тре алгебры Ли группы G, а тензор Нейенхейса
структуры J равен 0 на B. Тогда структура J
интегрируема.

Доказательство. Пусть N – тензор Нейенхей-
са почти комплексной структуры J . Тогда, для
любых X и Y ∈ p, X = U1 +V1, Y = U2 +V2, где U1

и U2 лежат в A, а V1 и V2 лежат в B. Поскольку
U1, U2, JU1, JU2 лежат в центре алгебры Ли груп-
пы G, а на B N ≡ 0, получаем: N(X, Y ) =
= N(U1, U2)+N(U1, V2)+N(V1, U2)+N(V1, V2) = 0.
Таким образом, тензор Нейенхейса N равен нулю
на всем подпространстве p и структура J интегри-
руема на M .

3. Ортогональные и приводимые
почти комплексные структуры
Почти комплексная структура J называется орто-
гональной относительно метрики g, если для лю-
бых векторных полей X и Y, g(JX, JY ) = g(X, Y ),
т. е. J является ортогональным оператором. AdH -
инвариантная метрика g на группе G индуцирует
метрику на однородном пространстве M ∼= G/H.
Будем считать, что метрика g также являет-
ся левоинвариантной. Тогда она индуцирует G-
инвариантную метрику на M . Из свойств аффи-

норов следует, что аффинор, соответствующий ор-
тогональной почти комплексной структуре на M ,
является ортогональным относительно метрики g
оператором на группе G. Поэтому множество ор-
тогональных почти комплексных структур на M
можно отождествлять со множеством ортогональ-
ных аффиноров на группе G.

Пересечение классов ортогональных и приво-
димых почти комплексных структур на однород-
ных римановых пространствах описывает следую-
щая теорема:

Теорема 4. G-инвариантная ортогональная
почти комплексная структура J на римановом
однородном пространстве M ∼= G/h является
приводимой тогда, и только тогда, когда ор-
тогональное дополнение алгебры Ли подгруппы
изотропии H содержит нетривиальное вектор-
ное подпространство инвариантное относитель-
но действия структуры J .

Доказательство. Существование для ортого-
нальной приводимой почти комплексной структу-
ры нетривиального векторного подпространства,
инвариантного относительно действия этой струк-
туры, следует из определения 1.

Пусть теперь J – G-инвариантная ортогональ-
ная почти комплексная структура на M и V –
нетривиальное подпространство в p, на котором J
действует инвариантно. Обозначим через V ⊥ ор-
тогональное дополнение подпространства V в p.
Для любых X ∈ V и Y ∈ V ⊥ имеем:

g(X, JY ) = g(JX, J ◦ JY ) = −g(JX, Y ) = 0.

Т. е. JY ∈ V ⊥ и подпространство V ⊥ инвариантно
относительно действия J . Таким образом, опреде-
ление 1 полностью выполнено и почти комплекс-
ная структура J является приводимой.

4. Правильные и неправильные
однородные пространства

Для описания связи между подпространства-
ми, инвариантными относительно действия почти
комплексной структуры и AdH -инвариантными
подпространствами, необходимо ввести два специ-
альных класса однородных пространств.

Определение 3. Однородное риманово про-
странство M ∼= G/H называется правильным,
если для любого AdH-инвариантного неприводи-
мого подпространства существует ортогональ-
ное ему AdH-инвариантное неприводимое подпро-
странство той же размерности. И называется
неправильным, если пространство p = h⊥ со-
держит хотя бы одно AdH-инвариантное непри-
водимое подпространство, для которого не су-
ществует ортогонального AdH-инвариантного
неприводимого подпространства той же размер-
ности. Неправильное однородное риманово про-
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странство называется строго неправильным, ес-
ли все AdH-инвариантные неприводимые подпро-
странства имеют разную размерность.

Из определения 3 следует, что не существует
правильных однородных римановых пространств
размерности ≤ 3, и неправильных однородных ри-
мановых пространств размерности ≤ 4.

Левоинвариантное поле линейных операто-
ров Φ на группе Ли G называется изотропно-
приводимым, если любое нетривиальное инвари-
антное относительно действия Φ подпростран-
ство также является инвариантным относитель-
но действия подгруппы изотропии, т. е. AdH -
инвариантным. При этом не требуется обязатель-
ного существования для любого инвариантного от-
носительно действия Φ подпространства дополни-
тельного подпространства также инвариантного
относительно действия Φ.

Теорема 5. Пусть M ∼= G/H – неправильное
однородное пространство с AdH-инвариантной
римановой метрикой. Причем, любое AdH-
инвариантное подпространство в ортогональном
дополнении p алгебры Ли подгруппы изотропии H
имеет четную размерность. Тогда любой левоин-
вариантный аффинор на группе G, сохраняющий
разложение подпространства p в ортогональ-
ную сумму AdH-инвариантных неприводимых
подпространств, определяет G-инвариантную
приводимую почти комплексную структуру на
M . Причем, AdH-инвариантные неприводимые
подпространства являются инвариантными от-
носительно действия этой почти комплексной
структуры. Если, кроме того, M является стро-
го неправильным однородным пространством, а
аффинор является изотропно-приводимым, то
инвариантные относительно действия почти
комплексной структуры неприводимые подпро-
странства совпадают с AdH-инвариантными
неприводимыми подпространствами, и индекс
приводимой почти комплексной структуры ра-
вен числу AdH-неприводимых подпространств.

Доказательство. Будем обозначать левоинва-
риантный ортогональный аффинор на группе G и
соответствующую ему почти комплексную струк-
туру на M одной буквой J . Пусть V1 – AdH -
инвариантное неприводимое подпространство в p,
для которого в p не существует ортогонального
AdH -неприводимого подпространства той же раз-
мерности. Поскольку J сохраняет разложение p
в ортогональную сумму AdH -неприводимых под-
пространств, то подпространство JV1 либо лежит
в ортогональном дополнении подпространства V1,
либо совпадает с V1. Из условия dim(JV1) =
dim(V1) получаем, что JV1 может только совпа-
дать с V1, т. е. является инвариантным относи-
тельно действия J . Обозначим через V2 ортого-
нальное дополнение подпространства V1 в p. Ес-

ли V2 содержит AdH -неприводимое подпростран-
ство, для которого в V2 не существует ортогональ-
ного AdH -неприводимого подпространства, то по-
вторяем предыдущие рассуждения. Если же для
любого AdHнеприводимого подпространства в V 2
найдется ортогональное AdH -неприводимое под-
пространство такой же размерности, то возможны
два случая:

(1) все AdH -неприводимые подпространства
являются инвариантными относительно действия
J , и мы получаем разложение V2 в ортогональную
сумму инвариантных относительно действия J (не
обязательно неприводимых) подпространств;

(2) почти комплексная структура J попар-
но переставляет AdH -неприводимые подпростран-
ства одинаковой размерности, и V2 является
неприводимым относительно действия J инвари-
антным подпространством.

В обоих случаях получаем, что подпростран-
ство V2 является инвариантным относительно дей-
ствия J подпространством и почти комплекс-
ная структура J является приводимой индек-
са не меньше 2. Однако в любом из рассмот-
ренных случаев может оказаться, что какое-
либо из AdH -неприводимых подпространств рас-
кладывается в прямую сумму инвариантных от-
носительно действия J неприводимых подпро-
странств. В случае, когда M является строго
неправильным, а почти комплексная структура J
изотропно-приводимой, случай (2) не возможен и
любое AdH -неприводимое подпространство явля-
ется инвариантным относительно действия J . А
существование разложения какого-либо из AdH -
неприводимых подпространств в прямую сум-
му неприводимых относительно действия J под-
пространств противоречит AdH -неприводимости
такого подпространства. Более того, из того,
что структура J является изотропно-приводимой,
следует, что любое неприводимое относитель-
но действия J подпространство V , лежащее в
AdH -неприводимом подпространстве W , может
только совпадать с W . Таким образом, AdH -
неприводимые и неприводимые относительно дей-
ствия J подпространства совпадают.

Замечание. Из доказательства теоремы 5
видно, что на правильном римановом одно-
родном пространстве, для которого все AdH -
инвариантные подпространства имеют четную
размерность, можно построить почти комплекс-
ную структуру, которая не является приводимой.

5. Построение ассоциированной
метрики на симплектическом
однородном пространстве

Пусть Ω – G-инвариантная симплектическая фор-
ма на однородном многообразии M размерности
2 n. По теореме Дарбу, на M можно выбрать G-
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инвариантный базис 1-форм θ1, . . . , θ2n, в котором
форма Ω принимает вид:

Ω = θ1 ∧ θ2 + · · ·+ θ2n−1 ∧ θ2n.

Пусть e1, . . . , e2n – базис расслоения TM дуаль-
ный этому базису 1-форм. Из теоремы 1 следу-
ет, что любая G-инвариантная приводимая по-
чти комплексная структура максимального индек-
са n на M с инвариантными подпространствами
{e1, e2}, . . . , {en, e2n в таком базисе имеет вид:




A1 0 . . . 0
0 A2 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 An


 ,

где Ak – блок вида:
(

ak bk

Ck dk

)
.

Из условия A2
k = −Id находим, что dk = −ak, a2

k +
+bkck = −1. Из условия bkck = −a2

k − 1 следует,
что параметры bk и ck не обращаются в 0 и имеют
разные знаки при любых k. Будем считать, что
для всех k, bk < 0, ck > 0. Таким образом, мно-
жество всех G-инвариантных приводимых почти
комплексных структур максимального индекса па-
раметризуется областью в пространстве Cn обра-
зованной элементами вида:

z = (a1 + ib1, . . . , an + ibn), bk < 0

для всех k = 1, 2, . . . , n. Это является обобщением
параметризации П. Годушона для четырехмерного
расслоения Хопфа из [2].

Пусть Jz – G-инвариантная приводимая почти
комплексная структура индекса n. Тогда, из ду-
альности базисов и формул Jze2k−1 = ak e2k−1 +
+ck e2k, Jze2k = bk e2k−1 − ak e2k, k = 1, 2, . . . , n,
получаем: Jzθ2k−1 = ak θ2k−1 + bk θ2k, Jzθ2k =
= ck θ2k−1 − ak θ2k, k = 1, 2, . . . , n. Используя эти
равенства и условие a2

k + bkck = −1, получаем:

Ω ◦ Jz = Ω.

Таким образом, любая приводимая почти ком-
плексная структура Jz сохраняет симплектиче-
скую форму Ω.

Обозначим через gz однопараметрическое се-
мейство G-инвариантных невырожденных сим-
метричных 2-форм на M , таких, что для любых
X,Y ∈ p, gz(X,Y ) = Ω(X,JzY ). Пользуясь фор-
мулой θ2k−1 ∧ θ2k(X,Y ) = x2k−1y2k − x2ky2k−1,
k = 1, 2, . . . , n, и условием a2

k+ = −bkck − 1 для
всех k, получаем:

gz(X, X =
n∑

k=1

(ckx2
2k−1 − 2 akx2k−1x2k − bkx2

2k) =

=
n∑

k=1

(ck (x2k−1 − ak

ck
x2k)2 − a2

k

ck
x2

2k − bkx2
2k) =

=
n∑

k=1

(ck (x2k−1 − ak

ck
x2k)2 +

1
ck

x2
2k) ≥ 0.

Таким образом, получаем однопараметрическое
семейство G-инвариантных римановых метрик ас-
социированных с симплектической формой Ω и од-
нопараметрическим семейством приводимых по-
чти комплексных структур Jz. Если множество до-
пустимых значений параметра z содержит непу-
стое подмножество Σ, такое, что для любого z ∈ Σ
приводимая почти комплексная структура Jz ин-
тегрируема, то множество пар (gz, Jz)|z ∈ Σ обра-
зует семейство G-инвариантных кэлеровых струк-
тур на M . Множество Σ может быть дискрет-
ным или состоять из нескольких связных компо-
нент. Левоинвариантные ассоциированные метри-
ки и кэлеровы структуры на группах Ли размер-
ности 4 полностью описаны в [1].

Пусть ∇z – связность Леви-Чивитты ассоци-
ированной gz. Известно, что интегрируемость по-
чти комплексной структуры J , сохраняющей за-
мкнутую внешнюю 2-форму, эквивалентна усло-
вию ∇J ≡ 0. Последнее Условие можно так-
же записать в виде ‖∇J‖ ≡ 0. Для приводи-
мых почти комплексных структур Jz получаем,
что множество Σ есть множество нулей функции
f(z) = ‖∇zJz‖ на Cn в пересечении с обла-
стью допустимых значений параметра z. Таким
образом, задача поиска кэлеровых структур, ас-
социированных с G-инвариантными приводимыми
комплексными структурами максимального ин-
декса на симплектическом однородном простран-
стве, сводится к поиску нулей функции f .
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