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НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ ДВОИЧНЫХ И ТРОИЧНЫХ СИСТЕМ СЧИСЛЕНИЯ
В. Н. Берестовский, И. А. Зубарева

SOME APPLICATIONS OF BINARY AND TERNARY SYSTEMS OF NUMERATION
V. N. Berestovskii, I. A. Zubareva

Посредством двоичных и троичных систем счисления решаются две задачи: поиск конечных на-
боров гирь данного суммарного веса m ∈ N (кг), в том числе с наименьшим числом гирь, таких, что
груз любого веса n ∈ N ∩ [1,m] (кг) можно взвесить на весах, пользуясь односторонним или двусто-
ронним расположением гирь; координатное описание салфетки и ковра Серпинского, губки Менгера.
На основе решения второй задачи доказано, что ограничение евклидовой метрики на любое из этих
трех множеств и индуцированная этим ограничением внутренняя метрика билипшицево эквива-
лентны. Дано прямое доказательство того факта, что размерность Хаусдорфа каждого из этих
множеств совпадает с их фрактальной размерностью.

By means of binary and ternary number systems, the authors solve two problems: the search of finite
collections of weights with any given total weight m ∈ N (kg), in particular with minimal number of weights,
such that one can weigh a load of any weight n ∈ N ∩ [1,m] (kg), using one-sided or two-sided placement of
weights; a coordinate description of Sierpiński gasket and carpet, Menger sponge. On the ground of solution
of the second problem, it is proved that restriction of the Euclidean metric to any of these three sets and
inner metric, induced by this restriction, are bi-Lipschitz equivalent. It is given a direct proof of known fact
that Hausdorff dimensions of all these sets coincide with their fractal dimensions.
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1. Введение. Основные результаты

Предположим, что в нашем распоряжении нахо-
дятся рычажные или чашечные весы и конечный
набор C гирь. Пусть каждая из этих гирь име-
ет в некоторой фиксированной единице измерения
(скажем, кг) вес, равный некоторому натурально-
му числу. Естественно, возникают следующие во-
просы:

1) Какие цельные тела (т. е. тела, которые
нельзя разбить на части) можно взвесить, поль-
зуясь данным набором C?

2) Как подобрать набор C α) наименьшего воз-
можного суммарного веса, и β) с наименьшим чис-
лом гирь, чтобы можно было взвесить груз любого
веса n (кг) из заданного отрезка [1,m] натураль-
ного ряда чисел?

3) Если C — решение задачи 2), то как най-
ти число возможных способов взвешивания груза
данного веса n (кг), n ∈ [1,m]?

Заметим, что каждую гирю из множества C
можно использовать только один раз. Естествен-
но ожидать, что эти задачи имеют различные ре-
шения, если гири а) разрешено класть только на
одну чашу весов, или же б) можно класть на обе

чаши весов. Заметим, что задачи 2) и 3) являются
задачами целочисленного программирования.

Естественно назвать сформулированную выше
задачу 2) “задачей о выборе наилучшей системы
гирь для взвешивания на рычажных (чашечных)
весах”, или, более коротко, “задачей о гирях”. Ин-
тересна история этой задачи для m = 40 в случае
б). Впервые ее постановка и решение появились в
книге Фибоначчи “Liber Abaci” (1202 г.). Затем “за-
дача о гирях” появилась в “Сборнике приятных и
занимательных задач” (1612 г.) французского ма-
тематика Баше де Мизириака. В 1902 – 1907 гг. ею
по долгу службы интересовался Д. И.Менделеев,
будучи в то время директором Главной палаты
мер и весов России. Поэтому в русской историко-
математической литературе она известна также
как “задача Баше-Менделеева”. Вот один из вари-
антов ее постановки.

Задача. Продавец для взвешивания товара
пользуется чашечными весами и четырьмя гиря-
ми общим весом 40 кг. Известно, что, используя
различные комбинации гирь, можно взвесить лю-
бой груз, вес которого выражается целым числом
килограммов (от 1 до 40 кг). Сколько весит каж-
дая гиря?
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Применяя логические рассуждения и метод
перебора, нетрудно понять, что эти гири имеют вес
1, 3, 9, 27 кг соответственно. Заметим, что число
40 = 1+3+9+27 есть сумма четырех первых чле-
нов геометрической прогрессии с первым членом
1 и знаменателем 3.

В параграфах 2 и 3 решается общая задача о
гирях для случаев а) и б) соответственно. Случай
а) более прост и связан с двоичной системой счис-
ления. Случай б) связан с так называемой симмет-
ричной троичной системой счисления. Интересные
сведения об этой системе счисления можно найти
в книге А. П. Стахова [9].

Замечание 1. В общем случае не решена за-
дача 3) и не найдено число решений задачи 2). По
мнению авторов, это трудные, но интересные ком-
бинаторные задачи.

В параграфе 4, с использованием стандартных
троичных (соответственно двоичных) систем счис-
ления с отрицательными степенями, дано описа-
ние классических фракталов: ковра Серпинского
C, губки Менгера M (соответственно салфетки
Серпинского S) в декартовых прямоугольных (со-
ответственно барицентрических) координатах.

В параграфе 6 на основе результатов пара-
графа 5 доказано (насколько известно авторам,
впервые), что ограничение евклидовой метрики из
объемлющей плоскости или пространства на лю-
бой из рассматриваемых классических фракталов
и индуцированная этим ограничением внутренняя
метрика билипшицево эквивалентны. В статье [6]
доказан интересный факт: каждое из этих трех
пространств с соответствующей внутренней мет-
рикой изометрично пространству орбит одного и
того же геодезически и метрически полного R-
дерева валентности континуум в каждой точке по
соответствующей подгруппе изометрий, снабжен-
ному фактор-метрикой.

В параграфе 7 с использованием соответству-
ющей меры Хаусдорфа дано прямое доказатель-
ство того известного факта, что размерность Ха-
усдорфа любого из рассматриваемых классиче-
ских фракталов совпадает с их так называемой
фрактальной размерностью. Отметим, что дру-
гой подход к этому вопросу в более общих ситу-
ациях излагается в работе [7].

Следует заметить, что в литературе существу-
ют не совпадающие в общем случае понятия фрак-
тальной размерности. Основатель фрактальной
геометрии Б. Мандельброт считает это понятие си-
нонимом размерности Хаусдорфа [8], (а фракта-
лом во многих случаях называет (сепарабельное)
метрическое пространство, размерность Хаусдор-
фа которого больше его топологической размерно-
сти). Фактически же для каждого рассматривае-
мого им компактного самоподобного фрактально-
го метрического пространства (X, d) он под этим
понимает число r(X) = log N/ log k, где k ≥ 2 —

наименьшее натуральное число, такое, что X до-
пускает метрическое (само)подобие в себя с коэф-
фициентом 1/k, а N — (минимальное) число раз-
личных самопободобных копий пространcтва X
с этим коэффициентом (покрывающих простран-
ство X). При этом он нигде не доказывает, что
число r(X) совпадает с размерностью Хаусдорфа
пространства X. Автор книги [4] под фрактальной
размерностью вполне ограниченного метрическо-
го пространства понимает его верхнюю емкость.
На самом деле это понятие эквивалентно понятию
грубой размерности, см. например [3]. Хаусдор-
фова размерность метрического пространства все-
гда не больше его грубой размерности. В [3] при-
ведены примеры компактных метрических про-
странств с внутренней метрикой, для которых гру-
бая размерность строго больше размерности Хау-
сдорфа. Хаусдорфова и грубая размерности всех
рассматриваемых в этой статье фракталов совпа-
дают.

Под фрактальной размерностью в этой статье
понимается число Мандельброта r(X).

2. Обобщенная ”задача о гирях” с
односторонним расположением гирь
и двоичная система счисления
В этом параграфе рассмотрим существенно бо-
лее легкую задачу для случая, когда разрешается
класть гири только на одну чашу весов.

Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть {mk}, k = 0, 1, . . . , s — ко-
нечная неубывающая последовательность нату-
ральных чисел. Тогда любое натуральное число

n, n ≤ m :=
s∑

k=0

mk (1)

можно (может быть, не единственным обра-
зом) представить в виде

n =
s∑

k=0

akmk, ak = 0, 1; k = 0, 1, . . . , s (2)

тогда и только тогда, когда

m0 = 1 и mk ≤
k−1∑

l=0

ml +1, ∀ k = 1, . . . s. (3)

Доказательство. Докажем достаточность ин-
дукцией по s. При s = 0 натуральное число n,
удовлетворяющее условию (1), равно 1 = m0.

Предположим теперь, что для некоторого s =
l ∈ Z+ всякое натуральное число n, удовлетво-
ряющее условию (1), можно представить в виде
(2). Покажем, что это утверждение верно и для
s = l + 1. Заметим, что число 0 представимо в
виде (2). Если n ≤ ∑s−1

j=0 mj , то по индукционно-
му предположению существуют числа aj = 0, 1;
j = 0, 1, . . . , s−1, as = 0, такие, что n =

∑s
j=0 ajmj .
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Пусть
∑s−1

j=0 mj +1 ≤ n ≤ ∑s
j=0 mj . Тогда на осно-

вании (3)

0 ≤
s−1∑

j=0

mj + 1−ms ≤ n−ms ≤
s−1∑

j=0

mj .

Поэтому по индукционному предположению
n−ms можно представить в виде (2). Сле-
довательно, существуют числа aj = 0, 1;
j = 0, 1, . . . , s− 1, as = 1, такие, что n =
=

∑s
j=0 ajmj .
Докажем необходимость. Покажем сначала,

что m0 = 1. По условию

m− 1 =
s∑

k=0

mk − 1 =
s∑

k=0

akmk,

где ak = 0, 1; k = 0, . . . , s и хотя бы одно из чисел
ak должно быть равным 0. Это было бы невозмож-
но в случае m0 6= 1, так как тогда 2 ≤ m0 ≤ mk

для всех k = 0, . . . , s, следовательно, m−1 ≤ m−2,
противоречие.

Предположим теперь, что неравенство в (3) не
выполнено для некоторого k, 1 ≤ k ≤ s. Тогда

k−1∑

l=0

ml < mk − 1 =
s∑

j=0

ajmj ,

где aj = 0, 1; j = 0, . . . , s. Следовательно, по мень-
шей мере один из коэффициентов aj , k ≤ j ≤
s − 1, равен 1; обозначим его через ai. Но тогда∑s−1

j=0 ajmj ≥ mi > mk − 1, что невозможно.

Предложение 1. Пусть

m =
s∑

k=0

mk =
j∑

l=0

2l = 2j+1 − 1, (4)

где m0 ≤ · · · ≤ ms — натуральные числа, и лю-
бое натуральное число n, n ≤ m, можно предста-
вить в виде (2). Тогда s ≥ j, причем из равенства
s = j следует, что mk = 2k; k = 0, . . . , s. В по-
следнем случае для каждого натурального числа
n, n ≤ m, существует единственное представле-
ние в виде (2).

Доказательство. На основании теоремы 1 вы-
полнены соотношения (3). Следовательно,

m0 = 1,m1 ≤ 2, m2 ≤ 4, . . . , ms ≤ 2s. (5)

Тогда

2j+1 − 1 = m =
s∑

k=0

mk ≤
s∑

k=0

2k = 2s+1 − 1,

что равносильно s ≥ j, причем из равенства s = j
вытекает, что mk = 2k; k = 0, . . . , s. В последнем
случае представление в виде (2) любого натураль-
ного числа n, n ≤ m, есть единственное представ-
ление n в двоичной системе счисления.

Замечание 2. Из предложения 1 следует, что
при расположении гирь на одной чаше весов ми-
нимальная по количеству гирь и суммарному ве-
су система для взвешивания грузов весом n кг,
где n — любое натуральное число, не превосходя-
щее 2j − 1, единственна и состоит из j гирь весом
1, 2, . . . , 2j−1 кг.

Предложение 2. Пусть m, j - натуральные
числа, удовлетворяющие условию

j−1∑

l=0

2l < m <

j∑

l=0

2l. (6)

Тогда любое натуральное число n, n ≤ m, можно
представить в виде

n =
j−1∑

l=0

al2l + ajp, (7)

где

p = m−
j−1∑

l=0

2l, al = 0, 1; l = 0, . . . , j.

Такое представление не единственно тогда и
только тогда, когда p ≤ n ≤ 2j − 1, причем p
не является степенью двойки с целым показате-
лем или в разложении числа n − p по степеням
двойки присутствует p.

Доказательство. Из условия (6) вытекает, что
p ≤ 2j−1. Следовательно, последовательность чи-
сел mk = 2k; k = 0, . . . , j− 1; mj = p, с точностью
до возможной перестановки индексов, не убывает
и удовлетворяет условиям (3). Тогда первое утвер-
ждение вытекает из теоремы 1.

Ясно, что соответствующее представление
числа n единственно, если n < p или 2j − 1 < n.
Пусть p ≤ n ≤ 2j − 1. Если p не является степе-
нью двойки, то имеются два различных представ-
ления числа n: единственное представление вида
(7) c aj = 0 и единственное представление ви-
да (7) c aj = 1. Если p — степень двойки, то
p = 2s, 1 ≤ s ≤ j − 1, и эти два представления
совпадают тогда и только тогда, когда в разложе-
нии числа n−p по степеням двойки отсутствует p.

Предложение 3. Пусть натуральное число
m, удовлетворяющее условию (6), представлено
в виде суммы m =

∑s
k=0 mk натуральных чисел,

и каждое натуральное число n, n ≤ m, можно
представить в виде (2). Тогда s ≥ j. Если s = j,
то с точностью до перестановки чисел

mk = 2k; k = 0, . . . , j − 1; mj = p, (8)

где p определено формулой (7), тогда и только
тогда, когда p = 2j − 1 или m = 4.
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Доказательство. Можно считать, что после-
довательность mk; k = 0, 1, . . . , s не убывает. То-
гда аналогично доказательству предложения 1 вы-
полнены соотношения (5). Следовательно,

2j − 1 =
j−1∑

l=0

2l < m =
s∑

k=0

mk ≤
s∑

k=0

2k = 2s+1 − 1.

Поэтому s ≥ j.
Рассмотрим случай s = j. Ясно, что 1 ≤ p ≤

2j − 1. Если хотя бы одно из первых j − 1 ≥ 1
неравенств в (5) строгое, то вследствие теоремы 1,

mj ≤
j−1∑

k=0

2k = 2j − 1,

m =
j∑

k=0

mk ≤ 2j+1 − 3, p ≤ 2j − 2.

Отсюда вытекает, что в случае p = 2j − 1, j ≥ 2,
соблюдаются равенства (8). Ясно, что то же верно
и в случае j = 1, p = 2j − 1 = 1.

Предположим теперь, что p ≤ 2j − 2 (заметим
сразу, что отсюда вытекает неравенство j ≥ 2).
Ясно тогда, что последовательность чисел
{m0 = 1, . . . , mj−2 = 2j−2, mj−1 = 2j−1 − 1, mj =
= p + 1 ≤ 2j − 1}, с точностью до перестановки
индексов, не убывает, удовлетворяет (3) и на осно-
вании теоремы 1 удовлетворяет условию предло-
жения 3. Очевидно, что если p 6= 2j−1 − 1 (тогда
m 6= 4), то никакая перестановка этих чисел не
совпадет с (8).

Пусть теперь p = 2j−1 − 1. Случай j = 2 соот-
ветствует равенствам p = 1, m = 4, когда, оче-
видно, существует единственный неупорядочен-
ный набор чисел {m0 = 1, m1 = 2, m2 = p = 1},
удовлетворяющий условию предложения 3. Если
j > 2, то p ≥ 2 и ясно тогда, что последователь-
ность чисел {m0 = 1, . . . , mj−2 = 2j−2, mj−1 =
p−1 = 2j−1−2, mj = 2j−1+1} не убывает, удовле-
творяет (3) и на основании теоремы 1 удовлетворя-
ет условию предложения 3. Очевидно, что никакая
перестановка этих чисел не совпадет с (8).

3. Обобщенная ”задача о гирях” с
двусторонним расположением гирь
и симметричная троичная система
счисления
В этом параграфе рассмотрим задачу для случая,
когда разрешается класть гири на обе чаши весов.

Справедлива следующая

Теорема 2. Пусть {mk}, k = 0, 1, . . . , s — ко-
нечная неубывающая последовательность нату-
ральных чисел. Тогда любое натуральное число

n, n ≤ m :=
s∑

k=0

mk, (9)

можно (может быть, не единственным обра-
зом) представить в виде

n =
s∑

k=0

akmk, ak = 0,±1; k = 0, 1, . . . , s (10)

тогда и только тогда, когда

m0 = 1 и mk ≤ 2
k−1∑

l=0

ml + 1 (11)

для каждого k = 1, . . . s.

Доказательство. Докажем необходимость.
Покажем сначала, что m0 = 1. По условию

m− 1 =
s∑

k=0

mk − 1 =
s∑

k=0

akmk,

где ak = 0,±1; k = 0, . . . , s и где хотя бы одно из
чисел ak должно быть равным 0 или −1. Это бы-
ло бы невозможно в случае m0 6= 1, так как тогда
2 ≤ m0 ≤ mk для всех k = 0, . . . , s, следовательно,
m− 1 ≤ m− 2 – противоречие.

Предположим теперь, что неравенство в (11)
не выполнено для некоторого k, 1 ≤ k ≤ s. Тогда

m−mk <

s∑

j=k

mj −
k−1∑

j=0

mj − 1 =
s∑

j=0

ajmj , (12)

где aj = 0,±1; j = 0, . . . , s.
Пусть хотя бы один из коэффициентов aj ,

k ≤ j ≤ s, отличен от 1; обозначим его ai. Тогда

m−mk <

s∑

j=0

ajmj ≤ m−mi ≤ m−mk

вследствие (12), что невозможно. Следовательно,
aj = 1; j = k, . . . , s, и

k−1∑

j=0

mj + 1 = −
k−1∑

j=0

ajmj ≤
k−1∑

j=0

mj

на основании (12) – противоречие.
Доказательство достаточности теоремы 2 (ин-

дукцией по s) совершенно аналогично доказатель-
ству достаточности теоремы 1.

Определение 1. Симметричной (или урав-
новешенной) троичной системой счисления назы-
вается целочисленная позиционная система счис-
ления с основанием 3, в которой для обозначения
разрядов чисел используются цифры −1, 0, 1.

Приведем без доказательства следующее
утверждение.

Предложение 4. Пусть m = 3j+1−1
2 для

некоторого j ∈ Z+. Тогда любое натуральное чис-
ло n, n ≤ m, можно единственным образом пред-
ставить в виде

n =
j∑

l=0

al3l, al = 0,±1; l = 0, . . . , j. (13)
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Другими словами, число n единственным образом
представимо в симметричной троичной системе
счисления в виде n = ajaj−1 . . . a0, где al = 0,±1;
l = 0, . . . , j.

Предложение 5. Пусть

m =
s∑

k=0

mk =
j∑

l=0

3l =
3j+1 − 1

2
, (14)

где m0 ≤ m1 ≤ · · · ≤ ms — натуральные числа, и
любое натуральное число n, n ≤ m, можно пред-
ставить в виде (10). Тогда s ≥ j, причем из ра-
венства s = j следует, что mk = 3k; k = 0, . . . , s.

Доказательство. Вследствие теоремы 2 вы-
полнены соотношения (11). Поэтому

m0 = 1, m1 ≤ 3, m2 ≤ 9, . . . , ms ≤ 3s. (15)

Тогда

3j+1 − 1
2

= m =
s∑

k=0

mk ≤
s∑

k=0

3k =
3s+1 − 1

2
,

что равносильно неравенству s ≥ j, причем из ра-
венства s = j вытекает, что mk = 3k; k = 0, . . . , s.

Замечание 3. Из предложения 5 следует, что
если разрешено класть гири на обе чаши весов, то
минимальная по количеству гирь и суммарному
весу система для взвешивания грузов весом n кг,
где n — любое натуральное число, не превосходя-
щее 3j−1

2 , единственна и состоит из j гирь весом
1, 3, . . . , 3j−1 кг.

Предложение 6. Пусть натуральное число
m, удовлетворяющее условию

j−1∑

l=0

3l < m <

j∑

l=0

3l, (16)

представлено в виде суммы m =
∑s

k=0 mk нату-
ральных чисел, и каждое натуральное число n,
n ≤ m, можно представить в виде (10). Тогда
s ≥ j. Если s = j, то с точностью до переста-
новки чисел

mk = 3k; k = 0, . . . , j − 1; mj = p = m−
j−1∑

l=0

3l,

(17)
тогда и только тогда, когда p = 3j − 1 или
p = 3j − 2.

Доказательство. Можно считать, что после-
довательность {mk}, k = 0, 1, . . . , s, не убывает. То-
гда аналогично доказательству предложения 5 вы-
полнены соотношения (15). Следовательно,

3j − 1
2

=
j−1∑

l=0

3l < m =
s∑

k=0

mk ≤
s∑

k=0

3k =
3s+1 − 1

2
.

Поэтому s ≥ j.
Пусть s = j. Ясно, что 1 ≤ p ≤ 3j − 1. Если

хотя бы одно из первых j−1 ≥ 1 неравенств в (11)
строгое, то, вследствие теоремы 2,

mj−1 ≤ 2
j−2∑

l=0

3l = 3j−1 − 1,

mj ≤ 2

(
j−2∑

l=0

3l + mj−1

)
+ 1 = 3j − 2.

Поэтому

m =
j∑

l=0

ml ≤ 3j+1 − 1
2

− 3, p ≤ 3j − 3.

Отсюда вытекает, что если j ≥ 2 и p = 3j − 2
или p = 3j − 1, то mk = 3k; k = 0, . . . , j− 1, т. е. со-
блюдаются равенства (17). Ясно, что то же верно в
случаях j = 1, p = 3j−2 = 1 и j = 1, p = 3j−1 = 2.

Предположим теперь, что p ≤ 3j − 3 (заметим
сразу, что отсюда вытекает неравенство j ≥ 2).
Ясно тогда, что последовательность чисел
{m0 = 1, . . . , mj−2 = 3j−2, mj−1 = 3j−1 − 1, mj =
= p+1}, с точностью до перестановки индексов, не
убывает, удовлетворяет условиям (10) и на основа-
нии теоремы 2 удовлетворяет условию предложе-
ния 6. Очевидно, что если p 6= 3j−1−1, то никакая
перестановка этих чисел не совпадет с (17).

Пусть теперь p = 3j−1 − 1. Так как j ≥ 2, то
p ≥ 2, и последовательность чисел
{m0 = 1, . . . , mj−2 = 3j−2, mj−1 = 3j−1 + 1, mj =
= p− 1 = 3j−1 − 2}, с точностью до перестановки
индексов, не убывает, удовлетворяет условиям (11)
и на основании теоремы 2 удовлетворяет условию
предложения 6. Очевидно, что никакая переста-
новка этих чисел не совпадет с (17).

4. Классические фракталы и системы
счисления

Салфетку Серпинского S можно определить (см.
cтр. 207 книги [1]) как (единственное) подмноже-
ство равностороннего треугольника S0 со сторона-
ми единичной длины на координатной евклидовой
плоскости R2, являющееся пересечением счетного
семейства замкнутых множеств Si, i = 0, 1, 2, . . . ,
где каждое множество Si состоит из 3i (замкну-
тых) равносторонних треугольников Si,j , имею-
щих стороны длины 1/2i и попарно непересека-
ющиеся внутренности, причем каждое множество
Si, i = 1, 2, . . . , получается из Si−1 удалением
из каждого треугольника Si−1,j внутренности (за-
мкнутого) равностороннего треугольника со сто-
ронами длины 1/2i, имеющего с каждой стороной
треугольника Si−1,j единственную общую точку.

Будем понимать точки из R2 как векторы.
Пусть A, B,C — вершины треугольника S0. На-
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помним, что каждую точку X ∈ S0 можно един-
ственным образом представить в виде

X = aA + bB + cC, (18)

где
a + b + c = 1; a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0;

и (a, b, c) — барицентрические координаты точки
X в треугольнике S0.

Теорема 3. X ∈ S тогда и только тогда, ко-
гда X ∈ S0 и двоичные представления барицен-
трических координат (a, b, c) точки X обладают
следующим свойством: для каждого натурально-
го числа n,

max(an, bn, cn) = 1 или ak = bk = ck = 0 (19)

для всех k ≥ n.

Доказательство.Легко видеть, что точка X =
aA + bB, где a + b = 1, a ≥ 0, b ≥ 0, принадле-
жит отрезку [A,B] и разбивает его в отношении
b : a. Отсюда легко вывести, что множество всех
точек X ∈ S0 с барицентрическими координатами
(a, b, c), где a = a0 постоянно, есть отрезок в S0,
параллельный стороне BC треугольника S0, кон-
цы которого разбивают отрезки [B, A] и [C, A] в
отношении a0 : (1 − a0). Аналогичные утвержде-
ния верны для барицентрических координат b и c.
Как следствие, каждое из уравнений a = 0, b = 0,
c = 0 определяет в барицентрических координа-
тах соответствующую сторону треугольника S0, а
каждое из уравнений a = 1/2, b = 1/2, c = 1/2
— соответствующую среднюю линию треугольни-
ка S0.

Ясно, что условие X ∈ S0 необходимо. Дока-
жем индукцией по n необходимость условия (19)
для барицентрических координат (a, b, c) точки X.

Предположим сначала, что n = 1 и a1 = b1 =
= c1 = 0 для двоичной записи барицентрических
координат (a, b, c) некоторой точки X ∈ S. Если
бы max(a0, b0, c0) = 0, то max(a, b, c) < 1/2, что
означает, что точка X лежит внутри треуголь-
ника, ограниченного средними линиями a = 1/2,
b = 1/2, c = 1/2 треугольника S0, следователь-
но, X /∈ S1 и X /∈ S. Поэтому max(a0, b0, c0) =
= max(a, b, c) = 1, т. е. X есть одна из вершин
A,B, C треугольника S0. Пусть, например, это
вершина A. Тогда a = 1, b = 0, c = 0. Следова-
тельно, ak = bk = ck = 0 для всех k ≥ 1.

Предположим, что необходимость условия (19)
доказана для всех n ∈ N, не превосходящих на-
турального числа l, и пусть n = l + 1. Если
max(al, bl, cl) = 0, то вследствие индукционно-
го предположения ak = bk = ck = 0 для всех
k ≥ l, в частности, для всех k ≥ l + 1. Поэтому
можно считать, что max(al, bl, cl) = 1. Положим
α = a0, a1 . . . al, β = b0, b1 . . . bl, γ = c0, c1 . . . cl. Яс-
но, что

a ≥ α, b ≥ β, c ≥ γ, (20)

причем можно считать, что хотя бы одно из этих
неравенств строгое; иначе ak = bk = ck = 0 для
всех k ≥ l + 1. Тогда неравенства (20) означают,
что точка X с координатами (a, b, c) лежит в тре-
угольнике, ограниченном прямыми с уравнениями
a = α, b = β, c = γ. Из условия max(al, bl, cl) = 1
вытекает, что это треугольник вида Sl,j0 . Если
al+1 = bl+1 = cl+1 = 0, то a < α + 1/2l+1,
b < β + 1/2l+1, c < γ + 1/2l+1, что эквивалент-
но тому, что точка X лежит внутри треугольни-
ка, ограниченного средними линиями треугольни-
ка Sl,j0 , следовательно, X /∈ Sl+1 и X /∈ S. Поэтому
max(al+1, bl+1, cl+1) = 1.

Предположим, что X ∈ S0. Используя некото-
рые из проведенных здесь рассуждений, нетруд-
но заметить, что для данного n ∈ N первое из
альтернативных условий в (19) означает, что X /∈
(Sn−1�Sn), а второе влечет, что X – некоторая
граничная точка множества Sn−1 и, следователь-
но, X ∈ S. Отсюда непосредственно получаем до-
статочность сформулированных в теореме усло-
вий.

Следствие 1. Все барицентрические коорди-
наты a, b, c точки X ∈ S представимы конечны-
ми двоичными дробями тогда и только тогда, ко-
гда одна из этих координат равна 1 или суще-
ствует натуральное число k, такое, что ровно
два из чисел ak, bk, ck равны 1. В первом случае
точка x является одной из вершин треугольни-
ка S0. Во втором случае an = bn = cn = 0 для
всех n ≥ k + 1 и ровно одно из чисел an, bn, cn рав-
но 1 для каждого n = 1, . . . , k − 1. Хотя бы од-
на из координат a, b, c точки X ∈ S не предста-
вима конечной двоичной дробью тогда и только
тогда, когда a0 = b0 = c0 = 0 и ровно одно из чи-
сел an, bn, cn равно 1 для каждого натурального
числа n, причем существуют натуральные числа
k, l,m, такие, что ak = bl = cm = 0.

Доказательство. Напомним, что условия X ∈
S0 и a + b + c = 1; a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0 эк-
вивалентны. Случай, когда одна из этих коор-
динат равна 1, очевиден. Иначе 0 ≤ a < 1,
0 ≤ b < 1, 0 ≤ c < 1, т. е. a0 = b0 = c0 = 0. Пусть
max(ak, bk, ck) = 1 для некоторого натурально-
го числа k и αk = a0, a1 . . . ak, βk = b0, b1 . . . bk,
γk = c0, c1 . . . ck. Тогда вследствие теоремы 3,
max(an, bn, cn) = 1 для каждого числа n =
1, . . . , k − 1. Следовательно,

0 ≤ 1− (αk + βk + γk) = 1−
k∑

l=1

(al + bl + cl)
1
2l
≤

≤ 1−
k∑

l=1

max(al, bl, cl)
1
2l

= 1−
k∑

l=1

1
2l

= 1/2k.

Из этих соотношений вытекает, что ровно одно из
чисел an, bn, cn равно 1 для каждого n = 1, . . . , k−1
и не более двух из чисел ak, bk, ck равно 1. При
этом ровно два из чисел ak, bk, ck равны 1 тогда и
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только тогда, когда αk+βk+γk = 1, т. е. a = αk, b =
βk, c = γk, что доказывает все утверждения тео-
ремы, кроме последнего. Последнее утверждение
теоремы следует из двух предыдущих фраз.

Ковер Серпинского C (см. cтр. 207 – 208 кни-
ги [1]) можно определить как (единственное) под-
множество единичного квадрата I2 координатной
евклидовой плоскости R2, являющееся пересече-
нием счетного семейства замкнутых множеств Ci,
i = 0, 1, 2, . . . , где каждое множество Ci состоит из
8i (замкнутых) квадратов Ci,j , имеющих стороны
длины 1/3i и попарно непересекающиеся внутрен-
ности, причем каждое множество Ci, i = 1, 2, . . . ,
получается из Ci−1 удалением из каждого квад-
рата Ci−1,j внутренности квадрата со сторона-
ми длины 1/3i, не пересекающегося со сторонами
квадрата Ci−1,j .

Теорема 4. Ковер Серпинского C состоит из
всех точек (x, y) ∈ Q = I × I, таких, что запи-
си двух координат x, y в стандартной троичной
системе счисления не могут иметь 1 в одном и
том же разряде и не заканчиваться на этом раз-
ряде.

Доказательство. Мы подразумеваем, что за-
пись x0, x1 . . . числа x ∈ I в стандартной троичной
системе счисления не может заканчиваться нуля-
ми или бесконечной последовательностью двоек,
за исключением случая, когда x = x0 = 0. При
этом x0 ≤ 1 и если x0 = 1, то x = x0 = 1.

Обозначим через D множество всех точек, под-
чиненных условию из теоремы 4. Ясно, что точ-
ка (x, y) ∈ Q�D тогда и только тогда, когда су-
ществует наименьшее натуральное число n, такое,
что xn = yn = 1 и существуют натуральные числа
l > n и m > n, такие, что xl > 0 и ym > 0, для за-
писей чисел x и y в стандартной троичной системе
счисления. В свою очередь, последнее утвержде-
ние, как нетрудно понять, эквивалентно тому, что
(x, y) ∈ Cn−1�Cn. Отсюда непосредственно выво-
дится, что (x, y) ∈ D тогда и только тогда, когда
(x, y) ∈ C.

Губка Менгера M — замкнутое подмножество
единичного куба I3. Куб I3 является объединени-
ем 33 = 27 равных (замкнутых) кубиков, получаю-
щихся из I3 подобием с коэффициентом 1/3. Мно-
жество M1 есть объединение 20 кубиков, отличных
от кубика k, не имеющего общих точек с гранями
куба I3, и 6 кубиков, каждый из которых имеет
общую грань с кубиком k. Множество M2 полу-
чается применением той же процедуры к каждо-
му из 20 кубиков в M1. Множество M2 состоит из
20 × 20 = 400 равных еще более мелких кубиков.
К каждому из них применяется та же процеду-
ра, что и на первом шаге и получается множество
M3, состоящее из 400 × 20 = 8000 кубиков и т.д.
В результате получается бесконечная последова-
тельность замкнутых множеств M1,M2, . . . . Мно-
жество M определяется как пересечение всех мно-

жеств этой последовательности.

Теорема 5. Пусть pi : I3 = I × I × I → I;
i = 1, 2, 3 — канонические проекции. Тогда

M = p−1
1 (C) ∩ p−1

2 (C) ∩ p−1
3 (C). (21)

Другими словами, губка Менгера состоит из тех
точек (x1, x2, x3) единичного куба I3, для которых
записи любой пары из трех координат x1, x2, x3

в стандартной троичной системе счисления не
могут иметь 1 в одном и том же разряде и не
заканчиваться на этом разряде.

Доказательство. Заметим, что второе утвер-
ждение теоремы есть простое логическое след-
ствие первого ее утверждения и теоремы 4. До-
кажем первое утверждение теоремы.

Докажем индукцией по i, что

Mi = p−1
1 (Ci) ∩ p−1

2 (Ci) ∩ p−1
3 (Ci) (22)

для каждого неотрицательного целого числа i.
Очевидно, утверждение (22) верно при i = 0.
Предположим, что оно верно при i = k и докажем
его справедливость при i = k + 1. Из определения
множеств Ci и Mi нетрудно увидеть, что

Mk�Mk+1 =

= p−1
1 (Ck�Ck+1)∪p−1

2 (Ck�Ck+1)∪p−1
3 (Ck�Ck+1) =

= [p−1
1 (Ck)�p−1

1 (Ck+1)] ∪ [p−1
2 (Ck)�p−1

2 (Ck+1)]∪
∪[p−1

3 (Ck)�p−1
3 (Ck+1)].

Тогда, вследствие индукционного предположения,

Mk+1 = Mk�(Mk�Mk+1) =

= [p−1
1 (Ck) ∩ p−1

2 (Ck) ∩ p−1
3 (Ck)]�

�{[p−1
1 (Ck)�p−1

1 (Ck+1)] ∪ [p−1
2 (Ck)�p−1

2 (Ck+1)]∪
∪[p−1

3 (Ck)�p−1
3 (Ck+1)]} =

= {p−1
1 (Ck)�[p−1

1 (Ck)�p−1
1 (Ck+1)]}∩

∩{p−1
2 (Ck)�[p−1

2 (Ck)�p−1
2 (Ck+1)]}∩

∩{p−1
3 (Ck)�[p−1

3 (Ck)�p−1
3 (Ck+1)]} =

= p−1
1 (Ck+1) ∩ p−1

2 (Ck+1) ∩ p−1
3 (Ck+1).

Теперь на основании (22) получаем, что

M =
∞⋂

i=0

Mi =
∞⋂

i=0

(p−1
1 (Ci) ∩ p−1

2 (Ci) ∩ p−1
3 (Ci)) =

= (
∞⋂

i=0

p−1
1 (Ci)) ∩ (

∞⋂

i=0

p−1
2 (Ci)) ∩ (

∞⋂

i=0

p−1
3 (Ci)) =

= p−1
1 (

∞⋂

i=0

Ci) ∩ p−1
2 (

∞⋂

i=0

Ci) ∩ p−1
3 (

∞⋂

i=0

Ci) =

= p−1
1 (C) ∩ p−1

2 (C) ∩ p−1
3 (C).
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5. Внутренние метрики на классиче-
ских фракталах
Далее через d обозначается естественная (внутрен-
няя) метрика объемлющего евклидова простран-
ства E2 (соответственно E3) для фракталов S, C
(соответственно M).

Предложение 7. Пусть X, Y — произволь-
ные точки в E2 с барицентрическими координа-
тами (x1, x2, x3) и (y1, y2, y3) относительно вер-
шин A,B, C треугольника S0. Тогда формула

d1(X,Y ) =
1
2

3∑

k=1

|xk − yk| (23)

определяет метрику нормированного простран-
ства в E2, согласованную с векторной структу-
рой пространства E2. Каждый единичный шар
пространства (E2, d1) является правильным вы-
пуклым шестиугольником в (E2, d) диаметра 2
в (E2, d) со сторонами, параллельными сторонам
треугольника S0.

Доказательство. Заметим сначала, что отоб-
ражение f(X) = (x1, x2, x3), сопоставляющее точ-
ке X ∈ E2 ее барицентрические координаты, есте-
ственно рассматривать как отображение f : E2 →
R3. Ясно, что тогда f является аффинным преоб-
разованием плоскости E2 на плоскость

P := {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 + x2 + x3 = 1}
в R3, а правая часть формулы (23) определяет мет-
рику (которую также будем обозначать d1) в R3,
определяемую нормой

||(x1, x2, x3)|| = 1
2

(|x1|+ |x2|+ |x3|) ,

что доказывает первое утверждение. Введем вспо-
могательную евклидову метрику

d2(X, Y ) =
1√
2
(

3∑

k=1

(xk − yk)2)1/2

в R3. Легко видеть, что ограничения на подмноже-
ство {A,B, C} преобразований f : (E2, d) → (P, d1)
и f : (E2, d) → (P, d2) являются изометриями. Сле-
довательно, последнее из них является изометри-
ей, а первое — изометрией на каждой из прямых
x1 = const, x2 = const, x3 = const. Кроме того,
если O — одна из вершин треугольника S0, то лег-
ко проверить, что d1(x,O) = x1 + x2 + x3 = 1 для
любой точки x на противоположной стороне тре-
угольника S0. Из последних двух фраз вытекает
второе утверждение предложения.

Замечание 4. Единичный шар {x∈R3 : ||x||≤1}
пространства (R3, d1) является правильным окта-
эдром в евклидовом пространстве (R3, d2). Вто-
рое утверждение предложения 7 эквивалентно то-
му, что пересечение этого октаэдра с плоскостью

x1 + x2 + x3 = 0 есть правильный выпуклый ше-
стиугольник диаметра 2 в (R3, d2).

Предложение 8. Пусть X,Y — произволь-
ные точки в E2 с барицентрическими координа-
тами (x1, x2, x3) и (y1, y2, y3) относительно вер-
шин A, B,C треугольника S0. Тогда

d(X, Y ) =
1√
2
(

3∑

k=1

(xk − yk)2)1/2 ≤

≤ 1
2

3∑

k=1

|xk − yk| := d1(X, Y ) ≤ 2√
3
d(X, Y ). (24)

В общем случае и верхнюю, и нижнюю оценки для
d1(x, y) нельзя улучшить.

Доказательство. Первое равенство вытекает
из того, что преобразование f : (E2, d) → (P, d2)
из доказательства предложения 7 есть изометрия.
Из последнего утверждения предложения 7 выте-
кает первое неравенство в (24) и тот факт, что со-
отношение (d1/d2)(X,Y ) достигает максимального
значения 2√

3
, когда X = A, а Y — середина сто-

роны BC треугольника S0. Отсюда следуют все
утверждения предложения.

Напомним, что если (X, d) — метрическое про-
странство и A — непустое подмножество в X, то
расстояние dA(a1, a2) между точками a1, a2 ∈ A в
индуцированной на A внутренней метрике опре-
деляется как точная нижняя граница длин путей
в (A, d), соединяющих точки a1 и a2. В общем слу-
чае не исключено, что некоторые точки a1, a2 ∈ A
нельзя соединить путем конечной длины в (A, d).
Тогда dA(a1, a2) = +∞. Если же таких пар точек
не существует, то dA — метрика.

Далее dS обозначает внутреннюю метрику в S,
индуцированную евклидовой метрикой d.

Предложение 9. Если O — одна из вер-
шин треугольника S0, а X — произвольная точ-
ка в S, то dS(O,X) = d1(O, X). Диаметры про-
странств (S, dS), (S, d1), (S, d) совпадают и рав-
ны 1.

Доказательство. Так как фигура S облада-
ет поворотной симметрией порядка 3 в (E2, d), то
можно считать, что O = A.

Докажем сначала первое утверждение.
Если X = A, то dS(A,X) = d(A,X) =

d1(O, x) = 0. Если X — одна из вершин B или
C, то отрезок [AX] ⊂ S и

dS(A,X) = d(A,X) = d1(O, X) = 1. (25)

Поэтому можно считать, что X не совпадает ни с
одной из вершин A, B или C. Далее будем пользо-
ваться обозначениями из следствия 1 и его дока-
зательства. Тогда 0 < b + c ≤ 1, a0 = b0 = c0 = 0.

Определим последовательность точек
{Xn}, n = 0, 1, . . . их барицентрическими коор-
динатами (1− (βn +γn), βn, γn). Ясно, что X0 = A,
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последовательности {βn}, {γn} не убывают, по-
следовательность {1 − (βn + γn)} не возрастает и
Xn → X при n → +∞. Кроме того, нетрудно про-
верить, что каждая точка Xn удовлетворяет всем
условиям теоремы 3 и, следовательно, Xn ∈ S.
Далее рассмотрим два случая: 1) хотя бы одна из
координат a, b, c не представима конечной двоич-
ной дробью; 2) все координаты a, b, c представимы
конечными двоичными дробями.

1) В этом случае хотя бы одна из коорди-
нат b, c не представима конечной двоичной дро-
бью; поэтому найдутся сколь угодно большие n,
такие, что max(bn, cn) = 1 и последовательность
{Xn}, n = 0, 1, . . . не стабилизируется. На основа-
нии следствия 1 для каждого натурального числа
n не более одного числа из bn, cn равно 1. Отсю-
да вытекает, что точки Xn−1, Xn являются вер-
шинами одного из треугольников вида Sn,l, и если
Xn−1 6= Xn, то отрезок [Xn−1, Xn] является сто-
роной единственного треугольника такого вида и
поэтому [Xn−1, Xn] ⊂ S. В любом случае легко по-
лучаем, что

dS(Xn−1, Xn) = d(Xn−1, Xn) =

= d1(Xn−1, Xn) = βn − βn−1 + γn − γn−1. (26)

Возьмем кривую L, являющуюся объединением
ломаных Ln = X0X1 . . . Xn и конечной точки X
с параметризацией, совпадающей на каждой ло-
маной Ln с параметризацией длиной дуги отно-
сительно метрики d или, что то же, метрики d1.
Тогда вследствие (26) ее длина в метрике d равна

l(L) = lim
n→+∞

l(Ln) =

=
∞∑

n=1

(βn − βn−1 + γn − γn−1) = b + c =

=
1
2
[(1− (1− (b+ c))+ (b− 0)+(c− 0))] = d1(A,X).

Пусть Y1 = Xn(1) — первая из точек последова-
тельности {Xn}, n = 0, 1, . . . , отличная от X0 =
= Y0 = A; Y2 = Xn(2) — первая из точек после-
довательности {Xn}, n = n(1), n(1)+ 1, . . . , отлич-
ная от Xn(1) = Y1, и т. д. Тогда точка A содер-
жится в (единственном) треугольнике вида Sn(1),j

со стороной AY1, точка X вместе с точкой Y1 со-
держится в некотором другом треугольнике вида
Sn(1),j′ , j

′ 6= j (тоже единственном вследствие то-
го, что не все барицентрические координаты точки
X представимы конечными двоичными дробями),
а все эти три точки лежат в единственном тре-
угольнике вида Sn(1)−1,s. Как следствие,

l(L) = b + c ≤ 1
2n(1)−1

. (27)

Для завершения доказательства первого утвер-
ждения достаточно показать, что если l(L′) ≤
l(L), то L′ = L. Такая кривая L′ должна проходить

через точку Y1. Иначе она проходит через точку
Z1 = Sn(1),j ∩ Sn(1),j′′ , где Sn(1),j′′ , j

′′ 6= j, j′′ 6= j′;
Sn(1),j′′ ⊂ Sn(1)−1,s, и тогда

l(L′) ≥ d(A,Z1) + d(Z1, X) >
1

2n(1)−1
≥ l(L),

так как d(A, Z1) = 1
2n(1) , а d(Z1, X) > 1

2n(1) вслед-
ствие того, что

Z1 ∈ Sn(1),j′′ , X ∈ Sn(1),j′ , Sn(1),j′′ ∩ Sn(1),j′ = ∅.
Аналогично доказывается, что дуга Y1X кривой
L′ должна содержать точку Y2 и т.д. Таким об-
разом, при прохождении направленной кривой L′

последовательно должны появляться все точки
Y0, Y1, . . . . Следовательно,

l(L′) ≥
+∞∑
n=1

d(Yn−1, Yn) = l(L),

и равенство здесь может соблюдаться только если
L′ составлена из отрезков [Yn−1, Yn], n = 1, 2, . . . ,
т. е. если L′ = L.

Докажем второе утверждение. Так как
dS(A, B) = d1(A,B) = d(A, B) = 1, то диаметры
пространства S во всех трех метриках не меньше
1. Докажем противоположное неравенство. Заме-
тим прежде, что

d(O, X) ≤ d1(O, X) = dS(O, X) ≤ 1 (28)

вследствие первого утверждения и предложений 7,
8. Пусть теперь X, Y ∈ S. Тогда точка X (соответ-
ственно Y ) лежит в пересечении вида S∩S1,j (соот-
ветственно S ∩S1,j′). При этом оба эти множества
содержат некоторую общую вершину O1 и полу-
чаются из S метрическими подобиями с коэффи-
циентом 1/2. Используя соотношения (28) и нера-
венство треугольника, получаем требуемые нера-
венства

d(X,Y ) ≤ d(X,O1) + d(O1, Y ) ≤
≤ d1(X, O1) + d1(O1, Y ) =

= dS(X,O1) + dS(O1, Y ) ≤ 1/2 + 1/2 = 1.

2) Доказательство в основном совершенно ана-
логично доказательству в случае 1). Укажем раз-
личия. На основании следствия 1 существует на-
туральное число k такое, что ровно два из чисел
ak, bk, ck равны 1, причем a = αk, b = βk, c = γk и
ровно одно из чисел an, bn, cn равно 1 для каждо-
го n = 1, . . . , k − 1. Далее возможны два случая:
а) ровно одно из чисел bk, ck равно 1; б) ровно два
из чисел bk, ck равны 1. В случае а) надо взять в
качестве L ⊂ S ломаную AX1 . . . Xk и повторить те
же рассуждения, что и в случае 1). Если же выпол-
няется условие б), то между точками Xk1 и Xk на-
до вставить точку Z = (1−(b+c)+1/2k, b−1/2k, c)
или Z ′ = (1 − (b + c) + 1/2k, b, c − 1/2k) и рас-
смотреть ломаную L = X0X1 . . . Xk−1ZXk или
L′ = X0X1 . . . Xk−1Z

′Xk. При этом l(L) = l(L′).
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Аналогично предыдущему доказывается, что каж-
дая направленная кривая L′′ ⊂ S, должна совпа-
дать с L или L′, если l(L′′) ≤ l(L). Все остальные
утверждения доказываются аналогично.

Теорема 6. Если X, Y — произвольные точ-
ки в S с барицентрическими координатами
(x1, x2, x3) и (y1, y2, y3), то верны оценки

d(X,Y ) ≤ dS(X,Y ) ≤ 4√
3
d(X, Y ), (29)

d1(X,Y ) =
1
2

3∑

k=1

|xk − yk| ≤ dS(X, Y ) ≤

≤ 2√
3

3∑

k=1

|xk − yk| = 4√
3
d1(X, Y ). (30)

В общем случае нижние оценки в этих неравен-
ствах нельзя улучшить.

Доказательство. Если хотя бы одна из точек
X или Y равна вершине некоторого треугольника
вида Si,j , содержащего обе точки X и Y, то нера-
венства (29) и (30) вытекают из предложений 8 и
9. Рассмотрим общий случай. Можно считать, что
X 6= Y. Первые неравенства в (29) и (30) вытекают
из неравенств треугольника для метрик и предло-
жений 8, 9. Докажем вторые неравенства в (29) и
(30).

Если хотя бы одна из точек X или Y равна
вершине некоторого треугольника вида Si,j , содер-
жащего обе точки X и Y, то неравенства (29) и
(30) вытекают из предложений 8 и 9. Рассмотрим
общий случай. Можно считать, что X 6= Y. Суще-
ствует наименьшее неотрицательное целое число
k, такое, что некоторый треугольник вида Sk,j со-
держит обе точки X и Y, но точки X и Y не со-
держатся одновременно ни в каком треугольнике
вида Sk+1,l. Тогда существуют натуральные чис-
ла r и s, такие, что X ∈ Sk+1,r, Y ∈ Sk+1,s, r 6= s.
Треугольники Sk+1,r и Sk+1,s содержат единствен-
ную общую точку, и эта точка является их общей
вершиной O. Введем обозначения:

a = d(X, O), a1 = d1(X,O), b = d(Y, O),

b1 = d1(Y,O), c = d(X, Y ), c1 = d1(X,Y ).

Тогда α := ](OX,OY ) ≥ π
3 . Следовательно,

c =
√

a2 + b2 − 2ab cosα ≥
√

a2 + b2 − ab ≥ 1
2
(a+b).

Отсюда, на основании предложения 8 и равенств

dS(X, Y )=dS(X, O)+dS(O, Y )=d1(X, O)+d1(O, Y ),

получаем:

c1 ≥ c ≥ 1
2
(a + b) ≥

√
3

4
(a1 + b1) =

=
√

3
4

(dS(X,O) + dS(O, Y )) ≥
√

3
4

dS(X, Y ).

Следовательно,

dS(X, Y ) ≤ 4√
3
d(X, Y ) ≤ 4√

3
d1(X, Y ),

что дает вторые неравенства в (29) и (30).
Последнее утверждение следует из равенств

(25).

Замечание 5. Вследствие неравенств (24) и
(29), 1 ≤ dS/d1 ≤ dS/d. Поэтому метрика d1 —
лучшее приближение метрики dS по сравнению с
метрикой d. Кроме того, предложение 9 показы-
вает, что во многих важных случаях расстояния
в метриках d1 и dS совпадают. Для точек X, Y
с барицентрическими координатами (1/2, 1/4, 1/4)
и (1/4, 1/2, 1/4) соответственно верны равенства
dS(X, Y ) = 1/2 = 2d(X,Y ) = 2d1(X,Y ). Авторам
не известно, можно ли константу 4/

√
3 в (29) и

(30) заменить меньшим числом 2.

Предложение 10. Если X = (x1, x2) — одна
из вершин квадрата C0, а Y = (y1, y2) — произ-
вольная точка в C, то

d(X,Y ) ≤ dC(X, Y ) ≤
2∑

k=1

|xk − yk| := d3(X,Y ).

Доказательство. Ясно, что d(X,Y ) ≤ dC(X, Y ).
Без ограничения общности можно считать, что
X = (0, 0), а Y 6= X. Для записи координат
точки Y будем использовать стандартную тро-
ичную систему счисления. В доказательстве бу-
дем пользоваться тем, что стороны всех квадра-
тов Ck,j , k = 1, 2, . . . содержатся в C. Определим
точки X−1 = X и Xn = (αn = a0, a1 . . . an, βn =
= b0, b1 . . . bn) для n = 0, 1, . . . , где a = y1, b = y2,
a a0, a1 . . . и b0, b1 . . . — их записи в стандарт-
ной троичной системе счисления. Введем точку
Yn = (αn, βn−1), если оба числа an, bn для данного
n положительны, и Yn = Xn−1 в противополож-
ном случае. Здесь предполагается, что β−1 = 0. В
любом случае отрезки [Xn−1, Yn] и [Yn, Xn] содер-
жатся в C. Отсюда следует, что

dC(X(n−1), Xn) ≤ dC(Xn−1, Yn) + dC(Yn, Xn) =

= |xn,1 − x(n−1),1|+ |xn,2 − x(n−1),2| =
= (xn,1 − x(n−1),1) + (xn,2 − x(n−1),2) =

= d3(X(n−1), Xn).

Тогда
∞∑

k=−1

dC(Xk, Xk+1) ≤
∞∑

k=−1

d3(Xk, Xk+1) =

= (y1 − x1) + (y2 − x2) = d3(X, Y ).

Следовательно, {Xk}, k = 1, 2, . . . — сходящаяся
в себе относительно dC последовательность. Так
как dC ≥ d и d(Xk, X) → 0 при k → ∞, то
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dC(Xk, X) → 0 при k →∞, и на основании послед-
них выделенных в строку соотношений получим,
что dC(X, Y ) ≤ d3(X, Y ).

Замечание 6. Нетрудно доказать, что пере-
сечение множества C c каждой из прямых y = 2x
и x = 2y совпадает с пересечением квадрата C0

c каждой из этих прямых. Как следствие, очень
трудно (а может, и невозможно) дать точную фор-
мулу для вычисления расстояния dC(X,Y ) в усло-
виях предложения 10.

Теорема 7. Если X, Y — произвольные точки
в C с координатами (x1, x2) и (y1, y2), то верны
оценки:

1√
2
d3(X,Y ) ≤ d(X, Y ) ≤ dC(X, Y ) ≤

≤ 2
√

2d(X, Y ) ≤ 2
√

2d3(X, Y ), (31)

где

d3(X, Y ) =
2∑

k=1

|yk − xk|.

Доказательство. Все неравенства в (31), кро-
ме третьего, хорошо известны.

Докажем третье. Можно считать, что X 6= Y.
Тогда существует наименьшее натуральное чис-
ло n, такое, что X (соответственно Y ) принадле-
жит некоторому квадрату C(n−1),r (соответствен-
но C(n−1),s) и эти квадраты имеют общую сторону,
но X (соответственно Y ) принадлежит некоторо-
му квадрату Cn,t (соответственно Cn,u) и послед-
ние два квадрата не имеют общих сторон. Возмож-
ны два случая: 1) квадраты Cn,t и Cn,u имеют об-
щую вершину Z; 2) квадраты Cn,t и Cn,u не пере-
секаются. Рассмотрим эти случаи отдельно.

1) Если Z совпадает с одной из точек X или
Y , то, вследствие предложения 10,

1√
2
d3(X,Y ) ≤ d(X, Y ) ≤ dC(X, Y ) ≤

≤ d3(X, Y ) ≤
√

2d(X, Y ), (32)

откуда следуют неравенства (31). Иначе
](ZX, ZY ) ≥ π/2. Вводя обозначения a = d(X, Z),
b = d(Z, Y ), c = d(X, Y ), a1 = d3(X, Z), b1 =
= d3(Z, Y ), c1 = d3(X, Y ), получим, что

c1 ≥ c =
√

a2 + b2 − 2ab cos ](ZX, ZY ) ≥

≥
√

a2 + b2 ≥ 1√
2
(a + b) ≥ 1

2
(a1 + b1) ≥

≥ 1
2
(dC(X, Z) + dC(Z, Y )) ≥ 1

2
dC(X,Y ).

Следовательно,

1√
2
d3(X,Y ) ≤ d(X, Y ) ≤ dC(X, Y ) ≤

≤ 2d(X,Y ) ≤ 2d3(X,Y ), (33)

откуда следуют неравенства (31).
2) В этом случае существуют (единственные)

вершины X0 и Y0 треугольников Cn,t и Cn,u соот-
ветственно, такие, что d3(X0, Y0) реализует крат-
чайшее (положительное) расстояние в метрике
d3 между множествами вершин этих треуголь-
ников. При этом нетрудно видеть, что расстоя-
ние d3(X0, Y0) равно длине относительно метри-
ки d3 некоторой ломаной L ⊂ C. Следовательно,
dC(X0, Y0) ≤ d3(X0, Y0). Если X = X0 и Y = Y0,
то верны неравенства (32) и, следовательно, (31).
Если X = X0 и Y 6= Y0, то ](Y0X, Y0Y ) ≥ π/2 и
используя проведенные ранее рассуждения, полу-
чим неравенства (33) и, следовательно, (31). То же
верно, если X 6= X0 и Y = Y0.

Предположим, что X 6= X0 и Y 6= Y0. Возьмем
в качестве точки Z середину (относительно мет-
рики d3) пути L. Аналогично второму случаю в 1)
доказываются неравенства:

dC(X, Z) ≤ 2d(X, Z) := 2d ≤ 2d1 := 2d3(X, Z);

dC(Z, Y ) ≤ 2d(Z, Y ) := 2d′ ≤ 2d′1 := d3(Z, Y ).

Снова ](ZX, ZY ) ≥ π/2. Вводя обозначения
f := d(X, Y ), f1 := d3(X, Y ), аналогично предыду-
щему получим, что

f1 ≥ f ≥
√

d2 + d′2 ≥ 1√
2
(d + d′) ≥

≥ 1
2
√

2
(dC(X,Z) + dC(Z, Y )) ≥ 1

2
√

2
dC(X, Y ).

Отсюда выводятся неравенства (31).

Ясно, что ребра всех кубов Ml,j , l = 0, 1, . . . со-
держатся в M. На основе этого аналогично пред-
ложению 10 доказывается следующее предложе-
ние.

Предложение 11. Если X = (x1, x2, x3) —
одна из вершин куба M0, а Y = (y1, y2, y3) — про-
извольная точка в M, то

d(X, Y ) ≤ dM (X, Y ) ≤
3∑

k=1

|xk − yk| := d4(X, Y ).

Следующая теорема доказывается аналогич-
но теореме 7 заменой квадратов кубами на основе
предложения 11.

Теорема 8. Если X, Y — произвольные точки
в M с координатами (x1, x2, x3) и (y1, y2, y3), то
верны оценки

1√
3
d4(X, Y ) ≤ d(X, Y ) ≤ dM (X, Y ) ≤

≤ 2
√

3d(X, Y ) ≤ 2
√

3d4(X, Y ), (34)

где

d4(X,Y ) =
3∑

k=1

|yk − xk|.
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6. Хаусдорфова и фрактальная раз-
мерности классических фракталов
Сначала напомним классическое определение раз-
мерности Хаусдорфа метрического пространства
(X, d), следуя [5]. Для числа ρ ≥ 0 и не более
чем счетного покрытия U = {Ui}i∈J множества
X его непустыми подмножествами ρ-вес покрытия
wρ(U) определяется как

wρ(U) =
∑

i∈J

(diam(Ui))
ρ
, (35)

где
diam(Ui) = sup{d(x, y) | x, y ∈ Ui}.

При ρ = 0 слагаемые вида 00 считаются равны-
ми 1. Для δ > 0 положим

µρ,δ(X) = inf{wρ(U) | diam(Ui) < δ для всех i ∈ J}.
(36)

ρ-мерная мера Хаусдорфа метрического простран-
ства (X, d) определяется как

µρ(X) = C(ρ) lim
δ→+0

µρ,δ(X), (37)

где

C(ρ) := 2−ρΓ
(

1
2

)ρ

/Γ
(ρ

2
+ 1

)
> 0

и где Γ — гамма-функция Эйлера.

Замечание 7. Обычно при определении
µρ(X), µρ,δ(X) в формуле (37) заменяется на
νρ,δ(X), где νρ,δ(X) получается из µρ,δ(X) заменой
условия diam(Ui) < δ в (36) условием diam(Ui) ≤ δ.
Но легко видеть, что при такой замене µρ(X) не
меняется.

Размерность Хаусдорфа dimH(X) метриче-
ского пространства (X, d) есть точная верхняя гра-
ница действительных чисел ρ ≥ 0, для которых
µρ(X) > 0.

Из определений непосредственно следует, что
размерность Хаусдорфа не меняется при замене
метрики d любой билипшицево эквивалентной ей
метрикой. Поэтому, вследствие теорем 6, 7 и 8, ев-
клидову метрику d на S, C или M можно заме-
нить определяемой ей внутренней метрикой DS ,
dC или dM . Но для удобства вычислений мы бу-
дем считать, что метрика на ковре Серпинского C
индуцирована метрикой d(X,Y ) = max

i=1,2
| xi − yi |

на R2, метрика на губке Менгера M индуцирована
из R3 метрикой d(X, Y ) = max

i=1,2,3
| xi − yi |.

Лемма 1. Пусть V = {Vi}i∈J — не более
чем счетное покрытие метрического простран-
ства (X, d) непустыми подмножествами диа-
метра меньше δ > 0 и wρ(V ) < +∞ для неко-
торого ρ > 0. Тогда для любого ε > 0 суще-
ствует открытое покрытие U = {Ui}i∈J про-
странства (X, d) непустыми подмножествами
диаметра меньше δ, удовлетворяющее условиям:

1. Vi ⊂ Ui для каждого i ∈ J .
2. wρ(U) ≤ wρ(V ) + ε.

Доказательство. Пусть ε > 0. Обозначим
V 0 = {Vi ∈ V | diam(Vi) = 0}. По условию V 0

не более чем счетно. Если V 0 не пусто, то, обо-
значая его элементы через xi, где i = 1, . . . , k
или i ∈ N , определим Ui как открытый шар
с центром в xi радиуса εi ≤ 1

2 ·
(

ε
4i

)1/ρ. Тогда∑
Vi∈V 0(diam(Ui))ρ ≤ ε

2 .

Если V \V 0 не пусто, т. е. wρ(V ) > 0, то
для каждого Vi ∈ V \V 0 определим Ui как
εi-окрестность множества Vi, где

εi <
1
2

min {α · diam(Vi), δ − diam(Vi)} ,

α =
(

1 +
ε

2wρ(V )

)1/ρ

− 1.

Из неравенства треугольника следует, что
diam(Ui) ≤ diam(Vi) + 2εi и поэтому diam(Ui) < δ.
Вследствие (35),

∑

Vi∈V \V 0

(diam(Ui))ρ ≤
∑

Vi∈V \V 0

(diam(Vi) + 2εi)ρ ≤

≤
∑

Vi∈V \V 0

(diam(Vi))ρ ·
(

1 +
ε

2wρ(V )

)
= wρ(V )+

ε

2
.

Тогда

wρ(U) =
∑

Vi∈V 0

(diam(Ui))ρ +
∑

Vi∈V \V 0

(diam(Ui))ρ ≤

≤ wρ(V ) + ε.

Лемма 2. Пусть (X, d) — компактное мет-
рическое пространство и µρ(X) < +∞ для неко-
торого ρ > 0. Тогда для любого δ > 0 в опре-
делении µρ,δ(X) (см. (36)) можно ограничиться
только конечными (открытыми) покрытиями U
пространства (X, d).

Доказательство. Ясно, что

µρ,δ(X) ≤ µρ(X) < +∞.

Осталось применить лемму 1.

Теорема 9. dimH(S) = r(S) = log 3/ log 2 для
салфетки Серпинского S.

Доказательство. Напомним, что S = ∩{Sk |
k ∈ Z+}, где каждое множество Sk состоит из 3k

(замкнутых) равносторонних треугольников Sk,j ,
имеющих стороны длины 2−k и попарно непере-
секающиеся внутренности. В этом случае r(S) =
= log 3/ log 2. Ясно, что diam(Sk,j) = 2−k. Пусть
Vk — покрытие множества Sk треугольниками Sk,j .
Из (35), (36) следует, что для любого k ∈ N и каж-
дого δ > 2−k

µr(S),δ(S) ≤ wr(S)(Vk) = 3k · (2−k)r(S) = 1.
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Тогда µr(S)(S) < +∞. Из определений размерно-
сти и меры Хаусдорфа следует, что достаточно до-
казать неравенство µr(S)(S) > 0.

Так как салфетка Серпинского S замкнута и
ограничена в E2, то она компактна. На основа-
нии леммы 2 можно рассматривать только конеч-
ные открытые покрытия U = {Ui}i∈J простран-
ства S. При этом всегда diam(Ui) ≤ 1, i ∈ J .
Для каждого i ∈ J существует такое k ∈ Z+, что
2−(k+1) ≤ diam(Ui) < 2−k. Легко видеть, что тогда
Ui может пересечь не более двух множеств вида
Sk,j ∩ S. Если n ≥ k, то Ui пересекает не более

2·3n−k = 2·3n+1·2−(k+1)r(S) ≤ 2·3n+1·(diam(Ui))r(S)

множеств вида Sn,j∩S. Так как пространство S не
имеет изолированных точек, а множества Ui, i ∈ J
непустые, открытые и их конечное число, то суще-
ствует такое n ∈ N , что min{diam(Ui) | i ∈ J} ≥
2−(n+1). Покрытие U пересекает все 3n множеств
вида Sn,j ∩ S, поэтому

3n ≤
∑

i∈J

2 · 3n+1 · (diam(Ui))r(S).

Тогда в силу (35), wr(S)(U) ≥ 1
6 . Из (36), (37) сле-

дует, что µr(S)(S) > 0.

Теорема 10. dimH(C) = r(C) = log 8/ log 3
для ковра Серпинского C.

Доказательство. Напомним, что
C = ∩{Ck | k ∈ Z+}, где каждое множество Ck со-
стоит из 8k (замкнутых) квадратов Ck,j , имеющих
стороны длины 3−k и попарно непересекающие-
ся внутренности. Ясно, что diam(Ck,j) = 3−k. В
этом случае r(C) = log 8/ log 3. Пусть Vk — покры-
тие множества Ck квадратами Ck,j . Из (35), (36)
следует, что для любого k ∈ N и каждого числа
δ > 3−k

µr(C),δ(C) ≤ wr(C)(Vk) = 8k · (3−k)r(C) = 1.

Тогда µr(C)(C) < +∞.
Заметим, что ковер Серпинского C (как и сал-

фетка Серпинского S) компактен в E2, так как
он замкнут и ограничен. Доказательство нера-
венства µr(C)(C) > 0 аналогично доказательству
µr(S)(S) > 0 (см. теорему 9).

Теорема 11. dimH(M) = r(M) = log 20/ log 3
для губки Менгера M .

Доказательство. Напомним, что
M = ∩{Mk | k ∈ N}, где каждое множество Mk со-
стоит из 20k (замкнутых) кубиков Mk,j , имеющих
стороны длины 3−k и попарно непересекающиеся
внутренности. Ясно, что diam(Mk,j) = 3−k. В этом
случае r(M) = log 20/ log 3. Пусть Vk — покрытие
множества Mk кубиками Mk,j . Из (35), (36) следу-
ет, что для любого k ∈ N и каждого числа δ > 3−k

µr(M),δ(M) ≤ wr(M)(Vk) = 20k · (3−k)r(M) = 1.

Тогда µr(M)(M) < +∞.

Заметим, что губка Менгера M (как и салфет-
ка Серпинского S) компактна в E3, так как она за-
мкнута и ограничена. Доказательство неравенства
µr(M)(M) > 0 аналогично доказательству неравен-
ства µr(S)(S) > 0 (см. теорему 9).

Замечание 8. Совершенно аналогично дока-
зывается, что размерность Хаусдорфа канторова
множества равна log 2/ log 3. Все три рассматри-
ваемых здесь множества имеют топологическую
размерность 1, а канторово множество — тополо-
гическую размерность 0 (см. [2]). Поэтому все эти
множества являются (самоподобными) фрактала-
ми в смысле Б. Мандельброта.
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