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1. Введение
Изучение геометрических и топологических
свойств римановых многообразий со специальны-
ми группами голономии является одной из акту-
альных и интереснейших задач современной диф-
ференциальной геометрии. В этом направлении
уже получено много результатов, например клас-
сификацию собственно групп голономии можно
считать завершенной. Однако до сих пор нет пол-
ного ответа на вопрос: при каких условиях на дан-
ном многообразии существует риманова метрика с
предописанной специальной группой голономии?
Особенно остро стоит эта проблема для специ-
альных групп голономии Spin(7) и G2. С другой
стороны, примеров таких пространств известно
также очень мало, компактные примеры были по-
строены лишь в [1-7], причем все конструкции
являются неявными.

С некомпактными пространствами дело обсто-
ит лучше: существуют метрики с группами голо-
номии Spin(7) и G2, явно выраженные в квадра-
турах, или с явно описываемой структурой. Более
того, эти метрики играют свою роль в математи-
ческой физике.

Цель данной статьи — дать краткий обзор спе-
циальных групп голономии, подробно описав из-
вестные конструкции римановых метрик с груп-
пой голономии Spin(7) и G2 на некомпактных про-
странствах.

Статья начинается с базовых определений
и с описания классификации групп голономии
римановых пространств. Далее описываются 3-
сасакиевы многообразия, играющие важную роль
при построении примеров. Завершает статью ос-
новной ее раздел, посвященный описанию приме-
ров. Как выяснилось сравнительно недавно, прак-
тически все известные примеры некомпактных

пространств с группой голономии Spin(7) хоро-
шо укладываются в одну схему, где концепция 3-
сасакиева пространства играет центральную роль.
Схема описывается в подразделе 4.1, а в подразде-
ле 4.2, описывается как предлагаемая схема может
быть видоизменена для того, чтобы построить ри-
мановы метрики с группой голономии G2.

Хотя описанные результаты были по отдельно-
сти опубликованы, но в едином виде, под одним уг-
лом зрения данные результаты публикуются впер-
вые.

2. Классификация групп голономии
римановых пространств

Пусть M = Mn — связное n-мерное риманово
многообразие без края с римановой метрикой g.
Метрика g однозначно определяет связность Ле-
ви — Чивита ∇ в TM . Везде в дальнейшем мы
будем подразумевать на римановых многообрази-
ях именно эту аффинную связность.

Фиксируем точку p ∈ M . Пусть λ(t), t ∈ [0, 1]
— кусочно C1-гладкая замкнутая петля с верши-
ной в точке p, т. е. λ(0) = λ(1) = p. Обозначим
через τ(λ) параллельный перенос вдоль кривой λ
относительно связности ∇. В силу свойств связ-
ности Леви — Чивита (инвариантность римановой
метрики при параллельном переносе), τ(λ) явля-
ется ортогональным преобразованием касательно-
го пространства TpM .

Группой голономии риманова многообразия
(M, g) в точке p называется подгруппа Holp(M)
ортогональной группы O(TpM), состоящая из пре-
образований вида τ(λ), где λ — произвольная ку-
сочно C1-гладкая петля с вершиной в точке p.
Если при этом рассмотреть только стягиваемые
петли, то мы получим ограниченную группу голо-
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номии Hol0p(M) в точке p. Можно показать, что
Hol0p(M) является связной компонентой единицы
группы Holp(M).

Если выбрать другую точку q и соединить
ее кривой σ с точкой p, то нетрудно понять,
что Holq(M) = τ(σ)Holp(M)τ(σ)−1 и, аналогич-
но, Hol0q(M) = τ(σ)Hol0p(M)τ(σ)−1. Таким обра-
зом, с точностью до класса сопряженности (огра-
ниченная) группа голономии не зависит от выбора
фиксируемой точки, и поэтому мы отождествим
O(TpM) с O(n) и будем писать Hol = Hol(M) ⊂
⊂ O(n) или Hol0 = Hol0(M) ⊂ SO(n) не ука-
зывая точку p. Действие группы Hol (Hol0) на
TpM = Rn задает представление (ограниченной)
группы голономии, которое называется (ограни-
ченным) представлением голономии. В случае,
если Hol(M) является собственной подгруппой в
O(n), то принято говорить, что риманово многооб-
разие Mn обладает специальной группой голоно-
мии, или, что группа голономии Mn редуцируется
к подгруппе Hol(M).

Следующая теорема проясняет структуру
ограниченной группы голономии риманова много-
образия.

Теорема 1. [8] Ограниченная группа голо-
номии Hol0 произвольного риманова многообра-
зия M является компактной подгруппой группы
O(n).

Аналогичный результат для группы Hol неве-
рен, даже если M компактно [9]. В дальнейшем,
если не оговорено противное, мы всегда будем
предполагать, что риманово многообразие M од-
носвязно и, в частности, Hol0(M) = Hol(M).

Возникает вопрос: какие группы Ли являют-
ся группами голономии односвязных римановых
многообразий? Ниже мы рассмотрим этот вопрос
подробнее.

Представление голономии риманова многооб-
разия M называется неприводимым (мы, не со-
всем строго, будем говорить, что сама группа Hol
неприводима), если не существует собственного
инвариантного относительно Hol подпространства
в TpM . В противном случае, говорим, что пред-
ставление голономии (или сама группа голоно-
мии) является приводимым. Если M = M1×M2 и
g = g1+g2, т. е. (M, g) является прямым произведе-
нием римановых многообразий (M1, g1) и (M2, g2),
то очевидно, что Hol(M) = Hol(M1) × Hol(M2),
причем представление голономии M приводимо и
разлагается в сумму соответствующих представ-
лений M1 и M2.

Теорема разложения де Рама показывает, что
при условии полноты риманова многообразия вер-
но и обратное:

Теорема 2. [10] Пусть (M, g) — риманово
многообразие с приводимым представлением го-

лономии. Пусть

TpM = V1 ⊕ . . .⊕ Vr,

где r ≥ 2, Vj 6= 0 для всех j. Тогда (M, g) локально
изометрично прямому произведению (Rk1 , g1) ×
. . . × (Rkr , gr), где kj = dimVj, и Hol0p(M) = H1 ×
. . .×Hr, где Hj ⊂ O(Vj , gj).

Более того, если (M, g) односвязно и полно,
то (M, g) (глобально) изометрично произведению
(M1, g1) × . . . × (Mr, gr), причем группа Hj явля-
ется группой голономии (Mj , gj).

Пусть holp(M) = holp = hol — алгебра Ли
группы голономии Holp, называемая алгеброй го-
лономии риманова многообразия M . Интуитивно
понятно, что наличие специальной группы голоно-
мии накладывает ограничение на геометрию мно-
гообразия, поэтому можно ожидать наличие тес-
ной связи между редукциями группы голономии
и симметриями тензора кривизны. Эта связь объ-
ясняется следующей теоремой Амброза-Зингера.

Теорема 3. [11] Алгебра голономии holp пред-
ставляет собой подалгебру алгебры Ли so(TpM),
порожденную операторами вида

(τ(λ))−1 ◦Rq(X, Y ) ◦ τ(λ),

где q ∈ M , X, Y ∈ Tq(M), λ — произвольный
C1-кусочно гладкий путь, с началом p и концом
q, а через Rq(X, Y ) мы обозначаем эндоморфизм
V 7→ R(X, Y )V касательного пространства TqM .

Идея доказательства теоремы 3 основана на
классической формуле, связывающей параллель-
ный перенос и тензор кривизны. А именно – пред-
положим, что в точке p ∈ M заданы два касатель-
ных вектора X, Y ∈ TpM . Рассмотрим замкнутый
«квадратный» контур Γε со стороной ε > 0, выхо-
дящий из точки p в направлении X и входящий в
точку p в направлении −Y . Чтобы построить та-
кой контур, достаточно продолжить векторы X, Y
до координатных полей, и движение вдоль коор-
динатных линий (0, 0) 7→ (ε, 0) 7→ (ε, ε) 7→ (0, ε) 7→
(0, 0) даст требуемый контур. Обозначим парал-
лельный перенос вдоль Γε через τε. Тогда для лю-
бого вектора V ∈ TpM

d

dε
|ε=0(τε(V )) = R(X,Y )V .

Понятно, что однопараметрическое семейство пре-
образований τε можно рассматривать как кривую
в группе SO(TpM), поэтому оператор кривизны
R(X, Y ) оказывается элементом алгебры holp.

Теперь определим понятие лассо с началом в
точке p. Для этого рассмотрим точку q ∈ M и
кривую σ, соединяющую точки p и q. В точке q
как и выше рассмотрим замкнутый координатный
контур Γε(q), порожденный некоторой парой каса-
тельных в точке q векторов. Тогда лассо назовем
кривую σ−1 ◦ Γε(q) ◦ σ. Можно доказать, что если
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рассмотреть произвольную петлю γ на многообра-
зии M с начальной точкой p, то ее можно сколь
угодно близко аппроксимировать композицией ко-
нечного числа таких лассо. Предыдущая формула
немедленно дает утверждение теоремы.

Особенно удобно применять теорему 3, если
воспользоваться методом Картана подвижного ре-
пера. Предположим, что на римановом многообра-
зии M (локально) задан ортонормированный коре-
пер e1, . . . , en, т. е. ds2 =

∑n
i=1(e

i)2. Форма связно-
сти ωj

i однозначно определяется соотношениями

dei = −ωi
j ∧ ej , ωi

j = −ωj
i .

Тогда форма кривизны Ωi
j = 1

2Ri
jkle

k ∧ el находит-
ся по формулам

Ωi
j = dωi

j + ωi
k ∧ ωk

j .

Форму кривизны Ω можно рассматривать как
2-форму со значениями в so(n) (поскольку
Ωi

j = −Ωj
i ), точно так же, как форма связности

ω может быть рассмотрена как 1-форма со зна-
чениями в so(n). При этом значение формы Ω
на паре касательных векторов X,Y совпадает ко-
сосимметрическим оператором R(X, Y ), а значе-
ние ω на касательном векторе X может быть про-
интерпретировано следующим образом. Рассмот-
рим кривую γ(t), γ(0) = p, γ̇(0) = X. Рассмот-
рим вектор V ∈ TpM и его координатное пред-
ставление V = (v1, . . . , vn), где vi = ei(V ). Пусть
Vt ∈ Tγ(t)M — результат параллельного переноса
вектора V вдоль кривой γ, рассмотрим его коорди-
наты Vt = (v1

t , . . . , vn
t ), vi

t = ei(Vt). Предположим,
что

(v1
t , . . . , vn

t )T = At · (v1, . . . , vn)T , At ∈ SO(n).

Тогда

ω(X) =
d

dt
|t=0(At) .

В этом случае Теорема 3 позволяет получить сле-
дующий простой критерий.

Теорема 4. Предположим, что риманово
многообразие покрыто системой окрестностей, в
каждой из которых определен ортонормирован-
ный корепер e1, . . . , en и соответствующие фор-
мы связности и кривизны удовлетворяют следу-
ющему условию:

〈ω(X,Y ),Ω(X)|p ∈M ;X,Y ∈TpM〉so(n) = g ⊂ so(n).

Тогда алгебра g является алгеброй голономии ри-
манова многообразия M .

Важный пример римановых многообразий со
специальными группами голономии доставляют
симметрические пространства. А именно – если
M = G/H — симметрическое пространство, где
(g,h) — симметрическая пара, то H — группа го-
лономии M , а представление изотропии H совпа-
дает с представлением голономии.

Следующая теорема, являющаяся основой
классификации групп голономии римановых про-
странств, была доказана Берже.

Теорема 5. [12] Пусть M — односвязное
неприводимое риманово многообразие размерно-
сти n, не являющееся симметрическим. Тогда
имеет место один из следующих случаев:

1) Hol(M) = SO(n),
2) n = 2m, где m ≥ 2 и

Hol(M) = U(m) ⊂ SO(2m),
3) n = 2m, где m ≥ 2 и

Hol(M) = SU(m) ⊂ SO(2m),
4) n = 4m, где m ≥ 2 и

Hol(M) = Sp(m) ⊂ SO(4m),
5) n = 4m, где m ≥ 2 и

Hol(M) = Sp(m)Sp(1) ⊂ SO(4m),
6) n = 7 и Hol(M) = G2 ⊂ SO(7),
7) n = 8 и Hol(M) = Spin(7) ⊂ SO(8),

где все указанные группы действуют в Rn стан-
дартным способом.

Список групп, перечисленных в теореме, при-
нято называть списком Берже. Перед тем, как
кратко описать все геометрии, возникающие из
групп голономии списка Берже, дадим следую-
щий очень полезный критерий. Пусть тензор-
ное поле T типа (k, l) задано на M глобаль-
но, рассмотрим петлю γ в M с начальной точ-
кой p ∈ M . Тогда по определению параллельно-
го переноса тензорного поля для любых векторов
v1, . . . , vk ∈ TpM мы имеем: Pγ(T )(v1, . . . , vk) =
= Pγ(T (P−1

γ (v1), . . . , P−1
γ (vk))). Следующее пред-

ложение очевидно.

Предложение 1. Предположим, что группа
Ли G ⊂ SO(n) описывается следующим образом:

G = {φ ∈ SO(n)|φ(t) = t},
где t — некоторая полилинейная векторозначная
форма на Rn (либо t — некоторое линейное про-
странство форм указанного вида), а φ(t) обозна-
чает стандартное действие отображения φ ∈
SO(n) на форме (либо на пространстве форм) t.

В описанных условиях риманово n-мерное
многообразие M имеет группу голономии, лежа-
щую в G тогда, и только тогда, когда на M
существует глобально определенное параллель-
ное тензорное поле T (либо параллельное линей-
ное пространство тензорных полей T ), в каждой
точке изоморфное t.

Ниже следует краткое описание геометрий из
списка Берже.

Общий случай: Hol = SO(n). На любом мно-
гообразии M римановы метрики с группой голо-
номии SO(n) образуют открытое всюду плотное
множество относительно любой естественной то-
пологии.

Кэлеровы многообразия: Hol = U(m). Ри-
маново многообразие Mn называется кэлеровым,
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если на нем существует параллельная невырож-
денная 2-форма ω, называемая кэлеровой формой.
В этом случае представление голономии сохраня-
ет форму ω и, следовательно, группа голономии
содержится в U(m). Можно ввести параллельную
почти комплексную структуру J , J2 = −1 соотно-
шением ω(X,Y ) = g(X,J(Y )), X,Y ∈ TM и дока-
зать ее интегрируемость. Таким образом, по теоре-
ме Ньюлендера — Ниренберга [13] на M возникает
комплексная структура.

Обратно, если на комплексном многообразии
задана риманова метрика, согласованная с ком-
плексной структурой (т. е. оператор J сохраняет
скалярное произведение), то можно соотношением
ω(X,Y ) = g(X, J(Y )), X,Y ∈ TM ввести эрмито-
ву форму ω. В этом случае имеет место следующее
утверждение:

Предложение 2. В описанной ситуации, эр-
митова форма ω (а вместе с ней и комплексная
структура J) параллельна тогда и только тогда,
когда она замкнута:

dω = 0.

Таким образом, вместо переопределенного,
как правило, условия параллельности формы, на
комплексном многообразии для построения кэле-
ровой структуры достаточно исследовать условие
ее замкнутости.

Специальные кэлеровы многообразия,
или многообразия Калаби-Яу: Hol = SU(m).
Кэлерово многообразие M называется специаль-
ным, если допускает параллельную комплексную
форму объема θ, т. е. ненулевую комплексную
дифференциальную форму типа (m, 0). Парал-
лельность формы θ означает, что представление
голономии сохраняет комплексный объем в Rn =
= Cm, т. е. группа голономии Hol(M) содержится
в SU(m) ⊂ U(m).

Имеет место следующее утверждение.

Предложение 3. [14] Кэлерово многообразие
M является специальным тогда и только тогда,
когда оно Риччи-плоско, т. е. его тензор Риччи
обращается в нуль:

Rij = 0. (1)

Гиперкэлеровы многообразия: Hol =
= Sp(m). Риманово многообразие Mn называет-
ся гиперкэлеровым, если оно допускает три парал-
лельные комплексные структуры, согласованные с
римановой метрикой и удовлетворяющие кватер-
нионным соотношениям IJ = −JI = K. У гипер-
кэлерова многообразия представление голономии
оставляет инвариантными тройку 2-форм, отве-
чающих симплектическим преобразованиям R4m,

поэтому Hol(M) = Sp(m) ⊂ SU(2m). Из последне-
го вложения следует, что гиперкэлерова метрика
также удовлетворяет уравнению Эйнштейна (1).

Кватернионно-кэлеровы многообразия:
Hol = Sp(m)Sp(1). Риманово многообразие назы-
вается кватернионно-кэлеровым, если существуют
три локально определенные инвариантные отно-
сительно римановой метрики почти комплексные
структуры I, J , K, удовлетворяющие кватерни-
онным соотношениям и порождающие трехмер-
ное параллельное подрасслоение в расслоении эн-
доморфизмов касательного расслоения TM . Если
обозначить через ωI , ωJ , ωK соответствующие эр-
митовы формы, то форма Ω = ωI ∧ωI + ωJ ∧ωJ +
+ ωK ∧ ωK параллельна. Следовательно, группа
голономии Hol(M) оставляет инвариантной фор-
му Ω, поэтому содержится в Sp(m)Sp(1) ⊂ O(4m)
и, наоборот, если Hol ⊂ Sp(m)Sp(1), то на M су-
ществует кватернионно-кэлерова структура. Важ-
ность этого класса многообразий диктуется следу-
ющим утверждением.

Предложение 4. [15] Кватернионно-
кэлерово многообразие удовлетворяет уравнению
Эйнштейна с «космологической» постоянной λ:

Rij = λgij .

Стоит отметить, что кватернионно-кэлерово
многообразие, вообще говоря, не является кэле-
ровым. Заметим также, что при m = 1 по-
нятие кватернионно-кэлерова многообразия по-
прежнему имеет смысл (и совпадает с автодуаль-
ным эйнштейновым многообразием), однако фор-
ма Ω просто совпадает с формой объема и группа
голономии совпадает с SO(4). Дальнейшие ссылки
по кватернионно-кэлеровым многообразиям мож-
но найти в [15,16].

Оставшиеся два типа групп голономии пред-
ставляют для нас особый интерес: им посвящен
раздел 4 статьи, поэтому мы опишем их более по-
дробно.

Исключительная группа голономии
Hol = G2. Пусть {ei}, i = 0, 2, 3, . . . , 7 — орто-
нормированный базис из 1-форм на стандартном
евклидовом пространстве R7 (не очень естествен-
ный, на первый взгляд, способ нумерации бази-
са связан с необходимостью согласования в гла-
ве 2 формы Ψ0, определяемой ниже, с формой
Φ, определяющей Spin(7)-структуру). Положив
eijk = ei∧ej∧ek, рассмотрим следующую 3-форму
Ψ0 на R7 :

Ψ0 = −e023 − e045 + e067 + e346 − e375 − e247 + e256.

Подгруппа в GL(7), сохраняющая форму Ψ0, сов-
падает с группой G2. Это компактная односвязная
14-мерная простая группа Ли, обычно определяе-
мая как группа автоморфизмов чисел Кэли. Заме-
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тим, что группа G2 также сохраняет метрику

g0 = (e0)2+(e2)2+(e3)2+(e4)2+(e5)2+(e6)2+(e7)2,

сопряженную 4-форму

∗Ψ0 = −e4567−e2367−e2345−e0257−e0246+e0356−e0347

и ориентацию пространства R7. Дифференциаль-
ная 3-форма Ψ на ориентированном римановом
7-мерном многообразии M задаёт G2-структуру,
если в окрестности каждой точки p ∈ M суще-
ствует сохраняющая ориентацию изометрия
φp : TpM → R7, такая, что φ∗pΨ0 = Ψ|p. При этом
форма Ψ определяет единственную метрику gΨ,
такую что gΨ(v, w) = g0(φpv, φpw) для v, w ∈ TpN
[17, 18]. Если форма Ψ параллельна (∇Ψ = 0), то
группа голономии риманова многообразия N бу-
дет содержаться в G2.

Предложение 5. [19] Форма Ψ, задающая
G2-структуру на M параллельна тогда, и толь-
ко тогда, когда она замкнута и козамкнута:

dΨ = 0
d ∗Ψ = 0.

(2)

Заметим, что для компактного M условие (2)
равносильно гармоничности Ψ. Однако в неком-
пактном случае это вообще говоря не так. Также
отметим здесь, что форма Φ0 = e1∧Ψ0−∗Ψ0, где ∗
— оператор Ходжа в R7, задает Spin(7)-структуру
на R8 с ортонормированным базисом {ei}i=0,1,2,..,7.

Важность римановых многообразий с группой
голономии G2 в некоторых задачах математиче-
ской физики связана со следующим утверждени-
ем.

Предложение 6. [20] Пусть (M, g) — рима-
ново 7-мерное многообразие и Hol(M) ⊂ G2. Тогда
g — Риччи-плоская метрика, т. е. она удовлетво-
ряет уравнению (1).

Исключительная группа голономии
Hol = Spin(7). Пусть {ei}, i = 0, 1 . . . , 7 — орто-
нормированный базис из 1-форм на стандартном
евклидовом пространстве R8. Как и ранее, обозна-
чаем eijkl = ei ∧ ej ∧ ek ∧ el и определим 4-форму
Φ0 на R8 следующим образом:

Φ0 = e0123 + e4567 + e0145 − e2345 − e0167+
+e2367 + e0246 + e1346 − e0275 + e1357+
+e0347 − e1247 − e0356 + e1256.

Подгруппа в GL(8), сохраняющая форму Φ0 сов-
падает с группой Spin(7). Это компактная одно-
связная простая 21-мерная группа Ли, двукрат-
но накрывающая ортогональную группу SO(7).
Группа Spin(7) сохраняет метрику

g0 = (e0)2 + (e1)2 + (e2)2 + (e3)2+

+ (e4)2 + (e5)2 + (e6)2 + (e7)2

и ориентацию пространства R8.
Пусть M — ориентированное риманово 8-мер-

ное многообразие. Говорят, что дифференциаль-
ная форма Φ ∈ Λ4M задает Spin(7)-структуру
на M , если в окрестности каждой точки p ∈ M
существует сохраняющая ориентацию изометрия
φp : TpM → R8, такая, что φ∗pΦ0 = Φ|p. При этом
форма Φ определяет единственную метрику gΦ,
такую, что gΦ(v, w) = g0(φpv, φpw) для v, w ∈ TpM
[17,18]. Если форма Φ параллельна, то группа го-
лономии риманова многообразия M редуцируется
к подгруппе Spin(7) ⊂ SO(8). Как и в случае груп-
пы голономии G2 имеет место следующее предло-
жение.

Предложение 7. [19] Форма Φ, задающая
Spin(7)-структуру на многообразии M парал-
лельна тогда и только тогда, когда она замкну-
та:

dΦ = 0. (3)

Поскольку Φ самосопряжена относительно
оператора Ходжа ∗, ее замкнутость равносиль-
на козамкнутости и влечет гармоничность; однако
обратное в некомпактном случае, вообще говоря,
неверно.

Римановы многообразия с группой голономии
Spin(7) также являются эйнштейновыми:

Предложение 8. [20] Пусть (M, g) — рима-
ново 8-мерное многообразие и Hol(M) ⊂ Spin(7).
Тогда g — Риччи-плоская метрика, т. е. она удо-
влетворяет уравнению (1).

3. Геометрия 3-сасакиевых многооб-
разий

Существует ряд очень интересных геометрий, ко-
торые, сами не имея специальной голономии, яв-
ляются тесно связанными с такими пространства-
ми. Одной из таких геометрий посвящен данный
раздел, используемый в дальнейшем для построе-
ния римановых метрик с группой голономии G2 и
Spin(7). Более полные доказательства и дальней-
шие ссылки по 3-сасакиевым многообразиям мож-
но найти в [21].

Пусть M — гладкое замкнутое риманово мно-
гообразие размерности m с метрикой g. Конусом
M̄ над M будем называть многообразие R+×M с
метрикой ḡ = dt2 + t2g.

Многообразие M называется сасакиевым, если
группа голономии конуса M̄ содержится в U(m+1

2 )
(в частности, m нечетно). Значит, на M̄ существу-
ет параллельная комплексная структура J . Отож-
дествим M с изометричным ему вложенным под-
многообразием M × {1} ⊂ M̄ и положим ξ =
J(∂t). Векторное поле ξ называется характери-
стическим полем сасакиева многообразия M . Ха-
рактеристическая 1-форма η сасакиева многообра-
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зия определяется соотношением

η(X) = g(X, ξ),

для всех полей X на M .

Лемма 1. Поле ξ является единичным век-
торным полем Киллинга на многообразии M .

Доказательство. То, что поле ξ является еди-
ничным, сразу следует из определения. Пусть ∇
и ∇̄ — римановы связности в M и M̄ . Непосред-
ственно проверяется, что для любых векторных
полей X,Y на M

∇̄XY = ∇XY − tg(X, Y )∂t,

∇̄∂t
X = ∇̄X∂t =

1
t
X, ∇̄∂t

∂t = 0.

Тогда для любого векторного поля X на M

g(∇Xξ, X) = ḡ(∇Xξ, X) = ḡ(∇̄Xξ, X) =

= ḡ(J(∇̄X∂t), X) = ḡ(JX,X) = 0.

Следовательно, поле ξ — киллингово. Лемма до-
казана.

Если на многообразии M заданы три попарно
ортогональные сасакиевы структуры, то M стано-
вится 3-сасакиевым. Более точно, многообразие M
называется 3-сасакиевым, если метрика ḡ на M̄ ги-
перкэлерова, т. е. ее группа голономии содержится
в Sp(m+1

4 ) (в частности, m = 4n + 1, n ≥ 1). По-
следнее означает, что на M̄ существуют три парал-
лельные комплексные структуры J1, J2, J3, удо-
влетворяющие соотношениям JjJ i = −δij +εijkJk.
Как и в сасакиевом случае определяются характе-
ристические поля ξi и 1-формы ηi:

ξi = J i(∂t), ηi(X) = g(X, ξi), i = 1, 2, 3,

для всех векторных полей X на M .

Лемма 2.Поля ξ1, ξ2, ξ3 являются единичны-
ми попарно ортогональными векторными полями
Киллинга на M , причем

∇ξiξj = εijkξk, [ξi, ξj ] = 2εijkξk.

Доказательство. То, что поля ξi являются
единичными, попарно ортогональными и киллин-
говыми, сразу следует из определения и из преды-
дущей леммы. Далее:

∇ξiξj = ∇̄ξiξj + δij∂t = Jj∇̄ξi∂t + δij∂t =

= (JjJ i + δij)∂t = εijkξk,

откуда немедленно следует:

[ξi, ξj ] = ∇ξiξj −∇ξj ξi = 2εijkξk.

Лемма доказана.

Поля ξ1, ξ2, ξ3 образуют подалгебру Ли sp(1)
в алгебре инфинитезимальных изометрий. Сле-
довательно, в группе всех изометрий содержится
подгруппа либо Sp(1), либо SO(3), орбиты дей-
ствия которой определяют трехмерное слоение F .
Из леммы следует, что каждый слой F является
вполне геодезическим трехмерным подмногообра-
зием постоянной кривизны 1.

Риманов орбифолдO называется кватернионно-
кэлеровым, если в V -расслоении эндоморфизмов
касательного пространства существует параллель-
ное V -подрасслоение I размерности 3, локально
порожденное почти комплексными структурами
I1, I2, I3, удовлетворяющими соотношениям ал-
гебры кватернионов, и расслоение I инвариантно
относительно действия локальной униформизую-
щей группы O.

Теорема 6. [21] Пусть M — замкнутое
(4n+3)-мерное 3-сасакиево многообразие с опреде-
ленным как выше трехмерным слоением F . Тогда
на пространстве листов слоения F существует
структура 4n-мерного кватернионно-кэлерова ор-
бифолда O, такая, что естественная проекция
π : M → O является римановой субмерсией и
главным V -расслоением со структурной группой
Sp(1) либо SO(3). Общий слой π изометричен ли-
бо Sp(1), либо SO(3).

Доказательство. Обозначим через V трехмер-
ное подрасслоение в TM , порожденное характери-
стическими полями ξ1, ξ2, ξ3. Пусть TM = V ⊕ H
— ортогональное разложение относительно метри-
ки g. Подрасслоение V будем назвать расслоением
вертикальных векторов, а H — расслоением гори-
зонтальных векторов.

Пусть p ∈ M . Предположим, что стабилизато-
ром точки p относительно действия Sp(1) являет-
ся дискретная подгруппа Γ в Sp(1), т. е. лист Fp,
проходящий через точку p, изометричен Sp(1)/Γ.
Положим

U = {expp(tX)|X ∈ Hp, |X| = 1, 0 ≤ t ≤ ε},

где ε > 0 выбран настолько малым, что
ε < inj (M), Fp пересекает U ровно один раз в точ-
ке p, и каждый лист слоения F пересекает U не бо-
лее чем конечное число раз. Тогда U гомеоморфно
R4n, и на U действует изометриями группа Γ по
правилу:

γ ∈ Γ : expp(tX) 7→ expp(tdpγ(X)).

Легко понять, что окрестность O, состоящая из
листов, пересекающих U гомеоморфна U/Γ, и си-
стема таких окрестностей, построенных по всем
точкам p, задает униформизующий атлас на O.

Очевидно, что метрика g на M имеет вид:

g =
3∑

i=1

η2
i + g|H,
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где g|H — ограничение метрики g на горизон-
тальное распределение. Рассмотрим проекцию π :
M → O. Поскольку метрика g инвариантна отно-
сительно действия Sp(1), то существует такая ри-
манова метрика gO на орбифолде O, что для лю-
бой точки p ∈ M ограничение dπp : HpM → Tπ(p)O
является изометрией; при этом dπ∗(gO) = g|H.
Таким образом проекция π становится римановой
субмерсией, и каждому векторному полю Y на O
однозначно соответствует горизонтальное Sp(1)-
инвариантное векторное поле X на M , такое, что
dπ(X) = Y . Связность Леви — Чивита метрики
gO получается проектированием на H связности
Леви — Чивита метрики g. Далее, если X — гори-
зонтальное векторное поле, то

g(J i(X), ξj) = g(X, εijkξk) = 0.

Таким образом, операторы J1, J2, J3 на H отобра-
жают горизонтальные векторы в горизонтальные
и задают кватернионную структуру на орбифолде
O.

Определим 2-формы на M следующим обра-
зом:

ωi = dηi +
∑

j,k

εijkηj ∧ ηk, i = 1, 2, 3.

Непосредственно проверяется, что для любых го-
ризонтальных векторных полей X,Y :

ωi(X, Y ) =
1
2
(Xηi(Y )− Y ηi(X)− ηi([X, Y ])) =

=
1
2
ηi(−∇XY +∇Y X) =

=
1
2
(g(∇Xξi, Y )− g(∇Y ξi, X)) = g(J i(X), Y ),

ωi(X, ξj) = 0, ωi(ξj , ξk) = 0.

Таким образом, формы ωi получаются опусканием
индекса из ограничений операторов J i на H.

Далее:

Lξiηj(X) = ξig(X, ξj)− g(ξj , [ξi, X]) =

= g(∇ξiX, ξj) + g(X,∇ξiξj)− g(ξj , [ξi, X]) =

= g(∇Xξi, ξj) + g(X,∇ξiξj) =

= g(∇̄XJ i∂t, ξ
j) + +g(X, ∇̄ξiJj∂t) =

= −g(X,J iξj) + g(X, Jjξi) =

= 2g(X,JjJ i∂t) = 2g(X, εijkξk) = 2εijkηk(X).

Таким образом,

Lξiηj = 2εijkηk.

Дифференцируя, получаем:

Lξidηj = 2εijkdηk.

Далее, пользуясь этим соотношением и условием

Lξi(ηj ∧ ηk) = Lξiηj ∧ ηk + ηj ∧ Lξiηk

мы получаем:

Lξiωj = 2εijkωk.

Таким образом, пространство форм, порожден-
ных формами ωi инвариантно относительно дей-
ствия Sp(1), а это значит, что и пространство,
порожденное операторами J i|H, является Sp(1)-
инвариантным и опускается на O. Итак, в рас-
слоении End(TO) определено трехмерное под-
пространство, локально порожденное почти ком-
плексными структурами J1, J2, J3.

Далее, для горизонтальных X, Y имеем:

H(∇XJ i)(Y ) = H(∇X(J iY )− J i(∇XY )) =

= H∇̄X(J iY )−HJ i(∇XY ) =

= HJ i(∇̄XY ))−HJ i(∇XY ) = 0.

Отсюда уже нетрудно вывести, что распределение
этих подпространств параллельно вдоль O.

Доказательство утверждения про общий слой
расслоения π можно найти в [21]. Теорема доказа-
на.

Поле ξ1 соответствует подгруппе S1 в Sp(1) ли-
бо в SO(3). Таким образом, можно рассмотреть
одномерное слоение F ′ на M , порожденное полем
ξ1. Совершенно аналогично предыдущей теореме,
можно доказать, что на пространстве слоев слое-
ния F ′ можно ввести структуру 6-мерного римано-
ва орбифолда Z, согласованную с римановой суб-
мерсией π′ : M → Z. Известно, что метрика на
Z является метрикой Кэлера — Эйнштейна [21].
Орбифолд Z называется твисторным простран-
ством многообразия M .

3-сасакиево многообразие M называется регу-
лярным, если регулярным является 3-сасакиево
слоение F . В этом случае каждый слой F диф-
феоморфен либо S3, либо SO(3) и орбифолды O
и Z являются многообразиями.

Теорема 7. [21] Если M — компактное регу-
лярное 3-сасакиево многообразие размерности 7,
то M изометрично одному из следующих одно-
родных пространств:

S7, RP 7, SU(3)/T1,1,

где через T1,1 обозначена окружность S1 = {z ∈
C||z| = 1}, вложенная в максимальный тор
T 2 ⊂ SU(3) следующим образом:




z 0 0
0 z 0
0 0 z̄2


 .
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4. Конструкции римановых метрик с
группами голономии Spin(7) и G2

4.1. Группа голономии Spin(7)

В этом разделе описываем общую конструкцию,
которая позволяет строить метрики с группой го-
лономии Spin(7) по заданному 3-сасакиеву 7-мер-
ному многообразию M . Идея состоит в следую-
щем. Если выбрать 3-сасакиево многообразие M ,
то конус над M будет иметь группу голономии
Sp(2) ⊂ Spin(7). Мы деформируем конусную мет-
рику так, чтобы разрешить особенность в вершине
конуса и получить метрику, группа голономии ко-
торой не станет больше, чем Spin(7). При этом
за деформацию отвечают функции A1(t), A2(t),
A3(t), B(t), зависящие от радиальной переменной
t, меняющейся вдоль образующей конуса.

Более подробно, рассмотрим семимерное 3-са-
сакиево многообразие M с римановой метрикой
g и соответствующее 3-сасакиево расслоение π :
M → O с общим слоем, диффеоморфным S3 либо
SO(3), над кватернионно-кэлеровым орбифолдом
O. Как и ранее, через Z будем обозначать твистор-
ное пространство 3-сасакиева многообразия M . С
многообразием M свяжем два орбифолда M1 и
M2, разрешающих конусную особенность M̄ сле-
дующими двумя способами.

1. Рассмотрим стандартное действие на
R4 = H группы Sp(1), представленной единичны-
ми кватернионами, и соответствующее действие
SO(3) = Sp(1)/Z2 на R4/Z2:

q ∈ Sp(1) : x ∈ H 7→ qx ∈ H.

Пусть M1 — расслоенное пространство со слоем
R4 либо R4/Z2, ассоциированное с главным рас-
слоением π : M → O относительно рассмотренно-
го действия. Таким образом, орбифолд O вложен
в M1 в качестве нулевого слоя, а M1\O расслаи-
вается на сферические сечения, диффеоморфные
M . Пусть t = |x|, для x ∈ H. Очевидно, что при
t → 0 каждый слой расслоения π коллапсирует
в точку, а сферическое сечение π коллапсирует к
нулевому слою O.

С другой стороны, очевидно, что существует
диффеоморфизм

M1\O → M̄\{∗},

позволяющий разрешить конусную особенность
{∗} в M̄ .

2. Пусть S ' S1 — подгруппа в Sp(1) ли-
бо SO(3), интегрирующая поле Киллинга ξ1. Рас-
смотрим действие S на R2 = C:

eiφ ∈ S : z ∈ C→ zeiφ ∈ C.

Расслоение M → Z является главным со струк-
турной группой S. Пусть M2 — расслоенное про-
странство со слоем R2, ассоциированное с

π′ : M → Z. Таким образом, орбифолд Z вло-
жен в M2 в качестве нулевого слоя, а M2\Z рас-
слаивается на сферические сечения, диффеоморф-
ные M . Аналогично предыдущему случаю поло-
жим t = |z|, где z ∈ C. Тогда при t → 0 каждый
слой расслоения π′ коллапсирует в точку, а сфе-
рическое сечение коллапсирует к нулевому слою
Z.

Как и ранее, очевиден диффеоморфизм, осу-
ществляющий разрешение конусной особенности:

M2\Z → M̄\{∗}.
Нам потребуется следующая модификация

этой конструкции. Для любого натурального чис-
ла p существует очевидное вложение Zp ⊂ S, при-
чем Zp действует на M2 изометриями. Следова-
тельно, корректно определен орбифолд M2/Zp,
являющийся многообразием в точности тогда, ко-
гда многообразием является M2. Легко понять,
чтоM2/Zp является расслоением со слоем C, ассо-
циированным с главным расслоением π′ : M → Z
при помощи действия

eiφ ∈ S : z ∈ C→ zeipφ ∈ C.

Нетрудно понять, что M2/Zp разрешает конус-
ную особенность схожим образом с M2: каждая
окружность (укороченная «в p раз») коллапсиру-
ет в точку.

В случае, если 3-сасакиево многообразие ре-
гулярно, то каждый слой π диффеоморфен либо
S3 = Sp(1), либо SO(3) и орбифолды O и Z явля-
ются гладкими многообразиями. И обратно, нали-
чие «особого» слоя означает существование точек
с нетривиальной униформизующей группой у про-
странств O и Z, а значит, и у пространств M1 и
M2. Таким образом, учитывая теорему находим,
что пространства M1 и M2 могут являться глад-
кими многообразиями только при M = S7, M =
= RP 7 и M = SU(3)/T1,1. В случае M = S7 оба
пространства являются гладкими 8-мерными мно-
гообразиями. Если M =RP 7 либо M = SU(3)/T1,1,
то общий слой равен SO(3) и многообразием явля-
ется лишь соответствующее пространство M2.

Пользуясь обозначениями из раздела 3, рас-
смотрим на (0,∞)×M следующую метрику:

ḡ = dt2 +
3∑

i=1

Ai(t)2η2
i + B(t)2g|H, (4)

где функции A1(t), A2(t), A3(t) и B(t) определены
на промежутке (0,∞). Локально можно выбрать
ортонормированную систему 1-форм η4, η5, η6, η7,
порождающую аннулятор вертикального подрас-
слоения V так, что

ω1 = 2(η4 ∧ η5 − η6 ∧ η7),
ω2 = 2(η4 ∧ η6 − η7 ∧ η5),
ω3 = 2(η4 ∧ η7 − η5 ∧ η6).

Пусть Ω = η4∧η5∧η6∧η7 = − 1
8ω1∧ω1 = − 1

8ω2∧ω2 =
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= − 1
8ω3 ∧ ω3 — подъем формы объема

кватернионно-кэлерова орбифолда O.
Рассмотрим следующую 4-форму:

Φ = e0∧e1∧e2∧e3+B4Ω+
1
2
B2(e0∧e1−e2∧e3)∧ω1+

+
1
2
B2(e0∧e2−e3∧e1)∧ω2+

1
2
B2(e0∧e3−e1∧e2)∧ω3,

где
e0 = dt,
ei = Aiηi, i = 1, 2, 3,
ej = Bηj , j = 4, . . . , 7.

Очевидно, что форма Φ определена глобально на
M̄ и локально совпадает с формой Φ0, задающей
Spin(7)-структуру на M̄ .

Пользуясь очевидными тождествами

dηi = ωi − 2ηi+1 ∧ ηi+2,
dωi = 2d(ηi+1 ∧ ηi+2) =

= 2(ωi+1 ∧ ηi+2 − ηi+1 ∧ ωi+2),
i = 1, 2, 3 mod 3,

мы получаем следующие соотношения, замыкаю-
щие внешнюю алгебру рассмотренных форм:

de0 = 0,

dei = A′i
Ai

e0 ∧ ei + Aiωi − 2Ai

Ai+1Ai+2
ei+1 ∧ ei+2,

i = 1, 2, 3 mod 3,
dωi = 2

Ai+2
ωi+1 ∧ ei+2 − 2

Ai+1
ei+1 ∧ ωi+2,

i = 1, 2, 3 mod 3.

Из предложения 7, определенная нами Spin(7)-
структура не имеет кручения в точности тогда,
когда форма Φ замкнута.

Следующее утверждение получается непо-
средственными вычислениями при помощи полу-
ченных выше соотношений алгебры форм.

Предложение 9. Условие (3) эквивалент-
но следующей нелинейной системе обыкновенных
дифференциальных уравнений:

A′1 = 2A2
1

B2 + (A2−A3)
2−A2

1
A2A3

,

A′2 = 2A2
2

B2 + (A3−A1)
2−A2

2
A1A3

,

A′3 = 2A2
3

B2 + (A1−A2)
2−A2

3
A1A2

,

B′ = −A1+A2+A3
B .

(5)

Метрика (4) при выполнении определенных
граничных условий даст гладкую риманову мет-
рику на M1 или M2. Следующие леммы, дока-
занные в [22] проясняют эти условия.

Предложение 10. Пусть Ai(t), i = 1, 2, 3,
B(t) — C∞-гладкое на промежутке [0,∞) реше-
ние системы (5). Тогда метрика (4) продолжает-
ся до гладкой метрики на M1 в том, и только в
том случае, когда выполнены следующие условия:

(1) A1(0) = A2(0) = A3(0) = 0, |A′1(0)| =
= |A′2(0)| = |A′3(0)| = 1;

(2) B(0) 6= 0, B′(0) = 0;
(3) функции A1(t), A2(t), A3(t), B(t) знако-

определены на промежутке (0,∞).

Предложение 11. В условиях предыдущей
леммы, пусть p = 4 либо p = 2, в зависимости от
того, изометричен общий слой M или Sp(1), или
SO(3). Для того, чтобы метрика (4) продолжа-
лась до гладкой метрики на M2/Zp, необходимо
и достаточно выполнение следующих условий:

(1) A1(0) = 0, |A′1(0)| = 4;
(2) A2(0) = −A3(0) 6= 0, A′2(0) = A′3(0);
(3) B(0) 6= 0, B′(0) = 0;
(4) функции A1(t), A2(t), A3(t), B(t) знако-

определены на промежутке (0,∞).

Прежде чем формулировать общие результа-
ты о решениях системы (5), выведем известные
нам на данный момент точные решения этой си-
стемы. Если положить A1 = A2 = A3, то си-
стема (5) сводится к паре уравнений на функции
A = A1 = A2 = A3, B:

dA
dt = 2A2

B2 − 1,
dB
dt = −3A

B .

Введем новую переменную ρ:

dρ

dt
= 3

A

B
.

Тогда из второго уравнения dB
dρ = −1, и мы можем

считать, что B(ρ) = −ρ. Следовательно, первое
уравнение переписывается в виде:

d(A2)
dρ

+
4
3

A2

ρ
=

2
3
ρ.

Последнее уравнение без труда решается, и мы по-
лучаем:

A2(ρ) =
1
5
ρ2

(
1−

(
ρ0

ρ

) 10
3

)
.

Наконец, нормируя полученное решение заменой
r =

√
5

3 мы получаем следующую метрику на M1

с группой голономии Spin(7) [17]:

ḡ =
dr2

1− (
r0
r

) 10
3

+
9
25

r2

(
1−

(r0

r

) 10
3

) 3∑

i=1

η2
i +

9
5
r2g|H.

(6)
Отметим, что метрика (6) была первым примером
полной метрики с группой голономии Spin(7).

Далее, если положить A2 = A3, то система (5)
также поддается явному интегрированию в терми-
нах гипергеометрических функций, и мы прихо-
дим к следующей метрике на M1:

ḡ =
vfdz2

4z(1− z2)(1− z)(v − 2)
+

16(v − 2)zf

(1 + z)v3
η2
1+

+
4(v − 2)zf

(1 + z)v
(η2

2 + η2
3) + fg|H, (7)
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где

v(z) =
2k
√

z

(1− z2)
1
4
− 2z 2F1[1,

1
2
;
5
4
; 1− z2],

f(z) =
(

1 + z

1− z

) 1
2

exp
[∫ z dz′

v(z′)(1− z′2)

]
,

k — константа интегрирования.
При k = 0 мы получаем следующую метрику

на M1, выражаемую в элементарных функциях:

ḡ=
(r − r0)2

(r + r0)(r − 3r0)
dr2+4r2

0

(r + r0)(r − 3r0)
(r − r0)2

η2
1+

+(r + r0)(r − 3r0)(η2
2 + η2

3) + 2(r2 − r2
0)g|H. (8)

Метрики (7) и (8) были найдены в [23] для M = S4.
Наконец, если положить A2 = −A3, то система

(2.3) становится, вообще говоря, переопределен-
ной. Если сложить второе и третье уравнения, то
мы получим, что с необходимостью A2

2 = A2
3 = B2.

Положив для определенности A2 = −B, A3 = B,
мы приходим к системе из двух уравнений:

dA1
dt = 3A2

1−4B2

B2 ,
dB
dt = −A1

B .

Как и ранее, делаем замену

dr

dt
=

A1

B
,

откуда находим B(r) = −r и получаем следующее
уравнение для A1:

d(A1)2

dr
+ 6

A2
1

r
= 8r.

Последнее уравнение интегрируется, и мы прихо-
дим к следующей метрике на M2/Zp (где p = 4
или p = 2, в зависимости от общего слоя M), име-
ющую группу голономии SU(4) ⊂ Spin(7):

ḡ =
dr2

1− (
r0
r

)8 +r2

(
1−

(r0

r

)8
)

η2
1+r2(η2

2+η2
3)+r2g|H.

(9)
Насколько нам известно, эта метрика была впер-
вые описана в [24,25].

Теорема 8. [22] Пусть M — 7-мерное ком-
пактное 3-сасакиево многообразие, и положим
p = 2 или p = 4, в зависимости от того, равен
общий слой 3-сасакиева слоения M либо SO(3), ли-
бо Sp(1). Тогда на орбифолдеM2/Zp существуют
следующие полные регулярные римановы метрики
ḡ вида (4) с группой голономии H ⊂ Spin(7):

1) если A1(0) = 0, −A2(0) = A3(0) = B(0) > 0,
то метрика ḡ имеет группу голономии SU(4) ⊂
Spin(7) и совпадает с АК-метрикой (9);

2) для каждого набора начальных значений
A1(0) = 0, 0 < −A2(0) = A3(0) < B(0) суще-
ствует регулярная АЛК-метрика ḡ с группой го-
лономии Spin(7). На бесконечности эти метрики

стремятся к произведению конуса над твистор-
ным пространством Z и окружности S1.

Более того, любая полная регулярная мет-
рика на пространстве M2/Zq вида (4) с парал-
лельной Spin(7)-структурой, задаваемой формой
Φ изометрична одной из указанных выше.

Теорема 9. [26] Пусть M — 7-мерное ком-
пактное 3-сасакиево многообразие. Тогда суще-
ствует двупараметрическое семейство попарно
негомотетичных римановых метрик на M1 вида
(4) с группой голономии, содержащейся в Spin(7),
удовлетворяющих начальным условиям:

A1(0) = A2(0) = A3(0) = 0,

Ȧ1(0) = Ȧ2(0) = Ȧ3(0) = −1,
B(0) > 0, B′(0) = 0.

Семейство метрик параметризуется тройкой
чисел λ3 ≤ λ2 ≤ λ3 < 0, таких, что λ2

1+λ2
2+λ2

3=ε2

для достаточно малого ε > 0: для каждой такой
тройки существует значение переменной t = t0,
при котором траектория (A1, A2, A3) проходит
через эту тройку, т. е.

A1(t0) = λ1, A2(t0) = λ2, A3(t0) = λ3.

При λ1 = λ2 = λ3 метрика (4) является пол-
ной римановой метрикой с группой голономии
Spin(7) и асимптотически ведет себя как конус
над M ; при λ1 6= λ2 = λ3 мы также получа-
ем семейство полных метрик с группой голоно-
мии Spin(7), асимптотически ведущих себя как
произведения конуса над твисторным простран-
ством M и окружности постоянного радиуса.
Наконец, в остальных случаях метрики полными
не являются.

Любая другая полная регулярная метрика ви-
да (4) с параллельной Spin(7)-структурой, задан-
ной формой Φ на M1 совпадает с одной из мет-
рик описанного семейства, с точностью до пере-
становок индексов переменных.

Полные метрики, о которых говорится в тео-
реме описываются явным образом в (8).

Описанную конструкцию можно усложнить,
если рассмотреть класс метрик, зависящих от
пяти функциональных параметров. Более точ-
но, пусть M = SU(3)/U(1)1,1,−2 — простран-
ство Алоффа-Уоллаха со структурой 3-сасакиева
7-мерного многообразия. На M̄ = M×R+ рассмот-
рим риманову метрику следующего вида:

dt2 + A1(t)2η2
1 + A2(t)2η2

2 + A3(t)2η2
3+

+B(t)2(η2
4 + η2

5) + C(t)2(η2
6 + η2

7), (10)

где t — координата на R+, {ηi} — ортонормирован-
ный корепер на M , согласованный с 3-сасакиевой
структурой (подробности во втором параграфе).
Конусную особенность (при t = 0) простран-
ства M̄ разрешим следующим образом: затянем
на уровне {t = 0} каждую отвечающую ковектору
η1 окружность в точку. Полученное многообразие,
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профакторизованное по Z2, диффеоморфно H/Z2

— квадрату канонического комплексного линейно-
го расслоения над пространством флагов в C3.

Теорема 10. [27] При 0 ≤ α < 1 каждая ри-
манова метрика из семейства

ḡα = r4(r2−α2)(r2+α2)
r8−2α4(r4−1)−1 dr2 + r8−2α4(r4−1)−1

r2(r2−α2)(r2+α2)η
2
1+

+r2(η2
2 + η2

3) + (r2 + α2)(η2
4 + η2

5)+

+(r2 − α2)(η2
6 + η2

7)

является полной гладкой римановой метрикой на
H/Z2 с группой голономии SU(4). При α = 0 мет-
рика ḡα изометрична метрике Калаби [28] с груп-
пой голономии SU(4); при α = 1 метрика ḡα изо-
метрична метрике Калаби [28] с группой голоно-
мии Sp(2) ⊂ SU(4) на T ∗CP 2.

Отметим, что метрика ḡα в Теореме 1 при
α = 0 и α = 1 имеет форму, отличную от [28]; мет-
рики Калаби в таком виде исследовались в [25] и
[29]. Метрика ḡα была также найдена в [31] при
M = SU(3)/U(1)1,1,−2 как частное решение систе-
мы уравнений для метрик с группой голономии
Spin(7). В [31] метрика ḡα была обобщена на слу-
чай произвольной размерности, кратной четырем.

4.2. Группа голономии G2

Пусть M — компактное семимерное 3-сасакиево
многообразие с характеристическими полями
ξ1, ξ2, ξ3 и характеристическими 1-формами
η1, η2, η3. Рассмотрим, как описано в параграфе
1.2, главное расслоение π : M → O со структур-
ной группой Sp(1) либо SO(3) над кватернионно-
кэлеровым орбифолдом O, ассоциированным с M .
В этом параграфе нас будет интересовать специ-
альный случай, когда O дополнительно обладает
кэлеровой структурой.

Поле ξ1 порождает локально свободное дей-
ствие окружности S1 на M , и метрика на тви-
сторном пространстве Z = M/S1 является мет-
рикой Кэлера — Эйнштейна. Очевидно, что Z то-
пологически представляет собой расслоенное про-
странство над O со слоем S2 = Sp(1)/S1 (либо
S2 = SO(3)/S1), ассоциированное с π. Рассмот-
рим очевидное действие SO(3) на R3. Двулистное
накрытие Sp(1) → SO(3) задает также действие
Sp(1) на R3. Пусть теперь N — расслоенное про-
странство над O, со слоем R3, ассоциированное с
π. Легко видеть, что O вложено в N в качестве
нулевого, а Z вложено в N в качестве сфериче-
ского сечения. Пространство N\O диффеоморф-
но произведению Z × (0,∞). В общей ситуации N
является семимерным орбифолдом, однако, если
M — регулярное 3-сасакиево пространство, то N
— семимерное многообразие.

Локально выберем ортонормированную систе-
му η4, η5, η6, η7, порождающую аннулятор верти-

кального подрасслоения V, так что

ω1 = 2(η4 ∧ η5 − η6 ∧ η7),
ω2 = 2(η4 ∧ η6 − η7 ∧ η5),
ω3 = 2(η4 ∧ η7 − η5 ∧ η6),

где формы ωi отвечают кватернионно-кэлеровой
структуре на O. Ясно, что η2, η3, . . . , η7 является
ортонормированным базисом в M , аннулирующим
одномерное слоение, порожденное полем ξ1, поэто-
му можно рассмотреть метрику на (0,∞)×Z сле-
дующего вида:

ḡ = dt2+A(t)2(η2
2+η2

3)+B(t)2(η2
4+η2

5)+C(t)2(η2
6+η2

7),
(11)

где функции A(t), B(t) и C(t) определены на про-
межутке (0,∞).

Мы предполагаем, что O является кэлеровым
орбифолдом, поэтому на нем существует замкну-
тая кэлерова форма, которую можно поднять на
H и получить замкнутую форму ω. Локально, не
ограничивая общности рассуждений, можно счи-
тать, что

ω = 2(η4 ∧ η5 + η6 ∧ η7).

Теперь положим:

e0 = dt,
ei = Aηi, i = 2, 3,
ej = Bηj , j = 4, 5,
ek = Cηk, k = 6, 7,

и рассмотрим следующие формы Ψ1 и Ψ2:

Ψ1 = −e023 − B2 + C2

4
e0 ∧ ω1 − B2 − C2

4
e0 ∧ ω+

+
BC

2
e3 ∧ ω2 − BC

2
e2 ∧ ω3,

Ψ2 = C2B2Ω−B2 + C2

4
e23∧ω1−B2 − C2

4
e23∧ω+

+
BC

2
e02 ∧ ω2 +

BC

2
e03 ∧ ω3.

Очевидно, что формы Ψ1, Ψ2 являются глобально
определенными и не зависят от локального выбора
ηi, при этом локально совпадают с формами Ψ0 и
∗Ψ0 (из раздела 2). Таким образом, форма Ψ1 за-
дает G2-структуру на N и однозначно определяет
некоторую метрику, которая локально совпадает с
(11). В соответствии с предложением 5 параллель-
ность таким образом построенной G2-структуры
равносильна уравнениям замкнутости и козамкну-
тости (2).

Теорема 11. [32] Если O обладает кэлеро-
вой структурой, то метрика (2.19) на N явля-
ется гладкой метрикой с группой голономии G2,
заданной формой Ψ1 тогда и только тогда, когда
функции A, B, C, определенные на промежутке
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[t0,∞), удовлетворяют следующей системе обык-
новенных дифференциальных уравнений:

A′ = 2A2−B2−C2

BC ,

B′ = B2−C2−2A2

CA ,

C ′ = C2−2A2−B2

AB

(12)

с начальными условиями
(1) A(t0) = 0, |A′1(t0)| = 2;
(2) B(t0), C(t0) 6= 0, B′(t0) = C ′(t0) = 0;
(3) функции A,B, C знакоопределены на про-

межутке (t0,∞).
Система (12) имеет единственное решение,

удовлетворяющее вышеприведенным условиям ре-
гулярности, и это решение отвечает следующей
метрике с группой голономии G2:

ḡ =
dr2

1− r4
0

r4

+ r2

(
1− r4

0

r4

) (
η2
2 + η2

3

)
+

+2r2
(
η2
4 + η2

5 + η2
6 + η2

7

)
. (13)

Проинтегрируем систему (12): (AB)′ = −2C,
откуда

(AB)′

ABC
= − 2

AB
.

Сделаем замену переменной

dr = ABCdt,

тогда непосредственным интегрированием полу-
чаем:

A2B2 = −4(r − r3),

где r3 — константа интегрирования. Совершенно
аналогично

A2C2 = −4(r − r2), B2C2 = −8(r − r1).

Таким образом, метрика (11) определена при r ∈
(−∞, min{r1, r2, r3}). Далее, условия регулярности
означают, что A(t0) = 0, т. е. константы r3 и r2

равны, причем отвечают при замене переменной
константе t0. Но это значит, что A2B2 = A2C2 при
всех r, откуда получаем B(r) = ±C(r). Непосред-
ственно проверяется, что система (12) инвариант-
на при замене C 7→ −C, t 7→ −t, поэтому остается
исследовать случай B = C.

При B = C система сводится к паре уравнений

A′ = 2
(

A2

B2
− 1

)
, B′ = −2

A

B
,

решение которой дает метрику (13). Условия ре-
гулярности для этой метрики выполнены, и эта
гладкая метрика была найдена впервые в [17] для
случая M = SU(3)/S1 и M = S7 (отметим, что
при B = C не обязательно требовать кэлеровости
O). Теорема доказана.

В общем случае B 6= C система (12) также ин-
тегрируется [33], однако получающиеся решения
не удовлетворяют условиям регулярности.
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