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+(a + γ1)(a +
1
γ̄1

) . . . (a + γg)(a +
1
γ̄g

) (11)

Заметим, что если P (a) = 0, то P (−a) = 0 и
P (τa) = 0. Тем самым в качестве ai, i = 1 . . . g сле-
дует выбрать корнями полинома P (a) для некото-
рого набора γi, i = 1 . . . g, и тогда условие леммы 2
будет удовлетворено автоматически.

Согласно лемме 1:

eu =
1

2i
g∑

i=1

ηiw̄ + 1
.

Коэффициенты ηi(w, w̄) однозначно находятся из
решения системы линейных уравнений, заданных
равенствами ψ̂1(ai) = ψ̂1(−ai), i = 1 . . . g, возни-
кающими из условия совпадения значений функ-
ций ψ̂1 в точках ai и −ai, i = 1 . . . g. В каче-
стве простой проверки знака eu можно вычислить
его значение в точке w = 0. Это значение, как
нетрудно проверить, равно a2

1...a2
g

γ2
1 ...γ2

g
, и подставляя

вместо ai, i = 1 . . . g корни полинома (11), полу-
чаем 2(−1)g

|γ1|2...|γg|2 . Таким образом, eu отрицательно
для нечетных g. Во избежание громоздкости слу-
чая g > 3, приведем в явном виде лишь случай
g = 1.

В простейшем случае g = 1, полином (11) име-
ет вид a2 + γ

γ̄ , и полагая γ = ρ(cos φ + i sin φ), по-
лучаем, что a = − sin φ + i cos φ. Пусть
τ(x, y) = sin φ x + cos φ y, где w = x + iy и тогда

eu = − (cos(τ(x, y)) + ρ sin(τ(x, y)))2

(sin(τ(x, y))− ρ cos(τ(x, y)))2
.
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В работе обсуждаются инварианты пространственных графов. Строится инвариант, имеющий
структуру группы Коксетера. Приводятся примеры распознавания пространственных графов с по-
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1. Пространственные графы, диа-
граммы и движения Рейдемейстера

В работе обсуждаются инварианты простран-
ственных графов, т. е. вложений графов в трех-
мерное пространство R3. В последние годы мно-
гие методы построения и исследования инвариан-
тов узлов переносятся на случай пространствен-
ных графов. Мы приводим пример построения ин-
варианта, связанного с распутывающими соотно-
шениями и инварианта, связанного с расстановкой

меток на дугах диаграммы. В обоих случаях да-
ются примеры вычисления инвариантов для про-
странственных вложений тэта-графа.

Пусть G = (V, E) – конечный граф с множе-
ством вершин V и множеством ребер E, возможно,
имеющий петли и кратные ребра. Пусть G = f(G)
– его пространственное вложение (т. е. отображе-
ние f : G → R3 является вложением, которое
мы всегда предполагаем конечно-звенным полиго-
нальным). Граф G = f(G), вложенный в R3, будем
называть пространственным графом. В частности,
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если G является циклом, то G есть узел, а если G
является объединением конечного числа попарно
непересекающихся циклов, то G есть зацепление.
Очевидно, что теория пространственных графов
сочетает в себе черты и методы как теории гра-
фов, так и теории узлов. Отметим, что графы,
достаточно сложные в комбинаторном смысле, в
топологическом смысле также устроены достаточ-
но сложно. Проиллюстрируем это следующими ре-
зультатами.

Обозначим через Kn полный граф на n > 3

вершинах. Конвей и Гордон в [1] и Закс в [2]
доказали следующий результат о зацепленности
пар циклов в пространственных вложениях пол-
ных графов.

Теорема 1. Любое пространственное вложе-
ние полного графа K6 содержит нетривиальное
двухкомпонентное зацепление.

Одно из пространственных вложений графа
K6 приведено на рис. 1, где также указано содер-
жащееся в нем нетривиальное двухкомпонентное
зацепление.
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Рис. 1. Вложение графа K6 и нетривиальное двухкомпонентное зацепление (123) ∪ (246)

Кроме того, в [1] доказан следующий результат
о заузленности циклов в пространственных вложе-
ниях полного графа.

Теорема 2. Любое пространственное вложе-
ние полного графа K7 содержит нетривиальный
узел.

Поскольку полный граф Kn, n > 7, содержит
K6 и K7, то очевидно, что любое пространственное
вложение Kn содержит как нетривиальный узел,
так и нетривиальное двухкомпонентное зацепле-
ние.

Часто в приложениях теории графов возника-
ет вопрос о нахождении цикла, проходящего через
все вершины графа. Простой цикл γ в G, содержа-
щий все вершины графа, назовем гамильтоновым,
а пару непересекающихся простых циклов (α, β),
объединение которых содержит все вершины гра-
фа, – гамильтоновой парой циклов.

Рассмотрим полный граф K7, изображенный
на рис. 2.
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Рис. 2. Вложение графа K7 и нетривиальное двухкомпонентное зацепление (135) ∪ (2476)
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Из приведенных выше результатов следует,
что в любом пространственном вложении K7 най-
дется пара циклов, образующих нетривиальное
двухкомпонентное зацепление. А именно – такая
пара найдется в любом подграфе K6 графа K7.
Однако такая пара циклов не будет являться га-
мильтоновой парой. Вопрос о существовании в
пространственных вложениях полных графов за-
цепленных гамильтоновых пар циклов был решен
в [3].

Теорема 3. При n > 7 любое пространствен-
ное вложение графа Kn содержит нетривиальное
зацепление, являющееся вложением гамильтоно-
вой пары циклов.

Одно из пространственных вложений графа
K7 приведено на рис. 2, где также указана содер-
жащаяся в нем гамильтонова пара циклов, реали-
зующаяся при данном вложении как нетривиаль-
ное двухкомпонентное зацепление.

Существенное различие между теорией гра-
фов и теорией пространственных графов заключа-
ется в том, что вложения графов, достаточно про-
стых с комбинаторной точки зрения, могут быть
устроены весьма сложно. Пусть, например, Θ –
мультиграф, состоящий из двух вершин, соединен-
ных тремя ребрами, изображенный на рис. 3 слева.
Такой граф будем называть тэта-графом.
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Рис. 3. Тэта-граф Θ и его нетривиальное вложение

Обозначим его ребра через e1, e2 и e3. Тогда
S1 = e2∪ e3, S2 = e1∪ e3 и S3 = e1∪ e2 – три цикла
в Θ. При каждом вложении f : Θ → R3 множе-
ства f(S1), f(S2) и f(S3) являются узлами в R3,
про которые мы будем говорить, что они ассоци-
ированы с вложением. Например, для вложения,
представленного на рис. 3 справа, одним из ассо-
циированных узлов является узел трилистник, а
два других узла – тривиальные. Как установила
Волкот, для любых трех заданных графов K1, K2

и K3 найдется такое вложение f тэта-графа Θ, что
данные узлы являются его ассоциированными уз-
лами: f(S1) = K1, f(S2) = K2 и f(S3) = K3. При
этом вложение f не определяется узлами K1, K2

и K3 однозначно.
Центральное место в теории пространствен-

ных графов занимает следующий вопрос: для двух
заданных пространственных графов определить,
являются ли они эквивалентными или нет? В от-
личие от понятия эквивалентности узлов, понятие
эквивалентности пространственных графов явля-
ется более деликатным.

Напомним, что под диаграммой узла (или за-
цепления) понимают его регулярную проекцию на
плоскость (не пересекающую узел), оснащенную
в каждой двойной точке информацией о том, ка-
кая дуга узла проходит дальше (выше), а какая
– ближе (ниже), относительно выбранной плоско-
сти. Обычно эта информация указывается на диа-
грамме прерыванием в окрестности двойной точки

проекции дуги, проходящей ниже. Типичные при-
меры диаграмм зацеплений приведены на рис. 1
и 2 справа. Диаграммы пространственных графов
будут определены аналогично; их примеры приве-
дены на этих же рисунках слева.

Говорят, что два узла K1 и K2 в R3 эквивалент-
ны тогда и только тогда, когда существует изото-
пия R3, при которой K1 переходит в K2. Клас-
сический результат Рейдемейстера [4] позволяет
решать вопрос об эквивалентности узлов посред-
ством изучения их диаграмм. А именно: узлы K1

и K2 эквивалентны тогда и только тогда, когда
от диаграммы D1 первого узла можно перейти к
диаграмме D2 второго узла с помощью плоских
изотопий и конечной последовательности преобра-
зований диаграмм, называемых сейчас преобразо-
ваниями Рейдемейстера. Эти преобразования при-
ведены на рис. 4 под номерами (I), (II) и (III).

Ситуация с понятием эквивалентности для
пространственных графов несколько сложнее. Да-
дим два определения изотопности графов в зави-
симости от ситуации в окрестности каждой вер-
шины.

Определение 1. Пространственные графы
G1 и G2 гибко изотопны, если существует такая
изотопия ht : R3 → R3, t ∈ [0, 1], что h0 = id и
h1(G1) = G2.

Если для каждой вершины v пространствен-
ного графа G существует шар Bv ⊂ R3 с центром
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в v и плоский диск Pv с центром в v, такие, что
G ∩Bv ⊂ Pv, то назовем G плосковершинным гра-
фом.

Определение 2. Плосковершинные графы G1

и G2 плоско изотопны, если существует такая
изотопия ht : R3 → R3, t ∈ [0, 1], что h0 = id,
h1(G1) = G2 и ht(Gt) – плосковершинный граф для
каждого t ∈ [0, 1].

Рис. 4. Расширенные преобразования Рейдемейстера

Укажем связь между введенными понятиями
изотопии пространственных графов и преобразо-
ваниями их диаграмм.

Пусть G ⊂ R3 – пространственный граф. Отоб-
ражение p : R3 → R2 назовем регулярной проекци-
ей, если образ каждой точки графа G имеет либо
один прообраз, либо два прообраза, лежащих на
двух трансверсально проходящих одно под другим
ребрах G, причем число точек в p(G), имеющих
два прообраза (называемых двойными точками)

конечно. Очевидно, для пространственного графа
G всегда можно добиться малыми шевелениями,
чтобы проекция p являлась регулярной.

Диаграммой пространственного графа G на-
зывается образ p(G) c информацией о том, какое
ребро проходит сверху в каждой двойной точке.
Аналогично случаю узлов, пространственные гра-
фы также можно перечислять и классифициро-
вать по минимальному числу двойных точек среди
всех диаграмм. Пространственные вложения тэта-
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графа Θ принято называть тэта-кривыми. Диа-
граммы тэта-кривых, для которых минимальное
число двойных точек в диаграмме не превосходит
5, приведены на рис. 5.

Рассмотрим элементарные преобразования
диаграмм, приведенные на рис. 4. Эти преобра-

зования содержат преобразования Рейдемейстера
диаграмм узлов и зацеплений (они указаны под
номерами (I) – (III)). Множество преобразований
(0) – (VI) будем называть расширенными преоб-
разованиями Рейдемейстера.
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Рис. 5. Диаграммы тэта-кривых с не более, чем 5 двойными точками

Очевидно, преобразование (0) обобщается пре-
образованием (I); преобразование (I) является
частным случаем преобразования (VI); преобра-
зование (II) является частным случаем преобра-
зования (IV); преобразование (V) является част-
ным случаем комбинации преобразований (II),(III)
и (VI).

Мы будем использовать следующую термино-
логию.

Определение 3. (1) Преобразования (I) –
(VI) называются гибкими деформациями.
(2) Преобразования (I) – (V) называются плоски-
ми деформациями.
(3) Преобразования (0) и (II) – (VI) называются
регулярными деформациями.

Естественная связь между данными выше
определениями следует из следующего результа-
та, доказанного Кауффманом в [5].

Лемма 1. (1) Пространственные графы G1 и
G2 гибко изотопны тогда и только тогда, когда
их диаграммы связаны конечной последователь-
ностью гибких деформаций и плоских изоторий.
(2) Плосковершинные пространственные графы
G1 и G2 плоско изотопны тогда и только тогда,
когда их диаграммы связаны конечной последова-

тельностью плоских деформаций и плоских изо-
топий.

Этот результат открывает возможности изуче-
ния пространственных графов по их диаграммам,
в частности, построения инвариантов, определяе-
мых по диаграмме пространственного графа.

3. Полиномиальные инварианты про-
странственных графов

Направление, связанное с построением полиноми-
альных инвариантов, широко представлено в тео-
рии узлов. Прежде всего здесь нужно упомянуть
полином Александера [6], полином Конвея [7], по-
лином Джонса [8] и HOMFLY полином [9]. Как
правило, полиномиальные инварианты строятся
по диаграммам узлов или зацеплений, и доказа-
тельство инвариантости сводится к проверке ин-
вариантности при преобразованиях Рейдемейсте-
ра.

Представляется естественным реализовать
аналогичный подход и для построения полино-
миальных инвариантов пространственных гра-
фов. Опираясь на расширенные преобразования
Рейдемейстера, полиномиальные инварианты по-
строили Ямада [10] и Йошинага [11]. Однако, как
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оказалось, эти полиномы пересчитываются один
через другой [12]. Интересный подход для постро-
ения инвариантов тэта-кривых предложил Йокота
[13].

В этом параграфе мы обсудим построение по-
линомиального инварианта из [10]. Прежде всего
отметим, что инвариант пространственного гра-
фа должен являться инвариантом абстрактного
(обычного) графа.

Пусть G = (V, E) – граф, возможно с петлями
и кратными ребрами, с множеством вершин V и
множеством ребер E. Введем следующие обозна-
чения: p(G) – число вершин графа, q(G) – число
ребер графа, ω(G) – число компонент связности
графа, β(G) = q(G) − p(G) + ω(G) – первое число
Бетти. Определим для графа G = (V, E) полином
h(G)(x, y) от двух переменных:

h(G)(x, y) =
∑

F⊂E

(−x)−|F |xω(G−F )yβ(G−F ),

где F пробегает все подмножества ребер из E, |F|
– мощность множества F , а G − F – граф с мно-
жеством вершин V и множеством ребер E − F .
Как показано в [10], полином h(G) – такой инва-
риант графа, который является и его топологиче-
ским инвариантом, то есть выдерживает вставку
и стягивание двухвалентных вершин на его реб-
рах. Полиномом Ямады для абстрактного графа
G назовем лорановский полином:

H(G)(A) = h(G)(−1,−A− 2−A−1).

Свойства полиномов h(G) и H(G) описаны в [10].
Пусть пространственный граф G является вло-

жением графа G = (V,E) в трехмерное простран-
ство, а g = g(G) – его диаграмма. Для произволь-
ной двойной точки z ∈ g определим три опера-
ции: A–разводка, A−1–разводка и 0–разводка, как
локальные изменения диаграммы g в окрестности
точки z (см. рис. 6).

¡
¡

¡@@

@@
z A A−1

¡
¡

¡@
@

@
s

0

Рис. 6. Три типа разводки в двойной точке

Пусть плоский граф S получен из g примене-
нием к каждой двойной точке одной из операций
разводки. Обозначим через U(g) множество всех
плоских графов, полученных из диаграммы g та-
ким образом. Графу S ∈ U(g) поставим в соответ-
ствие моном c(g|S) = Am1−m2 , где m1 и m2 – число
A–разводок и A−1–разводок, соответственно при-
мененных к g для получения S.

Определение 4. Полиномом Ямады диаграм-
мы g = g(G) заузленного графа G называется ло-
рановский полином от переменной A, задаваемый
выражением:

R(g)(A) =
∑

S∈U(g)

c(g|S)H(S).

Для пустого графа положим R(∅) = 1. В [10]
установлен следующий результат:

Теорема 4. Полином R(g)(A) является ин-
вариантом диаграммы g заузленного графа G при
следующих преобразованиях g:
(1) при регулярных деформациях;
(2) при плоских деформациях с точностью до
множителя (−A)n, n ∈ Z;
(3) при гибких деформациях с точностью до мно-
жителя (−A)n, n ∈ Z, для диаграмм графов с
максимальной степенью меньше 4.

Из данного выше определения полинома
R(g)(A) следуют следующие пять свойств. Отме-
тим, что эти свойства можно взять за определение
полинома R(g)(A).

(1) R(
¡

¡
¡@@

@@
) = AR( ) + A−1R( ) + R(

¡
¡

¡@
@

@
t ).

(2) R(
¡¡
@@HHqq

e ¡¡
@@
©©qq ) = R(

¡¡
@@HHqq ¡¡

@@
©©qq ) + R(

¡¡
@@HHqq ¡¡

@@
©©qq),

где ребро e не является петлей.

(3) R(g1 ⊥ g2) = R(g1)R(g2), где g1 ⊥ g2 обо-
значает несвязное объединение диаграмм g1 и g2.

(4) R(Bn) = −(−A − 1 − A−1)n, где Bn – од-
новершинный граф с n петлями; в частности, при
n = 0 имеем R(·) = −1.

(5) R(∅) = 1.

Полиномы Ямады для тэта-кривых, изобра-
женных на рис. 5, вычисленные в [14], приведены
ниже в таблице 1. Как видно из таблицы, все рас-
сматриваемые тэта-кривые попарно не гибко изо-
топны.
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Таблица 1

Граф Полином Ямады
Θ1 −A2 −A− 2−A−1 −A−2

Θ2 A6 −A2 − 1−A−2 −A−3 −A−4 −A−5 −A−6

Θ3 −A7 + A4 + 2A3 + A2 + A− 1−A−1 − 2A−2 − 2A−3 − 2A−4 −A−5 −A−6

Θ4 A7 −A5 −A3 −A2 − 1−A−2 −A−5 −A−8

Θ5 −A8 + A4 −A2 −A− 2−A−1 −A−2 + A−4 −A−8

Θ6 A8 + A7 −A6 + A5 + A4 −A3 + A
+2A−1 + A−2 + 2A−3 −A−5 + A−6 − 2A−7 −A−8 + A−9

Θ7 A8 + A7 − 2A3 − 2A2 −A− 2−A−2 + A−3 + A−6 −A−7 −A−8

Θ8 −A11 −A9 + A7 + A5 + A3 + A−3 + A−4 + A−5 + A−6 + A−7

Θ9 −A9 + A8 + A5 + A3 + A−A−1 −A−2 −A−3 − 2A−4 −A−5 −A−6 −A−7 −A−8

Θ10 −A11 −A9 + A7 + A6 + 2A5 + A4 + A3

−A−2 −A−3 − 2A−4 − 2A−5 − 2A−6 −A−7 −A−8

Θ11 A8 −A6 −A3 + A2 + A + A−1 −A−2 − 2A−4 −A−5 − 2A−7 −A−8 −A−10

Θ12 −A9 −A6 + A4 + A2 + 2A + A−1 −A−2 + A−3 + 2A−6 + A−9

Θ13 −A9 + A7 + 2A4 + A− 1− 2A−2 −A−4 − 2A−5 −A−7 − 2A−8 −A−7 − 2A−8

Θ14 −A9 + A5 + A4 + A2 + A + A−1 −A−2 − 2A−4 − 2A−5 −A−6 − 2A−7 −A−8 −A−10.

4. Инвариант пространственных
графов

Другое направление построения инвариантов уз-
лов и зацеплений, также связанное с преобразо-
ваниями Рейдемейстера, – это построение инвари-
антного дистрибутивного группоида Матвеевым в
[15] и построение инвариантного квандла Джой-
сом в [16]. Эти инварианты являются полными ин-
вариантами узлов, но проблема изоморфизма для
рассматриваемых объектов слишком сложна. Та-
ким образом, на практике приходится пользовать-
ся не столь сильными, но легче сравниваемыми ин-
вариантами.

В этом параграфе мы опишем инвариант про-
странственных графов, связанный с разметкой дуг
диаграммы. Рассматриваемый в этом и следую-
щем параграфах подход был реализован в диплом-
ной работе Кушнира [17], но так и остался неопуб-
ликованным. Доказательство инвариантности сво-
дится к проверке инвариантности при расширен-
ных преобразованиях Рейдемейстера и плоских
изотопиях.

Здесь и далее мы будем предполагать, что
каждой вершине графа инцидентны, по крайней
мере, три ребра. Дугой на диграмме простран-
ственного графа будем называть часть проекции,
концами которой являются вершины графа или
двойные точки, в которые дуга приходит «под», и
внутренность которой не содержит других вершин
графа или проходимых «под» двойных точек. Для
заданного пространственного графа G обозначим
через C(G) множество всех его диаграмм. Как бы-
ло отмечено выше, любые две диаграммы из C(G)
связаны между собой конечной последовательно-
стью преобразований, каждое из которых являет-
ся одним из преобразований Рейдемейстера (I) –

(VI) или плоской изотопией.
Пусть g0 = g0(G) – некоторая фиксирован-

ная диаграмма из множества C(G). Каждой дуге
диаграммы g0 сопоставим метку, то есть элемент
из некоторого множества M . Предположим, что
на множестве M определена бинарная операция
f : M ×M → M . Мы потребуем, чтобы эта опера-
ция удовлетворяла приведенным ниже условиям.

Пусть P – двойная точка диаграммы g0 и в ней
встречаются дуги с метками a и c, которые подхо-
дят «под», и дуга с меткой b, которая проходит
«над». В этом случае потребуем, чтобы выполня-
лось условие f(a, b) = c (здесь равенство означает,
что f(a, b) и c – это один и тот же элемент множе-
ства M) и, в силу равноправности a и c в наших
рассмотрениях, потребуем, чтобы f(c, b) = a (см.
рис. 7).

b
a = f(c, b)

c = f(a, b)

Рис. 7. Cоотношения в двойной точке

Из соотношений a = f(c, b) и c = f(a, b) сле-
дует соотношение f(f(a, b), b) = a, которое мы бу-
дем рассматривать как уравнение на f . Аналогич-
ное уравнение запишем для каждой двойной точки
диаграммы g0.

Пусть g – произвольная диаграмма из множе-
ства C(G). Чтобы определить метки на дугах диа-
граммы g, напомним, что от диаграммы g0 можно
перейти к g при помощи конечного числа преобра-
зований Рейдемейстера (I) – (VI) и плоских изото-
пий. Положим, что при плоских изотопиях метки
на дугах сохраняются, т. е. при плоской изотопии
дуге и ее образу соответствует один и тот же эле-
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мент из M .
Опишем правила изменения меток при расши-

ренных преобразованиях Рейдемейстера. Начнем
с преобразований Рейдемейстера (I) – (III).

Лемма 2. Множество меток M с бинарной
функцией f : M × M → M является инвариан-
том при преобразованиях Рейдемейстера (I), (II)
и (III), если выполнены следующие свойства:

(A1) f(a, a) = a для любого a ∈ M ;
(A2) f(f(a, b), b) = a для любых a, b ∈ M ;
(A3) f(f(c, b), a) = f(f(c, a), f(b, a)) для любых
a, b, c ∈ M .

Доказательство. Рассмотрим преобразование
Рейдемейстера (I) с расставленными на дугах диа-
граммы метками:

a

a

a

ÃÃ̀̀ `̀ÃÃ

a

ÃÃ̀̀ `̀ÃÃ
a

a

a

Очевидно, инвариантность при преобразовании Рейдемейстера (I) будет иметь место тогда и только
тогда, когда для каждого a ∈ M выполнено свойство f(a, a) = a.

Рассмотрим преобразование Рейдемейстера (II):

b a

a

c ÃÃ̀̀ `̀ÃÃ

b a

Запишем соотношения в двойных точках: c = f(a, b) и a = f(c, b), откуда:
(A2) f(f(a, b), b) = a.
Рассмотрим преобразование Рейдемейстера (III):

f(b, a)

b

f(f(c, b), a)

f(c, b)

c

a
ÃÃ̀̀ `̀ÃÃ

c

f(c, a)

f(f(c, a), f(b, a))

b

f(b, a)

a

Сопоставив соответствующие метки на дугах, ко-
торые состыкуются с дугами, лежащими вне
окрестности локального преобразования (III), по-
лучаем следующее соотношение:
(A3) f(f(c, b), a) = f(f(c, a), f(b, a)).

Отметим, что объекты, удовлетворяющие
условиям (A1) – (A3) леммы 2 были ранее постро-
ены Матвеевым [15] и Джойсом [16] и назывались
инволютивным дистрибутивным группоидом или
инволютивным квандлом.

Рассмотрим расширенные преобразования
Рейдемейстера, в которых участвуют вершины
графа. Напомним, что мы рассматриваем графы,
у которых степень каждой вершины не менее трех.
Наложим на M дополнительные требования, что-
бы добиться инвариантности при преобразованиях
Рейдемейстера (IV) – (VI).

Введем множество предикатов ϕn : Mn →
{0, 1}, где n ≥ 3. Если на рассматриваемой диа-
грамме графа есть вершина степени n ≥ 3, в ко-
торой сходятся дуги с метками a1, a2, . . . , an, пе-

речисленные по направлению часовой стрелки, то
положим ϕn(a1, a2, . . . , an) = 1. В силу произволь-
ности выбора первой дуги при обходе вершины,
сформулируем следующее условие.

Потребуем, чтобы выполнялось условие:
(B) ϕn(a1, a2, . . . , an)=1 ⇔ ϕn(a2, a3, . . . , a1)=1 ⇔
. . . ⇔ ϕn(an, a1, . . . , an−1) = 1, где a1, . . . , an – цик-
лически перечисленные метки ребер инцидентных
n-валентной вершине.

Посмотрим как меняются метки на дугах
при расширенных преобразованиях Рейдемейсте-
ра (IV) –(VI).

Лемма 3. Множество меток M c бинарной
функцией f : M × M → M и множеством пре-
дикатов ϕn является инвариантном при плос-
ких изотопиях и преобразованиях Рейдемейстера
(IV), (V) и (VI), если выполнены следующие свой-
ства:

(C1) ϕn(a1, . . . , an) = 1 ⇔
⇔ ϕn(f(a1, b), . . . , (an, b)) = 1 для любого b ∈ M ;

(C2) f(. . . f( f(b, an), an−1) . . . , a1) = b для лю-
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бого b ∈ M и a1, . . . , an из M таких, что
ϕn(a1, . . . , an) = 1;

(C3) ϕn(a1, . . . , an) = 1 ⇔ ϕn(bn, . . . , b1) = 1,
где b1 = a1, bk = f(b′k−1, bk−1), k = 2, . . . , n, и
формула для b′k−1 отличается от формулы для
bk тем, что все ak−1 заменяются на ak;

(C4) ϕn(a1, . . . , an) = 1 ⇔ ϕn(cn, . . . , c1) = 1,
где cn = an, ck = f(c′k+1, ck+1), k = 1, . . . , n − 1,

и формула для c′k+1 отличается от формулы для
ck тем, что все ak+1 заменяются на ak;

(C5) ϕn(f(a2, a1), a1, a3, . . . , an) = 1 ⇔
ϕn(a1, . . . , an)=1 ⇔ ϕn(a2, f(a1, a2), a3, . . . , an)=1.

Доказательство. Рассмотрим первую часть
преобразования (IV):

b

an

f(an, b)

an−1

f(a1, b)

q q q
a1

s

→

b

an an−1

q q q
a1

s

Соотношения в вершине и в двойных точках выписываются очевидным образом. Потребуем, чтобы
для любого b ∈ M выполнялось ϕn(f(a1, b), . . . , (an, b))=1 тогда и только тогда, когда ϕn(a1, . . . , an)=1.

Рассмотрим вторую часть преобразования (IV):

q q qb b

an an−1

q q q
a1

s

→

b

an an−1

q q q
a1

s

Выписав соотношения в вершине и в двойных точках, потребуем, чтобы для любого b ∈ M выпол-
нялось f(. . . f( f(b, an), an−1) . . . , a1) = b, где a1, . . . , an такие, что ϕ(a1, . . . , an) = 1.

Рассмотрим первую часть преобразования (V):

an

qq
q

a2

a1

qqq s
b1

bn

qqqq

→

an

qq
q

a2

a1

s

Используя соотношение в двойной точке и ин-
дукцию, можно показать, что bk = f(b′k−1, bk−1),
где b1 = a1 и формула для b′k−1, k ≥ 2, отли-
чается от формулы для bk тем, что вместо всех
вхождений ak−1 стоит ak. Действительно, ребро,
которое начинается с метки ak, на левой картинке
проходит под теми же дугами, что и ребро, на-

чинающееся с метки ak−1, до последней двойной
точки, из этих соображений получаем рекурент-
ную формулу на bk. Потребуем, чтобы выполня-
лось итоговое соотношение: ϕn(a1, . . . , an) = 1 ⇔
ϕn(bn, . . . , b1) = 1.

Рассмотрим вторую часть преобразования (V):

an

qq
q

a2

a1

qqq s
c1

cn

qq

→

an

qq
q

a2

a1

s

По аналогии c предыдущим случаем получаем ck = f(c′k+1, ck+1), в формуле для c′k+1 вместо
всех вхождений ak+1 стоит ak и cn = an. Потребуем, чтобы выполнялось итоговое соотношение:
ϕn(a1, . . . , an) = 1 ⇔ ϕn(cn, . . . , c1) = 1.

Рассмотрим преобразование (VI):
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a3

an

qq
q s

a1f(a2, a1)

a2

→

a3

an

qq
q s

a1

a2

→

a3

an

qq
q s

a2f(a1, a2)

a1

Выписав соотношения в вершинах и в двой-
ных точках диаграмм, потребуем выполне-
ния условий: ϕn(f(a2, a1), a1, a3, . . . , an)=1 ⇔
ϕn(a1, . . . , an)=1 ⇔ ϕn(a2, f(a1, a2), a3, . . . , an)=1.

Доказательство леммы завершено.

Из лемм 1, 2 и 3 вытекает следующий резуль-
тат.

Теорема 5. Пусть g(G) – диаграмма про-
странственного графа G. Пусть M – множество
меток дуг диаграммы с такой бинарной функцией
f : M ×M → M , что если дуги с метками a, b, c
сходятся в двойной точке, причем дуга с меткой
b подходит «над», то f(a, b) = c; и множеством
предикатов ϕn : Mn → {0, 1}, n ≥ 3, где n пробега-
ет множество валентностей вершин графа, та-
ких, что если дуги с метками a1, . . . , an сходятся
в вершине степени n по ходу часовой стрелки, то
ϕn(a1, . . . , an) = 1. Если при этом f и ϕn таковы,
что выполнены условия (A1) – (A3), (B), (C1) –
(C5), то M является инвариантом графа G при
гибких изотопиях.

5. Инвариантная группа

Рассмотрим частный случай введенного выше
инварианта. А именно, зафиксируем диаграмму
g = g(G) пространственного графа G. Положим,
что

1) множество M является группой Γ порож-
дающие которой соответствуют меткам на дугах
диаграммы g, а определяющие соотношения зада-
ются бинарной операцией f и предикатами ϕn;

2) порождающие группы Γ являются элемен-
тами второго порядка;

3) бинарная операция f : Γ × Γ → Γ записы-
вается через групповое умножение следующим об-
разом: f(a, b) = ba−1b;

4) ϕn(a1, . . . , an) = 1 означает, что элементы
a1, . . . , an попарно коммутируют и a1 · · · an = 1,
где 1 – единичный элемент группы.

Лемма 4. Группа Γ, описанная в 1)–4), кор-
ректно определена и введенные бинарная операция
f и множество предикатов ϕn удовлетворяют
условиям из теоремы 5.

Доказательство. Если a элемент второго по-
рядка, то можем записать f(a, b) = bab.

Если дуги с метками a, b, c сходятся в двой-
ной точке так, что f(a, b) = bab = c, то c дол-
жен быть тоже второго порядка. Действительно,
c2 = babbab = baab = bb = 1.

Заметим, что если a, b коммутируют, то
f(a, b) = bab = abb = a. Убедимся, что выполне-
ны соотношения из теоремы 5:

(A1) f(a, a) = aa−1a = a.
(A2) f(f(a, b), b) = f(ba−1b, b) = bb−1ab−1b = a.
(A3) поскольку

f(f(c, b), a) = f(bc−1b, a) = ab−1cb−1a

и

f(f(c, a), f(b, a)) = f(ac−1a, ab−1a) =

= (ab−1a)(ac−1a)−1(ab−1a) = ab−1cb−1a.

(B) a1 · · · an−1an = 1 ⇔ a2 · · · ana1 = 1 ⇔ . . . ⇔
an, · · · , an−2, an−1 = 1 выполнено в силу попарной
коммутативности элементов a1, . . ., an−1 и an.

(C1) по определению, ϕn(f(a1, b), . . . , f(an, b))=1
означает, что

1 = f(a1, b) · · · f(an, b) =

= (ba−1
1 b) · · · (ba−1

n b) = b(a1 · · · an)b−1,

где мы воспользовались тем, что порождающие
b, a1, . . . , an являются элементами второго поряд-
ка. Таким образом, ϕn(f(a1, b), . . . , (an, b)) = 1 то-
гда и только тогда, когда ϕn(a1, . . . , an) = 1.

(C2) поскольку b, a1, . . . , an являются элемен-
тами второго порядка, имеем:

f(. . . f(f(b, an), an−1) . . . , a1) =

= a1 · · · anban · · · a1 = a1 · · · anba−1
n · · · a−1

1 =

= (a1 · · · an)b(a1 · · · an)−1 = b,

так как ϕn(a1, . . . , an) = 1.
(C3) Покажем, что bk = ak, k =1, . . . , n,

индукцией по k. По условию, b1 = a1. То-
гда b′1 = a2. По индукционному предпо-
ложению, bk−1 = ak−1 и b′k−1 = ak. Тогда
bk = f(b′k−1, bk−1)= bk−1b

′
k−1bk−1 = ak−1akak−1 = ak.

Таким образом, bnbn−1 · · · b2b1 = anan−1 · · · a2a1 =
= a1a2 · · · an−1an в силу попарной коммутативно-
сти элементов a1, . . . , an.

(C4) Доказывается аналогично (C3), замечая,
что ck = ak, k = 1, . . . , n и cn · · · c1 = an · · · a1.

(C5) Заметим, что

f(a2, a1)a1a3 · · · an =
= a1a2a1a1a3 · · · an = a1a2a3 · · · an

и

a2f(a1, a2)a3 · · · an =
= a2a2a1a2a3 · · · an = a1a2a3 · · · an.
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Чтобы убедиться в корректности определения
ϕn, покажем, что попарная коммутативность эле-
ментов a1, . . . , an влечет, что a1 · · · an = 1 ⇔
ai1 · · · ain

= 1 для любой перестановки i1, . . . , in
на элементах 1, . . . , n. В самом деле, симметри-
ческая группа порождается инверсиями (i, i + 1),
i = 1, . . . , n−1. Такие инверсии соответствуют ком-
мутативности ai и ai+1.

Как следствие теоремы 5 и леммы 4 получаем
следующий результат.

Теорема 6. Пусть G – пространственный
граф, а g – его диаграмма. Пусть порождающими
группы Γ являются метки на дугах диаграммы.
Положим, что порождающие являются элемен-
тами второго порядка и в каждой двойной точке
диаграммы удовлетворяют соотношению bab = c,
где b – это метка дуги проходящей «над»; кроме
того, имеют место соотношения a1 . . . an = 1 и
элементы a1, . . . , an попарно коммутируют, ес-
ли дуги с метками a1, . . . , an инцидентны одной
вершине. Тогда группа Γ является инвариантом
пространственного графа G при гибких изотопи-
ях.

Далее группу Γ будем называть инвариантной
группой пространственного графа G.

6. Примеры вычисления инвариант-
ной группы

В качестве иллюстрации полученных результа-
тов вычислим инвариантные группы для некото-
рых тэта-кривых. Напомним, что диаграммы тэта-
кривых с малым числом двойных точек были при-
ведены на рис. 5.

Рассмотрим тэта-кривую Θ1, которая пред-
ставляет собой тривиальное вложение тэта-графа
Θ. Пусть метки на дугах диаграммы расставлены
как на рисунке 8.

' $

& %

v v

a

b

c

Рис. 8. Тэта-кривая Θ1

Тогда инвариантная группа Γ1 графа Θ1 по-
рождена тремя элементами второго порядка: a, b,
c. Диаграмма не имеет двойных точек. Граф име-
ет две вершины и в каждой из них соотношение
имеет вид abc = 1. Условия коммутирования по-
рождающих имеют вид ab = ba, ac = ca, bc = cb.
Получаем следующее представление:

Γ1 = 〈a, b, c | a2 = 1, b2 = 1, c2 = 1, abc = 1,
ab = ba, ac = ca, bc = cb〉.

∼= 〈a, b | a2 = b2 = 1, ab = ba〉.
∼= Z2 ⊕ Z2.

Рассмотрим тэта-кривую Θ2 с метками на ду-
гах как указано на рис. 9.

a

bc de

f
Рис. 9. Тэта-кривая Θ2

¾ »
v v

Инвариантная группа Γ2 тэта-кривой Θ2 по-
рождается элементами второго порядка a, b, c, d,
e и f . Диаграмма имеет три двойных точки, кото-
рым соответствуют соотношения bcb = f , ebe = f
и fef = d. Граф имеет две вершины: одной из
них соответствуют соотношения ace = 1, ac = ca,
ce = ec и ae = ea, а другой – соотношения bad = 1,
ba = ab, ad = da и bd = db. Таким образом, группа
Γ2 имеет следующее представление:

Γ2 = 〈a, b, c, d, e, f :

a2 = b2 = c2 = d2 = e2 = f2 = 1,

bcb = f, ebe = f, fef = d, ace = 1,

ac = ca, ce = ec, ae = ea, bad = 1,

ba = ab, ad = da, bd = db〉.
Выражая часть порождающих через осталь-

ные, а именно: e = ac, d = ab, f = bcb, получим
представление:

Γ2 = {a, b, c | a2 = b2 = c2 = 1,

ab = ba, ac = ca, (bc)3 = 1}.
Нетрудно видеть, что группа Γ2 изоморфна груп-
пе, порожденной отражениями в сторонах сфери-
ческого треугольника с углами π/2, π/2, π/3.

Рассмотрим тэта-кривую Θ4, приведенную на
рис. 10.

v
v
a
b

c

Рис. 10. Тэта-кривая Θ4

Порождающие инвариантной группы Γ4 про-
странственного графа Θ4 соответствуют меткам
на дугах диаграммы. Нетрудно заметить, что все
метки могут быть выражены через метки a, b, c,
указанные на рисунке. Представление группы Γ4

имеет следующий вид:

Γ4 = {a, b, c | a2 = b2 = c2 = 1,

ab = ba, ac = ca, (bc)5 = 1}.
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Нетрудно убедиться, что группа Γ4 изоморфна
группе, порожденной отражениями в сторонах
сферического треугольника с углами π/2, π/2,
π/5.

Из рассмотренных примеров видно, что груп-
пы Γ1, Γ2 и Γ4 попарно не изоморфны, а значит,
и пространственные графы Θ1, Θ2, Θ4 попарно не
гибко изотопны.
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