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УДК 514.132

О ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ОКТАЭДРА,
ОБЛАДАЮЩЕГО mmm-СИММЕТРИЕЙ

Г. А. Байгонакова, М. Годой-Молина, А. Д. Медных

ON GEOMETRICAL PROPERTIES OF A HYPERBOLIC OCTAHEDRON HAVING
mmm-SYMMETRY

G. A. Baigonakova, M. Godoy-Molina, A. D. Mednykh

В настоящей работе изучаются геометрические свойства гиперболического октаэдра, обладаю-
щего mmm - симметрией, то есть остающегося инвариантным при отображениях в трех взаимно
ортогональных плоскостях. Получены тригонометрические соотношения, связывающие длины ребер
и двугранные углы указанного многогранника (теоремы синусов-тангенсов). Это дает возможность
выразить длины через двугранные углы. Далее, с помощью формулы Шлефли, находится объем рас-
сматриваемого октаэдра в одном из важных геометрических случаев.

In the present paper geometric properties are investigated for a hyperbolic octahedron having mmm-
symmetry.Trigonometrical identities connecting lengths of edges and dihedral angles of the polyhedron under
consideration are obtained (the sine-tangent theorem). It gives the key to express lengths through dihedral
angles. Further, we find the volume of the octahedron in very important geometrical cases by making use the
Schläfli formula.

Ключевые слова: гиперболический октаэдр, многогранник, объем, теорема синусов-тангенсов,
симметричный октаэдр, формула Шлефли.

Keywords: hyperbolic octahedron, volume, symmetric octahedron, polyhedron, the Schläfli formula,
the sine-tangent theorem.
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1. Введение

Вычисление объема многогранника – это класси-
ческая задача, известная со времен Евклида и
не потерявшая актуальность в настоящее время.
Считается, что первый результат в этом направле-

нии принадлежит Тартальи (1499 – 1557 гг.), ко-
торый нашел объем евклидова тетраэдра. В насто-
ящее время этот результат известен как формула
Кэли–Менгера. В 1996 г. И. X. Сабитов [19] до-
казал, что объем евклидова многогранника – это
корень алгебраического уравнения, коэффициен-
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ты которого являются многочленами, зависящи-
ми от длин ребер многогранника, а коэффициен-
ты последних зависят лишь от комбинаторного ти-
па многогранника.Четырехмерный аналог теоре-
мы Х. Сабитова был получен в недавней работе
[3].

В гиперболическом и сферическом случаях си-
туация более сложная. Формула для объема би-
прямоугольного тетраэдра (ортосхемы) известна
еще со времен Н. И. Лобачевского [6] и Л. Шле-
фли [12]. Объем куба Ламберта и некоторых дру-
гих многогранников получены Р. Келлерхальц [4],
Д. А. Деревниным и А. Д. Медных [2], А. Ю. Вес-
ниным, А. Д. Медных и Дж. Паркером [7] и дру-
гими. Объемы гиперболических многогранников,
имеющих хотя бы одну вершину на бесконечности,
найдены Э. Б. Винбергом [15].

Общая формула объема гиперболического тет-
раэдра долгое время оставалась неизвестной, пер-
вые результаты в этом направлении получили
Ю.Чо, Х. Ким [1], Дж. Мураками, У. Яно [10] и
А. Ушиджима [13]. Д. А.Деревнин и А. Д. Мед-
ных [18] предложили элементарную интегральную
формулу объема гиперболического тетраэдра. От-
метим, что в случае симметрического тетраэдра,
противоположные двугранные углы которого по-
парно равны, формула объема существенно упро-
щается. Впервые этот замечательный факт был
установлен самим Лобачевским [6] для идеально-
го гиперболического тетраэдра. Дж. Милнор [9]
представил соответствующий результат в весьма
элегантной форме. В общем случае объем симмет-
ричного тетраэдра найден в работе [17].

Цель настоящей работы – изучить основные
геометрические характеристики гиперболическо-
го октаэдра, обладающего mmm-симметрией, то
есть остающегося инвариантным при отражениях
в трех взаимно ортогональных плоскостях. Для
этого будут установлена теорема синусов-танген-
сов, связывающая длины ребер и двугранные уг-
лы рассматриваемого октаэдра, и найдена форму-
ла его объема в простейшей геометрической си-
туации. Отметим, что указанная выше теорема
синусов-тангенсов для случая сферического окта-
эдра ранее была получена в работе [14].

Для нахождения объема гиперболического ок-
таэдра в терминах двугранных углов будет ис-
пользована формула Шлефли. Сформулируем ее
в виде следующей теоремы.

Теорема 1. Пусть P выпуклый многогран-
ник в пространстве S3 или H3. Если P деформи-
руется так, что его комбинаторная структура
сохраняется, а двугранные углы изменяются диф-
ференцируемым образом. Тогда выполняется со-
отношение:

KdV =
1
2

∑

i

li dαi,

где K – кривизна пространства, суммирование

ведется по всем ребрам P , li, обозначает длину
i - того ребра, а αi – двугранный угол при нем.

В классической работе Шлефли [11] эта фор-
мула была доказана для случая сферического
n - симплекса. В гиперболическом случае она бы-
ла получена Х. Кнезером [5], cм. также работы
[15], [8].

2. Общие свойства гиперболическо-
го октаэдра O, обладающего mmm-
симметрией
Рассмотрим гиперболический октаэдр O, обладаю-
щий mmm - симметрией, то есть зеркальной сим-
метрией относительно трех взаимно перпендику-
лярных плоскостей, пересекающих вдоль его ре-
берных циклов (Рис. 1). Заметим, что в этом слу-
чае все восемь граней октаэдра попарно конгру-
энтны. Обозначим длины ребер через a, b, c, а дву-
гранные углы – A,B, C и плоские углы граней
α, β, γ. В этих обозначениях, в любой грани, плос-
кий угол α лежит против стороны длины a, и дву-
гранный угол A заключен между гранями, пере-
секающимися по ребру длины a.

Рис. 1. Октаэдр O(a, b, c, A, B, C), обладающий
mmm - симметрией

В евклидовом случае известна следующая тео-
рема.

Теорема 2. (Галиулин, Михалев, Саби-
тов [18]). Пусть V – объем евклидова ок-
таэдра O(a, b, c, A, B,C), обладающего mmm-
симметрией. Тогда величина V может быть
найдена как положительный корень многочлена:

9V 2 = 2(a2 + b2 − c2)(a2 + c2 − b2)(b2 + c2 − a2).

Чтобы найти объем такого октаэдра в гипер-
болическом пространстве, нам потребуются следу-
ющие тригонометрические соотношения.

Теорема 3. (Теорема синусов-тангенсов).
Пусть O(a, b, c, A, B,C) – гиперболический окта-
эдр, обладающий mmm - симметрией. Тогда вы-
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полняются следующие тригонометрические со-
отношения:

sin A

tanh a
=

sinB

tanh b
=

sin C

tanh c
= T = 2

K

L
,

где K и L – положительные числа, определены
формулами:

K2 = (xy − z)(yz − x)(xz − y),
L = 2xyz − x2 − y2 − z2 + 1

и x = cosh a, y = cosh b, z = cosh c.

Доказательство. Рассмотрим пересечение
O = O(a, b, c, A,B, C) со сферой достаточно ма-
лого радиуса с центром в одной из вершин (рис.
2). Не уменьшая общности, предположим, что
полученное пересечение – это гиперболический
четырехугольник с внутренними плоскими угла-
ми B, C, B и C. Так как исходный многогранник
допускает симметрию, то соответствующий че-
тырехугольник является сферическим ромбом со
стороной (рис. 2).

A,a

B,b

b

g

С,с

a

Рис. 2. Октаэдр O(a, b, c, A, B, C) и линк его вершины

Согласно предположению о симметрии, четы-
рехугольник можно разделить на четыре пря-
моугольных гиперболических четырехугольника с
углами B

2 и C
2 гипотенузой длины α. Применяя

теорему Пифагора для сферических прямоуголь-
ных треугольников, получим равенства:

cos α = cos
B

2
cos

C

2
, cos β = cos

A

2
cos

C

2
,

cos γ = cos
A

2
cos

B

2
. (1)

Из найденных соотношений, непосредственно
находим, что

cos2
A

2
=

cosβ cos γ

cosα
, cos2

B

2
=

cos α cos γ

cosβ
,

cos2
C

2
=

cosα cosβ

cos γ
.

Полученные равенства связывают двугранные
и плоские углы O. Аналогично можно установить
соотношения между длинами и плоскими углами.
Применяя первую теорему косинусов для выбран-
ной грани, находим равенства:

cosh a = cosh b cosh c− sinh b sinh c cosα,

cosh b = cosh a cosh c− sinh a sinh c cosβ,

cosh c = cosh a cosh b− sinh a sinh b cos γ.

Переписывая последние соотношения, полу-
чим эквивалентные равенства:

cosα =
cosh b cosh c− cosh a

sinh b sinh c
,

cos β =
cosh a cosh c− cosh b

sinh a sinh c
,

cos γ =
cosh a cosh b− cosh c

sinh a sinh b
.

Вводя новые переменные

x = cosh a, y = cosh b, z = cosh c,

X = cos A, Y = cos B, Z = cos C,

легко видеть, что

cos2
A

2
=

cos β cos γ

cosα
=

(xz − y)(xy − z)
(x2 − 1)(yz − x)

.

Аналогично имеем:

cos2
B

2
=

(yz − x)(xy − z)
(xz − y)(y2 − 1)

,

cos2
C

2
=

(yz − x)(xz − y)
(z2 − 1)(xy − z)

.

Наконец, из последних соотношений следует
равенство:

sin A =
4 cos2

A

2(
cos2

A

2
− 1

)2 = 2
(x2 − 1)

1
2

x

K

C
.

Аналогично:

sin B =
(y2 − 1)

1
2

y

K

C
, sinC =

(z2 − 1)
1
2

z

K

L
,
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где K2 = (xy − z)(yz − x)(xz − y),
L = 2xyz − x2 − y2 − z2 + 1.
Заметим, что в теореме синусов - тангенсов па-

раметр T выражается через длины ребер октаэдра
O, но чтобы найти объем октаэдра O, необходимо
выразить T через двугранные углы.

Лемма 1. Величина T в теореме синусов-
тангенсов удовлетворяет уравнению

T 2 =
(1 + Y )(1 + Z)(1 + X)

1 + X + Y + Z
,

где X = cos A, Y = cos B, Z = cos C.

Доказательство. Применяя вторую теорему
косинусов для одной из граней октаэдра O, име-
ем:

cosh a =
cosβ cos γ + cosα

sin β sin γ
.

При помощи простейших тригонометрических
тождеств получим:

coth2 a =
cosh2 a

cosh2 a− 1
=

=
(cos α + cos β cos γ)2

cos2 α + cos2 β + cos2 γ + 2 cos α cosβ cos γ − 1
.

Как и в (1) выразим cosα, cosβ, cos γ:

cos α = coth
B

2
coth

C

2
, cos β = coth

A

2
coth

C

2
,

cos γ = coth
A

2
coth

B

2
.

Используя соотношения, связывающие плос-
кие и двугранные углы, перепишем последнее ра-
венство в терминах X, Y и Z:

coth2 a =
(1 + Y )(1 + Z)

(1−X)(1 + X + Y + Z)
.

Тогда требуемое утверждение следует из ра-
венства T 2 = coth2 a sin2 A, где sin2 A = 1−X2

T 2 =
(1 + X)(1 + Z)(1 + Z)

1 + X + Y + Z
.

Из теоремы 3 следует, что гиперболический ок-
таэдр, обладающий mmm- симметрий, полностью
определяется своими двугранными углами, то есть
O = O(A, B,C).

В дальнейшем величину T будем называть
главным параметром октаэдра O = O(A,B, C).

2. Вычисление объема гиперболиче-
ского октаэдра в простейшей геомет-
рической ситуации
Как показывают результаты работы [14], в общем
случае объем сферического октаэдра выражает-
ся достаточно сложной интегральной формулой.

Аналогичный результат можно ожидать и в ги-
перболической геометрии.

Несложные геометрические рассуждения, ос-
нованные на установленной теореме синусов-
тангенсов приводят к заключению, что геометри-
ческие свойства октаэдра O зависят от того, как
ведет себя главный параметр T , а именно – возни-
кают три возможных случая:

(i) 0 ≤ T < 1, (ii) T = 1, (iii) T > 1.

В настоящей работе мы рассмотрим простей-
ший геометрический случай, когда T = 1. Тогда
формула для объема имеет простой и весьма эле-
гантный вид. Оставшиеся два случая будут рас-
смотрены в последующих работах авторов.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Пусть O = O(a, b, c, A,B,C) – ги-
перболический октаэдр, обладающий mmm - сим-
метрией с главным параметром T = 1, то есть
его двугранные углы связаны соотношениями:

sin A

tanh a
=

sin B

tanh b
=

sin C

tanh c
= 1.

Тогда при a ≤ b ≤ c объем октаэдра O равен

V = 2

(∫ a

0

x dx

cosh x
+

∫ b

0

x dx

cosh x
−

∫ c

0

x dx

cosh x

)
.

Доказательство. Для получения искомого ре-
зультата необходимо удостовериться, что функция
удовлетворяет системе дифференциальных урав-
нений Шлефли, то есть

∂V

∂A
= −2a,

∂V

∂B
= −2b,

∂V

∂C
= −2c. (2)

Функция V является единственным решени-
ем данной системы дифференциальных уравне-
ний, удовлетворяющим условию V → 0 при a = b
и c → 0.

Для доказательства теоремы нам потребуется
следующее вспомогательное предложение.

Лемма 2. Пусть O = O(A,B, C) – гиперболи-
ческий октаэдр, такой что

sin A

tanh a
=

sin B

tanh b
=

sin C

tanh c
= 1.

Тогда выполнено одно из следующих соотноше-
ний:

(a) cosh a + cosh b− cosh c− 1 = 0,

(b) − cosh a + cosh b + cosh c− 1 = 0,

(c) cosh a− cosh b + cosh c− 1 = 0.
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Доказательство. Воспользуемся формулой,
полученной в теореме 3:

sin A

tanh a
=

sinB

tanh b
=

sin C

tanh c
= T = 2

K

L
,

где K и C – положительные числа, определены

формулами:

K2 = (xy−z)(yz−x)(xz−y), L = 2xyz−x2−y2−z2+1

и x = cosh a, y = cosh b, z = cosh c.

Пусть T = 1, тогда из равенства T 2 = 4
K2

L2
непосредственными вычислениями получим, что

T 2 − 1 =
(x+y−z−1)(x−y+z−1)(−x+y+z−1)(x+y+z+1)

(−1 + x2 + y2 − 2xyz + z2)
= 0.

Откуда учитывая неравенство x+y + z +1 > 0
получим:

(x + y − z − 1)(x− y + z − 1)(−x + y + z − 1) = 0,

что эквивалентно доказываемому утверждению.

Докажем утверждения теоремы.
Без ограничения общности можно считать, что

a ≤ b ≤ c, тогда имеет место равенство
cosh a+cosh b−cosh c−1 = 0. Из теоремы тангенсов
имеем:

sin2 A = tanh2 a, cos2 A = 1− tanh2 a =
1

cos2 A
.

Аналогично устанавливаются равенства:

cos2 B = 1− tanh2 b =
1

cos2 B
,

cos2 C = 1− tanh2 c =
1

cos2 C
.

Внимательный анализ знаков приводит к заклю-
чению, что

cos A = − 1
cosB

, cos B = − 1
cos A

, cosC =
1

cosB
.

Это следует из тождества:

T 2 =
(1 + cos A)(1 + cos B)(1 + cos C)

1 + cos A + cos B + cos C
= 1.

Положим cosh a = p и cosh b = q, тогда cosh c =
= p + q − 1.

Далее, из дифференциальной формулы Шле-
фли, имеем:

− 1
2

dV = a dA + b dB + c dC =

= arccosh(p) d

(
arccos

(
−1

p

))
+

+ arccosh(q) d

(
arccos

(
−1

q

))
+

+ arccosh(p + q − 1) d

(
arccos

(
− 1

p + q − 1

))
=

= − arccos(q)
q(q2 − 1)

1
2

dq − arccos(p)
p(p2 − 1)

1
2

dp+

+
arccos(p + q − 1)

(p + q − 1)((p + q − 1)2 − 1)
1
2

d(p + q).

Заметим, что V → 0, когда a = b и c → 0.
Откуда V → 0 при p → 1 и q → 1. Отметим,

что замена переменных p = coshx приводит к ра-
венству:

∫ cosh a

1

arccosh(p)
p(p2 − 1)

1
2

dp =
∫ a

0

x dx

cosh x
.

Аналогично устанавливаются равенства

∫ cosh b

1

arccosh(q)
q(q2 − 1)

1
2

dq =
∫ b

0

x dx

cosh x

и

∫ cosh a+cosh b−1

1

arccosh(p+q−1)
(p+q−1)((p+q−1)2−1)

1
2

d(p+q) =

=
∫ c

0

x dx

cosh x
.

Здесь мы воспользовались соотношением
c = arccosh(p + q − 1).

Окончательно, из формулы Шлефли имеем:

V = 2

(∫ a

0

x dx

cosh x
+

∫ b

0

x dx

cosh x
−

∫ c

0

x dx

cosh x

)
.
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