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ТОЧЕЧНЫЕ МОДЕЛИ МНОГОМЕРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
В. В. Осипов 

 
POINT MODEL OF MULTI-DIMENSIONAL LINEAR DYNAMICAL SYSTEMS  

V. V. Osipov 
 

Применяя метод точечных представлений, строится точечная модель многомерной линейной нестацио-
нарной динамической системы, имеющая вид блочного векторно-матричного уравнения, в котором систем-
ная матрица играет роль передаточной.  

Using the method of point representations, the point model is constructed multivariate linear nonstationary 
dynamic system, having the form of block vector-matrix equation in which the system plays the role of the transfer 
matrix. 
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ные динамические системы. 
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 Рассмотрим линейную нестационарную дина-
мическую систему [1]: 
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приведенную к отрезку [0, 1] безразмерного време-
ни τ с параметром Т и имеющую q входов, r выходов 
и n фазовых переменных. Дифференциальное урав-
нение в (1) может быть заменено эквивалентным 
интегральным: 
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Матричные функции А(τ), K(τ), С(τ) и D(τ) име-
ют размерности (nхn), (nхq), (rхn) и (rхq) соответст-
венно, а  

1(τ) [ (τ),.. (τ),.. (τ)]i nХ Сolon х х х  

есть n-вектор состояния (n-вектор – функция фазо-
вых переменных); Х0 = Х(0) – вектор n начальных 
условий. 

1(τ) [ (τ),.. (τ),.. (τ)]i qU Сolon u u u  

есть q-вектор входных сигналов (q-вектор – функ-
ция входа). 

1(τ) [ (τ),.. (τ),.. (τ)]i rY Сolon y у у  

есть r-вектор выходных сигналов (r-вектор – функ-
ция выхода), причем, в общем случае, q  n, r  n и  
q  r. 

Будем предполагать, что все координаты векто-
ров функций и элементы матриц в (1) как непрерыв-
ные (и, возможно, кусочно-непрерывные) функции 
определены при любых N в узлах чебышевских N-
сеток I и II рода: 
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т. е. это функции из М (0,1). Таким образом, будут 
определены все их точечные представления, в част-
ности, на N-сетке I рода (3 а). Это будут блочные 
представления с элементами – блоками соответст-
вующей размерности.  

Для вектор-функций будем иметь: 
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Векторные блоки-компоненты этих точечно-
векторных изображений будут элементами алгебр 
ARNn, ARNq и ARNr соответственно [2], изометрически 
изоморфных соответствующим алгебрам ASPn, ASPq 
и ASPr сплайновых (ступенчатых) представлений, 
возникающим в результате гомоморфных  
πN-отображений функциональных алгебр AМn, AМq и 
AМr.Существуют, очевидно, и инволютивные эле-
менты как элементы соответствующих алгебр: 
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Точечные модели матричных функций предста-
вятся в виде блочных (квазидиагональных) матриц: 
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Найдем точечную модель нашей динамической 
системы (1). 

Имея в виду точечные представления инте-
гральных преобразований вида  
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где  ( )N nJ Z E
 
– блочная матрица реализующая 

операцию интегрирования в векторном пространст-
ве точечно-векторных отображений вектор – функ-
ции из Mn(0,1) [2,4,5], будем иметь: 
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Первое из этих векторно-матричных уравнений 

есть точечная модель рассматриваемой линейно-
динамической системы в важном частном случае, 
когда вектор Х(τ) ее фазовых переменных оказыва-
ется и ее вектором выхода, т. е. когда С(τ) = Еn, а 
D(τ) ≡ 0 и Y(τ) = Х(τ). В этом случае получаем то-
чечную модель задачи Коши, при нулевых началь-
ных условиях и K(τ)  Еn. Это модель вида: 
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где для сокращения записи обозначено: 
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Умножая обе стороны уравнения (6) на блочную 
теплицеву матрицу  ( )n nЕ Z Е  , получим: 
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А последующие преобразования [2] приводят 

модель к виду: 
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Необходимо иметь в виду, что запись матрично-

го произведения (8) в виде дроби сделано ради его 
сокращения. Матрицы в произведении неперестано-
вочны. 

Из равенства (7) следует представление для 

ТIХ : 
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Введем блочную матрицу WN(АiK), полагая  
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Тогда представление (9) запишется в виде 
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и, следовательно, матрица WN(А; K) (10), связы-

вающая точечные изображающие вектора входа IТU  

и выхода IТХ  динамической системы, оказывается 
передаточной матрицей в пространстве точечных 
представлений временных сигналов, действующих в 
рассматриваемой динамической системе (рис. 1). 
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Рис. 1. 

 
Обратные блочные матрицы в (10) имеют явные 

представления: 
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Представление (9) для IТХ  (или (11)) есть ре-
шение уравнения (7), являющееся точечной моде-
лью интегрального уравнения (2) (при х'0 = 0) – ее 
гомоморфным алгебраическим образом и, следова-
тельно, оказывается точечным отображением реше-
ния этого интегрального уравнения, ассоциирован-
ным с чебышевской N-сеткой I рода (3а), при вы-
бранных значениях параметров Т и 0 = Т/2N > 0. 

Это, в частности, означает, что если существует 
хотя бы одно решение функционального уравнения 
(2) (и соответствующей задачи Коши), то будет су-
ществовать (при заданных N и Т) соответствующее 
решение точечного уравнения (7) – его гомоморф-
ного отображения, в силу отображения алгебр 

INП Т
N п NпАМ АSр АR   [2]. 

Очевидно, будет верным и обратное утвержде-
ние: существование решения точечного уравнения 
(7) (при всяком конечном N, заданном Т > 0 и задан-
ной правой части) будет означать существование и 
его гомоморфного прототипа – решения интеграль-
ного уравнения (2), которое затем, по его точечному 
изображению, может быть представлено прибли-
женно, в частности, в виде сплайновой (ступенча-
той) модели [2]. 

Но существование решения точечного уравне-

ния (3), т. е. представление (11) для IТХ , означает 
существование и самой точечной модели интеграль-
ного уравнения (1), т. е. существование передаточной 
матрицы WN(А; K) (10) рассматриваемой динамиче-
ской системы. 

Возникает вопрос: при каких условиях эта мат-
рица будет существовать, обеспечивая алгебраиче-

скую связь вектора входа IТU  (4б), с вектором вы-

хода IТХ  (4а) в форме точечной модели (11) дина-
мической системы (1). Может быть доказана сле-
дующая теорема – теорема о существовании точеч-
ной модели линейной динамической системы (о 
существовании решения соответствующей задачи 
Коши для уравнения (2)). 

 
Теорема 1. Если матричная функция 

   0 τ 0λ ( ) λ (τ) ,п пА T Е А Е   (пхп), τ[0, 1]        (14) 

с матрицей А(τ) (пхп) – системной матрицы динами-
ческой системы (2), при некотором Т > 0 и всяком  
N (всяком 0 = Т/2N > 0) окажется положительно оп-
ределенной [3], то будет существовать точечная мо-
дель (11) такой системы с передаточной матрицей 

WN(А; K) (10), т. е. представление вектора IТХ , как 
точечного изображающего вектора решения функ-
ционального уравнения (2), описывающего поведе-
ние системы на отрезке [0, 1] (на временном отрезке 
[0, Т]). 

Доказательство: положительная определен-
ность матрицы (14) означает положительную опре-
деленность квадратичной формы, построенной на 
этой матрице, т. е. выполнение условия: 
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при всяком ненулевом п-векторе . Оно будет вы-
полняться, если все угловые миноры матрицы (14), 

включая и ее определитель, будут положительными 
(Критерий Сильвестра) [6]. Таким образом, поло-
жительная определенность матрицы (14) означает 
ее невырожденность и, следовательно, существо-
вание обратной матрицы [0А(τ) + Еп]

–1 τ[0, 1] и 
всех обратных матриц – ее значений в узлах N-сетки 
I рода: 
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а также матриц (8): 
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Это будет также означать и существование 
блочных матриц DN[(0А + Еп)

–1] (12) и  1
νNТ В  (13)  

и системной матрицей WN(А; K) (10), а значит, и 

существование решения IТХ  точечного уравнения 
(7) при заданной правой части, как блочного вектора 
N-вектора. 

По этому решению при всяком N и заданном Т 
может быть построено единственное сплайновое (в 
частности, ступенчатое) представление: 

0
I I I( ;τ) , (τ) IТ

T i T N TNSp Х Х П Х     

– элемента алгебры АSpn, являющееся гомо-
морфным πN-образом вектор-функции Х(τ); 

– решения уравнения (2) на отрезке[0,1] и эле-
мента алгебры AMN. С ростом N гомоморфное πN-
отображение алгебры AMN на алгебру АSpn сплайно-
вых форм нулевой степени становится все ближе к 
их изометрическому изоморфизму, а элементы 

0
I( ;τ)TNSp Х  из АSpn будут все точнее представлять 

элемент Х(τ) из AMN – единственное решение функ-
ционального уравнения (2) [3].Теорема доказана. 

Замечание 1. Для выполнения условия теоремы 
достаточно положительной определенности на вре-
менном отрезке [0, Т] матрицы А(t) = А(Тτ) =  
= А(τ) τ[0, 1], т. е. условия: (А(τ),) > 0, при вся-
ком п-векторе , отличном от нулевого и всяком  
0 = Т/2N > 0. 

Замечание 2. Для однородной задачи Коши (2), 
когда K ≡ 0, условие теоремы является необходи-
мым и достаточным для существования единствен-
ного решения, определяемого заданным начальным 

условием I ( )
0 I 0(0) Т N

ТХ Х I Х   и передаточной 

матрицей: 

   1 1
I ν ν 0 ν 0( ;0) (λ ) λ ( ) ,NТ N N п п пW А Т В D А Е Е Z Е          

имеющей, в этом случае, ранг Nn. 
Рассмотрим теперь п-мерную линейную стацио-

нарную динамическую систему, как частный вари-
ант системы (1), когда все ее матрицы (5) оказыва-
ются постоянными: 

(τ)
(τ) (τ); )

τ
τ [0,1]

(τ) (τ) (τ). )

dX
ТА Х ТK U а

d

Y С Х D U б

    
 
    

         (15) 

 
Интегральное уравнение, эквивалентное диффе-

ренциальному в (15), имеет вид: 
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τ τ

0

0 0

(τ) (τ) τ (τ) τХ ТА Х d ТK U d Х                  (16) 

и решение 
τ

(τ ζ) τ
0

0

(τ) (ζ) ζ ; τ [0,1],
ТА АТХ Т е K U d Х е            (17) 

представляемое при Х0 = 0 в виде интеграла свертки 
матричной функции е–АТτ (nхn) τ[0, 1] и  
п-векторной функции KU(τ). 

Найдем точечную модель интегрального урав-
нения (15) при Х0 = 0, которую снова будем рас-
сматривать как модель динамической системы (15), 
когда Y(τ) = Х(τ). Это модель (7) в рассматриваемом 
частном случае, когда матрицы (8) оказываются по-
стоянными: 

ν ν ν ν

0 ν 0
ν

0 ν 1 0

(τ ) ,( х ); (τ ) ,( х ); (ν 1, ); )

λ λ
,( х ); (ν 1,( 1)) )

λ λ

N N

п п

п п

А А А п п K K K п q N а

Е А Е А
В В п п N б

Е А Е А

    


  
        

 

а блочные матрицы в (7) получают представления: 

   
 

 
   

   

0 ν 0

0 0 0

0

ν

λ λ

( λ ) ( λ ) ( λ )

( λ ) ;                                                                а)

.                                     

N N N N

N N N

N N

N N

N

D Е А D Е А

Diag Е А Е А Е А

Е Е А

D K D K

Diag K K K Е K

   

    

  

 

  

 

        б)







 

     ν ( ) ( )

( )

.
( )

  

   ( )  

N N Nп

N

N

N

N

Т В Т В Е Z В

Е

В Е

В Е

В Е

      

 
  
 

  
 

 
 

  

 

 

 

 
Сама же модель получает вид: 

 
 

0

0

λ [ ]

λ ( ) ( )

ТIN n N

ТIN n п

D Е А Т B Х

Е Z Е Е K U

    

     
 

и, следовательно, будем иметь: 

 

1 1
I 0

I0

I

[ ] ( λ )

λ ( ) ( )

( ; ) .

Т N N n

ТN n п

ТN

Х Т B D Е А

Е Z Е Е K U

W А K U

       

      

 

              (18) 

 
Блочная матрица  

WN(А; K) = 1
NТ
 [–В]·DN[(Еп + 0А)–1] ·  

0[(Еп + Z)   Еп] (ЕпK)                             (19) 
является, очевидно, передаточной матрицей в рас-
сматриваемом частном случае стационарной дина-
мической системы (15). Она имеет блочную нижне-
треугольную структуру, причем из (12) и (13), как 
частные случаи, следует: 

  1 1
0 0

1 1
1 ν γ ν ν

ν 0 ν 0

λ ( λ ) ; )

[ ] [ ( ) ] [ ( ) ]. )

N N N N

N N

N

D Е А Е Е А а

Т В Z В Z В б

 

 


 

         


       


 
  

 (20) 

Предполагается, естественно, существование об-
ратной матрицы (Еп + 0А)–1, т. е. выполнение условия 
теоремы 1 в рассматриваемом частном случае. 

Все блочные матрицы в представлении (19) ока-
зываются теплицевыми нижнетреугольными и, сле-
довательно, перестановочны, поэтому (19), учиты-
вая (20), может быть записано в виде: 

 

   

 

0

1
ν 1

0
ν 0

0 I

( ; ) λ ( )

( ) ( λ ) ( )

λ ( ) ( ; ),

N п п

N

п п п

п п NТ

W А K Е Z Е

Z В Е Е А Е K

Е Z Е W А K






   

       

   

  

где 

   
I

1
ν 1

0
ν 0

( ; )

( ) ( λ ) ( ).

NТ

N

п п п

W А K

Z В Е Е А Е K








      
   (21) 

 
Таким образом, вместо (18) можем написать для 

I :ТХ  

 
I I

I0 I

( ; )

λ ( ) ( ; ) .

Т ТN

ТN n NТ

Х W А K U

Е Z Е W А K U

  

    
           (22) 

 
Этот блочный вектор есть точечное представле-

ние п-вектор функции Х(τ) – интеграла свертки в 
(16) при Х(0) = Х0 = 0, ассоциированное с Чебышев-
ской N-сеткой I рода (3 а). Возможно точечное пред-
ставление этого интеграла, ассоциированное с  
N-сеткой II рода (3 б). Имеем, следовательно, сле-
дующую картину по точечным отображениям: 

τ
(τ ζ)

0

( ) ( ) ( )
I 1

( ) ( ) ( )
II 1

(ζ) ζ

(τ ) (τ ) (τ ) ;   а)

(τ)

(θ ) (θ ) (θ ) .   б)

I

II

АТ

N N NT Т N

N N NT Т N

Т е KU d

Х Х Х Х

Х

Х Х Х Х

 






   


   
 
    


 

�

�
 

 

Но, как известно [4,5], смежные блочные точеч-
ные изображения связаны между собой соотноше-
нием: 

  II I( ) 2 ,Т ТN nЕ Z Е Х Х    (Х0 = 0). 

Подставляя сюда представление (22) для ТIХ , 

найдем следующее представление для IIТХ : 

II I0 I2λ ( ; ) .Т ТNТХ W А K U      (23) 

Таким образом, введенная матрица WNTI(A; K) 
(21) со скалярным множителем 2λ0 играет роль пе-
редаточной матрицы, связывая точечный вектор 

входа IТU , ассоциированный с N-сеткой I рода, и 

точечный вектор выхода IIТХ , ассоциированный со 
смежной с N-сеткой II рода в точечной модели ди-
намической системы (16). Но такого рода функцио-
нальное равенство представляется в виде сверточно-
го соотношения (17) (Х0 = 0), поэтому будем иметь: 
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 

II

( )
ν

τ
(τ ζ )

II

0

τν 1
0
ν 1

(ζ) ζ (τ)

2λ ( ).
N

ТАТ
Т

N
АТ

п

Т е KU d Х Х

Z е Е K

 





    

  




 

Сравнивая с (23), можно видеть представление 
(приближенное) для матрицы WNTI(A; K) (21): 

 

   

( )
ν

1 1
I 0

1
ν 1

0
ν 0

τν 1

γ 1

( ) ( λ ) ( )

( ) ( λ ) ( )

( ) ( ),
N

NТ i N N п п

N

п п п

N
АТ

п

W АK Т В D Е А Е K

Z В Е Е А Е K

Z е Е K

 










       

       

    





 

откуда следует равенство теплицевых матриц 

   ( )
ντ1 1 ν 1

0
ν 1

( λ )
N

N
АТ

N N пТ В D Е А Z е  



            (24) 

и соответствующее равенство их элементных блоч-
ных N-векторов, которое получим, если умножим 
(24) на блочный единичный N-вектор: 

 ( ) ( )
1 1( ) ( ) 0 0 0 .N N

п п пе Е е Е Colon Е       

В подробной записи для правой теплицевой 
матрицы в (24) имеем: 
 

 
 

( )
ντν 1

ν 1

[ ]
N

N
АТZ е



   

 
( )
1τ

NАТе       

       

 
( )
γτ
NАТе    

( )
1τ

NАТе    

       

 
( )τ N
NАТе    

( )
ντ
NАТе   

( )
1τ

NАТе   

 
 
 

Можно видеть, что элементный блочный  
N-вектор этой матрицы (это ее первый столбец) есть 
точечный изображающий вектор матричной экспо-

ненциальной функции е–АТτ, τ[0, 1], ассоциирован-
ный с N-сеткой I рода, т. к. оказывается 

 
( ) ( )( ) ( )

I ν1τ ττ ττ ν 1 ( )
1

1

[ ] ( ).
N NN N

N

N
АТ АТТ АТ АТАТ N

пе Colon е е е Z е е Е   



                                               (25) 

Далее для элементного блочного N-вектора левой теплицевой матрицы в равенстве (24) получим: 
 

     

1 1 ( )
0 1

ν 1 11
0

ν 1 1

1 0 0 0
0

0 0 0

( λ ) ( )

( λ )

λ λ λ
( λ ) .

λ λ λ

N
N N п п

N

п п

N

п п п
п п

п п п

Т В D Е А е Е

Е А Colon Е В В В

Е А Е А Е А
Е А Colon Е

Е А Е А Е А

 

 

 


     
       

                         

  

  

                                                      (26) 

 
 

Равенство блочных элементных векторов (25) и 
(26) теплицевых матриц в (24) дает точечное пред-
ставление для матричной функции е–АТτ. 

В [2,5] были рассмотрены и решены задачи об 
обращении операторных изображений по Лапласу 

вида рациональных дробей методом точечных пред-
ставлений. В частности, были найдены точечные 
представления временных экспоненциальных ори-
гиналов простейших операторных дробей: 
 

 

 I 0 0 0λ λ (2 ν 1) λ (2 1)τ τ

ν 1 1

0 0 0

0 0 0 0

1
( ; ) , ,

1 λ 1 λ 1 λ1
1, , , ,

1 λ 1 λ 1 λ 1 λ

T а а а Nаt t T аТ

N

F р а е е Colon е е е
р а

а а а
Colon

а а а а

      

 

       


                             

�

�

                                       

(27) 

 
 
т. е. когда параметр «а» принимает различные ком-
плексные значения и когда над операторным изо-
бражением F(р; а) и его оригиналом е–аt, как функ-
циями параметра «а», производятся аналитические 
операции, в частности, операция дифференцирова-
ния. 

Отображения сохранятся и в том случае, когда 
параметр «а» окажется квадратной матрицей А, 
(пхп). В этом случае приближенное точечное ото-
бражение в (27) становится блочно-матричным и 
получает вид: 
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






 
 
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 
 
 
 
 
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                        (28) 

 
 

Итак, блочно-матричный N-вектор в (28) есть 
элементный вектор блочной теплицевой матрицы 

 

 

1 1
0

1
ν 1

0
ν 0

( λ )

( ) ( λ ) ,

N N п

N

п п

Т В D Е А

Z В Е Е А

 






     

       
 

входящей в роли системной в состав передаточной 
матрицы (19) 

 

 

1 1
0

0

( ; ) ( λ )

λ ( ) ( )

N N N п

п п п

W А K Т В D Е А

Е Z Е Е K

       
   

              (29) 

линейной стационарной динамической системы 
(16), связывающей, как уже отмечалось, точечные 

изображения входа I
I(τ) Т

TU U  и выхода 
I

I(τ) Т
TX Х : 

I I( ; ) .Т ТNХ W А K U   

В общем случае, нестационарной системы (1) 
введенное понятие передаточной матрицы сохра-
нится, но системные матрицы (12) и (13) в ее соста-
ве уже не будут теплицевыми. Это будет нижнетре-
угольная блочная матрица вида (10), обобщающая 
вид (29) в стационарном случае 

 
   

1 1
ν ν ν 0 ν

0 ν

( ; ) ( λ )

λ ( ) ,

N N N п

п п N

W А K Т В D Е А

Е Z Е D K

      
  

 

а также связывающая точечные изображения век-
торных сигналов входа и выхода (11) (рис. 1.): 

I Iν ν( ; ) .Т ТNХ W А K U   

Аналогично можно построить точечную модель 
динамической системы (1), ассоциированную с Че-
бышевской 2N-сеткой II рода  

(2 )θ , ( 1, 2 )
2

N
k

k
k N

N
  .  

Так, в частном случае динамической системы, 
когда п-вектор Х(τ) ее фазовых переменных совпа-
дает с ее вектором выхода Y(τ), т. е. при С(τ) = Еп и 
D(τ) ≡ 0, а также будем предполагать нулевые на-
чальные условия: Х(0) = Х0 = 0 и U(0) = U0 = 0, то-
чечная модель динамической системы, связывающая 
блочные точечные векторы входа 

 
 

(2 )
II 0 0 0

1 2

(λ ) (λ ) (λ 2 )N
Т

k N

U Colon U U k U N

Colon U U U

 



 

 
 

и выхода 

 
 

(2 )
II 0 0 0

1 2

(λ ) (λ ) (λ 2 )N
Т

k N

Х Colon Х Х k Х N

Colon Х Х Х

 



 

 
 

определенные в узлах 2N-сетки II рода 

(2 )
0θ λ , ( 1, 2 )

2
N

k

T
T k k k N

N
    , будет совпадать с 

моделью для соответствующей I
U
TX  точечного ре-

шения рассмотренной ранее задачи при замене в 

нем ITU  на (2 )
2 I[ ] N

N k TD K U  с квазидиагональной мат-

рицей вида 

   2 0 0 0(λ ) (λ ) (λ 2 ) .N kD K Diag K K k K N    

Ее матричные блоки 0(λ ), ( 1,2 )K k k N   име-

ют размерность (nхq). 
Т. о., получаем точечную модель рассматривае-

мой динамической системы:  

   
   

(2 )
2 0 2 II

(2 )
2 2 0 2 II

2 λ α

λ ,

N
N п k N k Т

N
N N п N k Т

D Е А Т Х

Е Z Е D K U

   

     
 

и, следовательно, представление «вход – выход» за-
пишется в виде 

   
   

1(2 ) 1
II 2 2 0

(2 )
0 2 2 2 II

α 2 λ

λ

N
Т N k N п k

N
N N п N k Т

Х Т D Е А

Е Z Е D K U

      
     

           (30) 

в котором введенная блочная матрица 

 2 2 2( ; ) ( )N k k N k N kW А K W А D K   

при 

   
 

11
2 2 2 0

0 2 2

( ) α 2 λ

λ

N k N k N п k

N N п

W А Т D Е А

Е Z Е

      
    

     (31) 

будет иметь смысл передаточной матрицы точечной 
модели системы (2). Заметим, однако, что, по-
существу, роль передаточной, т. е. системной мат-
рицы в точечной модели рассматриваемой динами-
ческой системы, играет выделенная явно блочная 
матрица W2N(Ak) (31), т. к. лишь она определяется по 
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блочно точечным значениям Ak = A(λ0k), ( 1,2 )k N , 

системной матрицы А(τ) (пхп) в (2). 
Отметим еще, что в стационарном случае, когда 

А(τ) = А = Const, τ[0, 1] и, следовательно, Ak = A, 

( 1,2 )k N , системная матрица W2N(Ak) (31) точеч-

ной модели (30) получает более простой вид блоч-
ной нижнетреугольной теплицевой матрицы. 
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