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РАЗМЕРНОСТИ ПРОСТРАНСТВ ДИФФЕРЕНЦИАЛОВ ПРИМА  
 С ПЕРЕМЕННЫМ ДИВИЗОРОМ 

М. В. Комарова 

DIMENSIONS OF PRYM DIFFERENTIALS SPACES WITH VARIABLE DIVISORS 
M. V. Komarova 

Пространства мероморфных абелевых дифференциалов на компактной римановой поверхности с 
проколами находят применение в теоретической физике и в уравнениях математической физики. 

В работе В. В. Чуешева найдены размерности , ( )ki Dr  пространств ( )k DrW , состоящих из мероморфных

k –дифференциалов Прима для характера r , кратных дивизору D на F, в случае, когдаdeg (2 2) ,D g k= -
0,k k N³ Î . 

В данной работе найдены размерности , ( )ki Dr  для любых дивизоров D, как положительных, так и от-

рицательных переменных степеней. 
Spaces of meromorphic abelian differentials on a compact Riemann surface with punctures find application in 

theoretical physics and in the equations of mathematical physics. 

In V. V. Chuyeshev's work , ( )ki Dr  dimensions of ( )k DrW  spaces, consisting of Prym meromorphic k -

differentials for the character r , multiple to a divisor D on F, when deg (2 2) ,D g k= - 0,k k N³ Î , have been-

found. 
In this article dimensions , ( )ki Dr  for any divisors D for the character r , both of positive, and negative varia-

ble degrees, have been found. 

Ключевые слова: компактная риманова поверхность, абелевы дифференциалы, дифференциалы При-
ма для характеров. 
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Введение 

Пространства мероморфных абелевых дифференциалов на компактной римановой поверхности F с 
проколами находят применение в теоретической физике и в уравнениях математической физики [1, 2, 3]. 

В [4] найдены размерности , ( )ki Dr  пространств ( )k DrW , состоящих из мероморфных k –диф-

ференциалов Прима для r , кратных дивизору D на F, в случае, когда: 

deg (2 2) ,D g k= - 0, .k k N³ Î  

Цель работы – найти размерности , ( )ki Dr  для любых дивизоров D, как положительных, так и отрица-

тельных переменных степеней. 

1. Предварительные сведения

Определение 1.1. (Абстрактная) риманова поверхность есть пара( , )F S , состоящая из комплексно ана-

литической структуры S  на двумерной поверхности F. Часто для кратности вместо( , )F S  пишут F.  

Определение 1.2. Пусть k ZÎ . Мероморфным k –дифференциалом ω на римановой поверхности F на-
зывается закон, сопоставляющий каждой локальной координате z на F мероморфную функцию ( )f z такую, 
что выражение f ( )z dzk  будет инвариантно относительно замен локального параметра z на F. Для  

k = 1 такие дифференциалы называются абелевыми [3]. 
Дивизором на римановой поверхности F называется формальное произведение  

1
1
n ...P k ,n

k j j=D P P ,F nÎ ,Z jÎ = 1,..., .k  

Обозначим через Div(F) группу дивизоров на F с операцией умножения дивизоров. Она является сво-
бодной коммутативной группой. Единица в Div(F) будет обозначаться 1 (пустой дивизор). Для каждого 

дивизора D определена степень
1

  deg
k

j
j

D n
=

= å .  
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Степень deg задает гомоморфизм из группы (Div(F), ) в (Z,+). Если *( )f M FÎ , т. е. f – мероморфная 

функция на F, не являющая тождественным нулем, то определен ее дивизор ( ) ( ).Pord f

P F

f P Div F
Î

= Î  

Отсюда получаем гомоморфизм () из М*(F) в группу Div0(F) (группу дивизоров степени 0), так как число 
нулей равно числу полюсов для мероморфной функции (с учетом кратности). Обозначим через DivH(F) 
образ по отображению () для М*(F). Дивизоры из DivH(F) называют главными, то есть дивизорами для 
однозначных мероморфных функций на F. Фактор–группа ( ) / ( )HDiv F Div F  называется группой классов 

дивизоров. 
Определение 1.3. Два дивизора D и D1 называются линейно эквивалентными (D ~ D1), если D/D1 – 

главный дивизор на F.  
Для любого дивизора D на F вводится комплексное векторное пространство  

( ) { ( ) : ( ) }.L D f M F f D= Î ³  ( ) dim ( )k
k Ci D D= W Его размерность r(D) будем называть размерностью 

дивизора D. Также для любого ( )D Div FÎ вводится комплексное векторное пространство ( )k DW , состоя-

щее из ω таких, что ω – абелев k–дифференциал на F c ( ) dim ( )k
k Ci D D= W ( ) .Dw ³  Его размерность 

( ) dim ( )k
k Ci D D= W  называется индексом специальности для дивизора D при k=1 ( ) dim ( )k

k Ci D D= W . 

Для краткости будем писать 1( ) ( )D D   и 1( ) ( ).i D i D
Определение 1.4. Отображение Якоби : ( )F J F   определяется по формуле: 

0 0 0

1( ) ( ,..., ) ,
P P P

t t g
g

P P P

P C         

где P0 – фиксированная точка на F и пути интегрирования берутся одинаковыми для всех координат, а 

1,... g   базис голоморфных 1–дифференциалов на F, и J(F)  многообразие Якоби для F [3,5].

Теорема (Римана–Роха) [3,4]. Пусть F – компактная риманова поверхность рода g, g>0. Тогда верно 

равенство 1( ) deg 1 ( ).r D D g i D      

Теорема (Г. Абеля) [3]. Пусть ( ).D Div F  Тогда D – главный дивизор на компактной римановой по-

верхности F рода 1g ³ , если и только если degD=0 и ( ) 0Df = , где φ – отображение Якоби для F. 

Определение 1.5. Характером ρ на фундаментальной группе 1( )Fp  для компактной римановой поверх-

ности F называется любой гомоморфизм из группы 1( )Fp  в мультипликативную группу * \ {0}C C= , 

поля комплексных чисел C. 
Опишем, прежде всего, мультипликативные функции f, не имеющие ни нулей, ни полюсов. Если  

f – мультипликативная функция на F без нулей и полюсов, то 
df

f
– голоморфный абелев дифференциал.

Отсюда 
1

g

j j
j

df
c

f
z

=

= å , а значит

0

0
1

( ) ( ) exp
P g

j j
jP

f P f P c 


  ,

, 1,..., .jc C j g   

Учитывая выбор канонического базиса 1{ }g
j j , для канонического гомологического базиса 

1 1g g,...,a a , ,b ...,b  петель на F [3], получим, что характер ρ для f имеет вид: 

1

g

kk k j jk
j

c ), 1k ,..., ,g


( ) expa c ,( )b exp(  где , ,j k 1,..., g.
k

jk   j

b

 Будем называть такие 

характеры ρ несущественными, а f (с таким характером) – единицей. Характеры, которые не являются не-
существенными, будем называть существенными на 1 F( )  .
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Для любого дивизора D обозначим через 1( )r D
  и , ( )ki D  и размерности векторных пространств, со-

стоящих из функций f и (ρ, k) – дифференциалов ω для ρ таких, что 1( )f D  и ( ) D   на F соответст-

венно. 
Теорема (Римана – Роха для характеров) [3]. Пусть F – компактная риманова поверхность рода 1g  . 

Тогда для любого дивизора D на F и любого характера , 1   , верно равенство: 

1

1( ) deg 1 ( ).r D D g i D  
      

Определение 1.6. Мероморфным (ρ, k)–дифференциалом Прима на F для ρ называется однозначная ме-

роморфная дифференциальная k –форма ( ) kz dz   на круге U такая, что 

( )( ) ( ) ( ) , , , ,k kТz dТz Т z dz T Г z U k Z       

где Г – фуксова группа первого рода инвариантно действующая в круге U и униформизирующая F в U, 
т. е. U/Г=F. 

Теорема (Римана–Роха для (ρ, k)–дифференциалов и характеров) [4]. Для любых g>0 и k Z  верно 
равенство 

1
, ( ) ( 1)(2 1) deg (( ) / ) ( 1)(2 1) deg (( ) /k k
ki D g k D i f Z D g k D r f Z D

         
 при любом характере ρ на компактной римановой поверхности F рода g, где f – любая мультипликативная 

функция для ρ, f≠0, Z– канонический класс дивизоров абелевых дифференциалов на F. 
Предложение 1.1 [3]. Если degD>0, то r(D)=0. 
В частности, если D=1 и ρ – несущественный характер, т. е. существует мультипликативная единица f 

для ρ, где (f)=1, то при k > 1 и 2g   верно равенство 

 1
, (1) ( 1)(2 1) (2 1)( 1),k
ki g k r Z k g

      

так как 1deg ( 1)(2 2) 0kZ k g     . 

Предложение 1.2 [3]. Еслиdeg 0D  , то r(D)=1, если D главный и r(D)=0, если D неглавный. 

2. Нахождение размерности , ( )ki D  для переменного дивизора D 

Случай degD<0 рассмотрим отдельно. 
Предложение 2.1. Для любого дивизора D, – n=degD<0 верно равенство 

, ( ) (2 1)( 1) 0ki D k g n      , для любых характеров ρ, k ≥ 1 и g ≥ 2. 

Доказательство. По теореме Римана–Роха для (ρ, k)–дифференциалов верно равенство: 
1

, ( ) ( 1)(2 1) deg (( ) / ) ( 1)(2 1) 0.k
ki D g k D r f Z D g k n

           

Здесь 
1

( ) 0
kZ

r f
D

 
 

 
, так как 

1

deg( ) 0 ( 1)(2 2) deg ( 1)(2 2) 0.
kZ

f k g D k g n
D



           

Предложение доказано. 
В дальнейшем будем рассматривать любые дивизоры степеней deg 0.n D    

Случай k=1. Составим таблицу из ,1( )i D  для deg D = n. 

Пусть n > 2g–2, тогда имеем ,1( ) 0i D   при deg D=2g–2+m, m=1,2,…. Действительно, если существу-

ет 0   такой, что ( ) D  , то deg( ) deg .D   Отсюда получаем, что верно неравенство 

2 2 2 2 .g g m     Противоречие. Следовательно, в этом случае ,1( ) 0i D  . 

Случай n = 2g – 2 рассмотрен в таблице 3.1 в [4]. 
Пусть 0< n <2g – 2, тогда используя теорему Римана–Роха получим, что 

0
0

 ,1i D( )
D Z

D


( g 1)  n  r 


. 
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Если ρ – несущественный характер, то 

,1

1
( ) ( ) ( 1) ,i D i D g n r

D
       
 

где 0 ( ) 1D f   и f – мультипликативная единица для ρ на F. 

Если ρ – существенный характер, то 0
,1( ) 1

D
i D g n r

D
      
 

,  

где 0 ( ) 1D f  , f െ мультипликативная функция для ρ на F. 

Таким образом, с учетом [4], доказана теорема о размерности ,1( )i D , которую удобно сформулиро-

вать в виде таблицы 1. 

Таблица 1 
Для размерности iρ,1 (D) 

g≥2 deg D = n Несущественный характер Существенный характер 
n > 2g - 2 0 

0 < n < 2g – 2 








D
rng

1
1 








D

D
rng 01

n = 2g – 2 D~Z ܦ ≁ ܼ D~D0Z ܦ ≁ ଴ܼܦ

1 
1

1







 g

D
r

1 
10 








g
D

D
r

 Случай k=2. Составим таблицу из размерностей ,2 ( ).i D  

Пусть deg (2 2)2D n g   , тогда имеем ,2 ( ) 0i D   при deg D = (2g – 2)2 + m, m = 1, 2, ….  

Так как, если существует ω≠0 такое, что (ω) ≥ D, то deg(ω) ≥ deg D и (2g – 2)2 ≥ (2g – 2)2 + m. Противо-
речие. Следовательно, в этом случае ,2 ( ) 0i D  .

Пусть 0 < n < 2g – 2, тогда используя теорему Римана–Роха для (ρ, k)–дифференциалов, получим, что 
верно равенство 

12 1
0

,2( ) (2 2 1)( 1) deg ( ) 3( 1) 3 3 ,
D ZZ

i D g D r f g n r g n
D D

   
              

   
так как 

1
0deg 0 (2 2) 0

D Z
g n

D

 
     

 
 и 

1
0 0.

D Z
r

D

 
 

 
При n = 2g – 2 имеем 

1
0deg 0 2 2 0

D Z
g n

D

 
     

 
, а значит верно равенство 

1
0 0

D Z
r

D

 
 

 
, когда D не эквивалентно 

0D Z  и 
1

0 1
D Z

r
D

 
 

 
, когда D эквивалентно 0D Z . 

Случай n = (2g – 2)2 имеется в таблице 3.1 в [4]. Пусть 2g – 2 < n< (2g -2)2, тогда имеем равенство  

).(33)(
1

0
2, D

ZD
rngDip 

Здесь 
1

0deg 0 2 2 0
D Z

g n
D

 
     

 
, и если существует f, 

1
0( )

D Z
f

D
 ,  

1 1

то 0 deg( f ) deg
D Z

, deg0 0D Z

D D
 0 и  нет противоречия. Следовательно, в этом случае имеем толь-

ко: для несущественного характера ρ 

,2i D( ) 3 g 3 n  r
Z 

  ,
D

 
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а для существенного характера ρ 

0
,2 ( ) 3 3 .

D Z
i D g n r

D

 
     

 
Таким образом, доказана теорема о размерности ,2 ( )i D , которую сформулируем в виде таблицы 2. 

Таблица 2 
Для размерности iρ,2 (D) 

g≥2 deg D = n Несущественный характер Существенный характер 
n>4g–4 0

0<n<2g–2 3g–3–n

2g-2<n<4g-4 








D

Z
rng 33 








D

ZD
rng 033

n = 2g–2 D~Z ܦ ≁ ܼ D~D0Z ܦ ≁ ଴ܼܦ
g g–1 g g–1

n = 4g–4 D~Z2 ܦ ≁ ܼଶ D~ D0Z2 ܦ ≁ ଴ܼܦ
ଶ

1 
1






 g

D

Z
r

1 
10 








g
D

ZD
r

 Рассмотрим общий случай 3k  . Составим таблицу из , ( )ki D . 

Пусть n > (2g – 2)k, тогда имеем , ( ) 0ki D   при deg D = (2g – 2)k + m, m = 1,2,…, так как, если суще-

ствует 0   такое, что (ω) ≥ D, то deg(ω) ≥ deg D и (2g – 2)k ≥ (2g – 2)k + m. Противоречие. Следователь-

но 
0)(, Di k  при этих условиях. 

Пусть 0< n < (2g – 2)(k – 1), тогда по теореме Римана–Роха для (ρ, k)–дифференциалов получим, что 
1

, ( ) (2 1)( 1) deg ( ) (2 1)( 1) ,
k

k

Z
i D k g D r f k g n

D

 
         

 
 

так как  
1

deg ( ) 0 ( 1)(2 2) 0
kZ

f k g n
D

 
      

 
. 

Пусть n = deg D = (2g – 2)(k – 1), тогда имеем 
1

deg ( ) 0 (2 2)( 1) 0.
kZ

f g k n
D

 
      

 
 Поэтому вер-

но 
1

0 0
kD Z

r
D

 
 

 
, когда D не эквивалентно 1

0
kD Z   и 

1
0 1

kD Z
r

D

 
 

 
, когда D эквивалентно 1

0
kD Z  . 

Случай n = (2g – 2)k рассмотрен в таблице 3.1 в [4]. 
Пусть (2g – 2)(k – 1)< n < (2g – 2)k, тогда имеем равенство  

1
0

, ( ) (2 1)( 1) .
k

p k

D Z
i D k g n r

D

 
      

 
 

Здесь 
1

0deg 0 ( 1)(2 2) 0
kD Z

k g n
D



      , и если существует f, 
1

0( )
kD Z

f
D



 , то 

1 1

, deg 0
D Z0

kZ k
00 deg( f )  deg

D

D D

 



и нет противоречия. Следовательно, только получаем: для несущественного характера ρ 
1

 , D( ) (2 k 1)(g 1) ,ki
D

Z k 
 n  r 

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а для существенного характера ρ 
1

0
, ( ) (2 1)( 1) .

k

k

D Z
i D k g n r

D

 
      

 
 

Таким образом, с учетом предложения 2.1 доказана теорема о размерности , ( )ki D , которую сформу-

лируем в виде таблицы 3. 

Таблица 3  
Для размерности iρ,k (D) 

g≥2 deg D=n>0 Несущественный характер Существенный характер 
n>(2g–2)k 0
0<n<(2g–2)(k–1) (2k–1)(g–1)–n
(2g–2)(k–1)<n<(2g–2)k 













D

Z
rngk

k 1

)1)(12( 











D

ZD
rngk

k 1
0)1)(12(

n=(2g–2)(k–1) D~Zk-1 ܦ ≁ ܼ௞ିଵ D~D0Zk-1 ܦ ≁ ଴ܼܦ
௞ିଵ

g g–1 g g–1
n=(2g–2)k D~Zk ܦ ≁ ܼ௞ D~D0Zk ܦ ≁ ଴ܼܦ

௞

1 
1

1








 

g
D

Z
r

k 1 
1

1
0 







 

g
D

ZD
r

k

deg D=-n<0 (2k–1)(g–1)+n 

Таким образом, в данной работе получены размерности , ( )ki D  для любых дивизоров D, как положи-

тельных, так и отрицательных переменных степеней degD. Отметим, что случаи 
(2 2) , 0,n g k k k N     найдены были в работе [4]. 

Замечание 2.1. Размерности получены для фиксированной поверхности F рода g, 2g  . Используя 

методы, развитые в [4], и свойства пространства Тейхмюлера можно получить аналогичные результаты 
для любых переменных характеров ρ на переменной поверхности F . 

Замечание 2.2. При ρ=1 эти таблицы дают размерности пространств абелевых k–дифференциалов, 
кратных D, относительно переменной deg D на компактной римановой поверхности рода g, 2g  . 
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