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В данной статье получена формула площади сферической трапеции через длины ее сторон. 
In this paper we give a formula for the area of a spherical trapezoid in terms of its sides lengths. 
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1. Введение

Из элементарной геометрии нам известна формула площади треугольника S через длины его сторон a, 
b и с. Она может быть представлена в следующем виде: 

2 ( )( )( ) ,S p a p b p c p   

где 
2

a b c
p

 
  − полупериметр треугольника. Она известна как формула Герона. 

Площадь четырёхугольника, вообще говоря, не определяется через длины его сторон. Однако, это 
справедливо в некоторых частных случаях, например, когда четырёхугольник является вписанным, либо 
когда он представляет собой трапецию. В первом случае его площадь описывается формулой Брахмагуп-
ты: 

2 ( )( )( )( ),S p a p b p c p d      

где a, b, c, d − длины сторон четырёхугольника, a 
2

a b c d
p

  
  его полупериметр. Формулу Брах-

магупты и её доказательство можно найти в книге [7, с. 90]. Во втором случае площадь трапеции находит-
ся через длины её сторон элементарными вычислениями по формуле, приведённой ниже. 

Отметим, что для сферического четырёхугольника формула площади через длины его сторон и диаго-
нали была получена в монографии [4, с. 165]. Она имеет следующий вид. 

Теорема 1. Площадь S сферического четырёхугольника ABCD со сторонами a,b,c,d и диагоналями e, 
f находится из соотношения: 

2
(sin sin cos cos cos cos )(sin sin cos cos cos cos )

2 4 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2sin
4 4 cos cos cos cos

2 2 2 2

e f a c b d e f a c b d
S

a b c d

   
 .    (1) 

Напомним [3], что выпуклый четырехугольник вписан в окружность тогда и только тогда, когда вы-
полнено равенство 

sin sin sin sin sin sin
2 4 2 2 2 2

e f a c b d
  .

Подставляя это соотношение в формулу (1) получим следующий сферический аналог формулы Брах-
магупты [4, с. 46]. 

Следствие. Площадь S вписанного в окружность сферического четырёхугольника ABCD со сторонами 
a, b, c, d находится по формуле: 
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2
sin sin sin sin

2 2 2 2sin .
4 cos cos cos cos

2 2 2 2

p a p b p c p d
S

a b c d

   


 

В гиперболическом случае варианты формул Брахмагупты для вписанного четырехугольника пред-
ставлены в работе [2]. Формула площади трапеции на гиперболической плоскости через длины её сторон 
получена в работе одного из авторов [8]. 

Цель настоящей статьи – перенести результаты работы [8] на сферический случай. Все приведённые 
ниже результаты будут сформулированы для сферической плоскости с гауссовой кривизной к = 1. Необ-
ходимые сведения по сферической геометрии приведены в книге [5]. 

2. Основной результат

Определение. Выпуклый четырехугольник ABCD называется трапецией, если для его внутренних уг-
лов справедливо соотношение 

.A B C D      (2) 

Замечание. Данное определение трапеции эквивалентно общепринятому в евклидовой геометрии. 
В этом случае стороны AD и BC называются основаниями трапеции, а AB и CD  ее боковыми сторо-

нами. Длины сторон AB, BC, CD, AD будем обозначать соответственно, буквами a, b, c, d; длины диагона-
лей AC и BD – буквами e и f (рис. 1). 

Рис. 1. Трапеция 

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что трапеция является выпуклым четырёхугольником и 
b d¹ . При b d= , как и в евклидовой геометрии (случай параллелограмма), площадь трапеции не опре-
деляется по длинам её сторон. 

Для вычисления площади трапеции нам потребуется следующая теорема. В гиперболическом случае 
она доказана в работе Ф. В. Петрова [6]. 

Теорема 2. Пусть ABCD – выпуклый четырёхугольник в сферической геометрии. Тогда следующие два 
свойства эквивалентны: 

( )i BAD ABC ADC DCB + =  + . 

( )ii CAD CBD BCA BDA + =  + . 

Доказательство. Выведем (ii), предполагая (i). Пусть точка E  симметрична точке D  относительно се-
редины AB , и точка F  симметрична точке A  относительно середины CD , тогда равны пары треуголь-
ников: ABE BADD = D  и CDA BDAD = D  (рис. 2.) 

Рис. 2. Выпуклый четырёхугольник 

По двум сторонам и углу между ними равны EBCD  и FCBD
( 2 ( )EBC CBA ABEp = -  +  =

2 ( )

2 ( )

2 ( ) ).

CBA DAB

BCD CDA

BCD DCF FCB

p
p
p

= -  +  =
= -  +  =
= -  +  = 
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Значит, EC FB= , и по трем сторонам равны треугольники FBD ACED = D , так что 
FDB CAE =  . Откуда из равенств FDC DCA =   и BAE DBA =   следует, что 
DBA CAB BDC DCA +  =  +  . Вычитая последнее равенство из (i), получаем (ii). 
Для вывода (i) из (ii) надо рассмотреть точку, симметричнуюD  относительно середины AC , и точку, 

симметричную A  относительно BD  середины, и провести аналогичные рассуждения. 
Заметим, что каждое из свойств (i) и (ii) равносильно тому, что четырехугольник ABCD  является тра-

пецией с основаниями BC и AD . Вычитая из первого равенства второе, получим, что справедлива сле-
дующая лемма. 

Лемма. Для трапеции ABCD  справедливо соотношение 

.DBA CAB BDC DCA + =  +  

В силу формулы Гаусса-Бонне площади треугольников AOB и COD  находятся по формулам: 

,AOBS CAB ABD AOB p=  + + -

.CODS ACD CDB COD p=  + + -

Учитывая утверждение леммы и равенство вертикальных углов AOB COD =  , получим, что 

.AOB CODS S=  

Отсюда непосредственно заключаем, что имеют место равенства площадей ADB ADCS S= и

ABC BCDS S= . Обозначим через ( , , )S a b c  площадь сферического треугольника с длинами сторон a, b, c. 

Переписывая полученные два равенства в терминах длин сторон, установим, что справедливо следующее 
следствие. 

Следствие. Для площадей треугольников с соответствующими сторонами выполнены равенства 

( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ).

S a d f S c d e

S b a e S b c f

ì =ïïíï =ïî
(3) 

Из работы [5] известна следующая формула для площади S сферического треугольника со сторонами 
, ,a b c : 

tan tan tan( , , ) 4 4tan
4 tan tan ,

4 4

a b c b c a
S a b c

a b c a b c

+ + + -

=
- + + -

, (4) 

которая элементарными преобразованиями приводиться к следующему сферическому аналогу формулы 
Билински [1] 

( , , ) cos( ) cos( ) cos( ) 1
cos

2
4 cos cos cos

2 2 2

S a b c a b c

a b c

+ + +
= . (5) 

Положим ( ) cos( )
2

a
c a =  и ( ) sin( )

2

a
s a = . Подставляя равенство 2cos( ) 2 ( ) 1a c a= -  в уравнение (5), по-

лучим, что система уравнений (3) эквивалентна следующей: 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1
,

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1

.
( ) ( ) ( ) ( )

c a c d c f c c c d c e

c a c f c c c e
c a c b c e c c c b c f

c a c e c c c f

ìï + + - + + -ï =ïïïïíï + + - + + -ï =ïïïïî

  (6) 

Решая эту систему на компьютере относительно ( ) ( )c e c f  и 
( )

( )

c e

c f
, получим следующее предложение. 

Предложение. Длины сторон и диагоналей трапеции связаны соотношениями 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

c e c f c a c c s b s d

c e c c s b c a s d

c f c a s b c c s d

ì = -ïïïï -íï =ïï -ïî

  (7) 

Из данной системы уравнений находятся выражения для длин диагоналей трапеции ABCD : 
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2 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )),

( ) ( ) ( ) ( )

c c s b c a s d
c e c a c c s b s d

c a s b c c s d

-
= -

-

2 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )).

( ) ( ) ( ) ( )

c a s b c c s d
c f c a c c s b s d

c c s b c a s d

-
= -

-
  (9) 

Сформулированное предложение потребуется для доказательства теоремы о площади трапеции. 
Теорема 3. Площадь S сферической трапеции ABCD со сторонами a, b, c, d находится из соотношения: 

2

2

2

sin sin sin sin sin
2 4 4 4 4tan .

4
sin cos cos cos cos

2 4 4 4 4

b d a b c d a b c d a b c d a b c d
S

b d a b c d a b c d a b c d a b c d

+ + - - + + - - + + - - + +

=
- - - - - + - + - + + + +

Замечание. Евклидов вариант формулы, выражающий квадрат площади трапеции через её стороны, 
находится элементарными вычислениями из геометрических соображений и имеет вид: 

2
2

2

( ) ( )( )( )( )

16( )
E

b d a b c d a b c d a b c d a b c d
S

b d

+ + - - + + - - + + - - + +
=

-
. 

Отметим также, что 2 2tan ( )
4 4

ESS
»  при достаточно малых величинах a, b, c, d. 

Доказательство. Рассмотрим трапециюABCD , изображенную на рисунке 1. Для вычисления её пло-
щади воспользуемся формулой (1) и представим ее в следующем виде: 

2 2
2 ( ( )( )) ( ( ) ( ) ( ) ( ))

sin .
4 4 ( ) ( ) ( ) ( )

s e f c a c c c b c dS

c a c b c c c d

- -
=   (10) 

Вычисляя выражение 2 2 2( ( ) ( )) (1 ( ))(1 ( ))s e s f c e c f= - - по формулам (8), (9) и подставляя полученное 

значение в (10), после упрощения на компьютере получим: 

2

2
sin sin sin sin sin

2 4 4 4 4sin .
4 ( ) ( )( ( ) ( ) ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ) ( ))

b d a b c d a b c d a b c d a b c d
S

c b c d c c s b c a s d c c s d c a s b

+ + - + + + - - - + - + +

=
- -

  (11) 

Далее, 

2

2
sin cos cos cos cos

2 4 4 4 4cos .
4 ( ) ( )( ( ) ( ) ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ) ( ))

b d a b c d a b c d a b c d a b c d
S

c b c d c c s b c a s d c a s b c c s d

- - - - - + - + - + + + +

=
- -

  (12) 

Поделив (11) на (12), имеем утверждение теоремы 

2

2

2

sin sin sin sin sin
2 4 4 4 4tan .

4
sin cos cos cos cos

2 4 4 4 4

b d a b c d a b c d a b c d a b c d
S

b d a b c d a b c d a b c d a b c d

+ + - - + + - - + + - - + +

=
- - - - - + - + - + + + +

Что и требовалось доказать. 
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