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В работах [1 – 3] начато построение общей теории мультипликативных функций и дифференциалов Прима 

на компактной римановой поверхности для произвольных характеров. Цель настоящей работы дать явное опи-
сание циклических подгрупп в группе характеров для компактной римановой поверхности рода 1g . Это 

описание позволяет получить новые приложения в теории мультипликативных функций, дифференциалов 
Прима и мультипликативных точек Вейерштрасса на таких поверхностях. 

V. V. Chueshev began building the general theory of multiplicative functions and Prym differentials on compact 
Riemann surfaces for arbitrary characters. The paper provides an explicite description of cyclic subgroups in the charac-
ters group for compact Riemann surfaces of the genus 1g . This description allows acquiring new applications in the 

theory of multiplicative functions, Prym differentials and in the theory of multiplicative Weierstrass points on such sur-
faces. 
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§ 1. Предварительные сведения 

Пусть F – компактная риманова поверхность ро-

да 2g , с отмечанием  g

kkk ba 1,  , т. е. упорядо-

ченным набором канонических образующих для пер-
вой фундаментальной группы )(1 F поверхности 

.F  По теореме униформизации существует конечно 
порожденная фуксова группа   первого рода, инва-
риантно действующая на единичном круге 

 1:  zCzU  такая, что /U  конформно 

эквивалентна F  и   изоморфна )(1 F . Эта группа 

имеет алгебраическое представление: 

IBABABBAA
g

j
jjjjgg  





1

11
11 :,...,,,..., ,  

где I – тождественное отображение [4; 1]. 

Характером   для F  называется любой гомо-

морфизм       0\,,,: 1 CCCF   . Ха-

рактер единственным образом задается упорядочен-
ным набором  

           g

gg Cbaba
2

11 ,,...,,  .  

Мультипликативной функцией f  на F  для ха-

рактера   назовем мероморфную на U  функцию f  

такую, что      TUzzfTTzf ,,)(  . 

Затем m -дифференциалом Прима относительно 
фуксовой группы   для   называется дифференци-

ал   mdzz   такой, что 

       .,,'  TUzzTzTTz
m

  

В работе Л. Берса [1, с. 99] построены голоморф-

ные на F  абелевы дифференциалы g ,...,1 , кото-

рые образуют канонический базис на F  двойствен-
ный к каноническому гомотопическому базису 

 g

kkk ba 1,   на F . Кроме того, матрица b  – перио-

дов  g

kjjk 1, 
  на F  состоит из комплексных чисел 

 
 

Udww
kB

jjk   




, .  

Если 0f  
– мультипликативная функция на F  

для   без нулей и полюсов, то 

 



g

j
jjci

f

df

10

0 2   

и       



P

P

g

j
jjciPfPf

0
1

000 2exp  , 

  jj cgjCPс ,,...,1,   зависят голоморфно от  . 

При этом интегрирование ведется от фиксированной 

точки 0P  до текущей точки P  на поверхности F . 

Характер   для 0f  имеет вид: 

   ,2exp  kk ica 

    ,,...,1,2exp
1

gkcib
g

j
jkjk 





 


   
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где jc
 
– комплексные числа gjc j ,...,1,1Re0   

[4]. Будем называть такие характеры  несуществен-

ными. 
Характеры, которые не являются несуществен-

ными, будем называть существенными на  F1 . 

Обозначим через   CHom ,  группу всех ха-

рактеров на   с естественным умножением. Несуще-

ственные характеры образуют подгруппу gL  в группе 

  CHom , . 

Обозначим через   g
S

21  подгруппу, состоящую 

из всех нормированных характеров, т. е. все свои зна-
чения они принимают на единичной окружности с 
центром в нуле. 

Точка P  называется мультипликативной точкой 
Вейерштрасса для несущественного (существенного) 

характера   на F , если для P  существует мульти-

пликативный непробел  

 ,  1 ,  1 1 ,j j g j g      

т. е. существует мультипликативная функция f  для 

  на F  с единственным полюсом в P  точно по-

рядка )1(,  gjgjj  [3; 2].  

Если характеры принадлежат циклическим под-
группам в группе характеров, то мультипликативные 
функции, дифференциалы Прима и мультипликатив-
ные точки Вейерштрасса для таких характеров долж-
ны обладать дополнительными свойствами. Если 
функция f  для существенного характера   на ком-

пактной римановой поверхности F  рода 3g  име-

ет единственный полюс P  точно порядка l , где  
l  – мультипликативный непробел Вейерштрасса для 

  в P  на F , то все kln   будут тоже мультипли-

кативные непробелы Вейештрасса для 
kf  c 

k  в 

точке P . В частности, если 1,1   m
, то 

mln  – классический непробел Вейерштрасса для 

однозначной функции 
mf . Таким образом, в некото-

рых случаях мультипликативные точки Вейерштрасса 
для   будут также и классическими точками Вейер-

штрасса на F  [2]. 
Кроме того, циклические подгруппы играют 

большую роль в формулировке и доказательстве ана-
лога теоремы Нетера о q  кратных произведениях 

для голоморфных 1-дифференциалов Прима на ком-
пактной римановой поверхности рода 1g  [4, 

c. 159]. 
 

§ 2. Циклические группы в группе   CHom ,  

Найдем условия на характер ,  при которых 

 mm ,1 . Возьмем представление любого ха-

рактера   в виде: 

    ,2exp,2exp
1









 



g

j
kjkjkkk dcibica   

gk ,...,1 ,  

где jj dc , – комплексные числа,  

gjdc jj ,...,1,1Re0,1Re0   [4, c. 129]. 

Отметим, что если  – существенный характер, 

то хотя бы одно число jd .  

Рассмотрим характер 
m  и его представление 

при :1m   micA jj
m  2exp ,  

  







 



g

k
jjkkj

m mdmciB
1

2exp  , 

1,..., .j g   

Найдем необходимые и достаточные условия на 

параметры jс  и jd  для того, чтобы 1m  при 

некотором фиксированном 1m . Такие характеры 
будут образовывать конечные подгруппы изоморф-

ные     CHomm
m ,1:  . Это будут 

абелевы циклические группы порядка m . 
Существование характеров с условием, что 

1,1  mm , показывает пример. 

Если все 0jс , то имеем   1j
m A  и 

  midB jj
m  2exp , gj ,...,1 .  

При ,
m

p
d j

j  1,...,1,0  mp j   

и gjc j ,...,1,0   получаем, что 1m . 

Отсюда легко видеть, что верна лемма. 
Лемма 1. Пусть заданы число m  и характер 

  такой, чтовсе числа gjc j ,...,1,0  . Тогда 

характер 1,m   если и только если все 

gjZmd j ,...,1,  . 

Замечание 1. [4; 3]. 1) если gL , то g
m L  

и gL1 , так как gL  является подгруппой в груп-

пе характеров; 

2) если )\,( gLCHom  , то 

1

 тоже 

принадлежит )\,( gLCHom  .  

Теорема 1. Для любого характера   на компакт-

ной римановой поверхности F  рода 2g  и для 

любого m  верно, что 1,m   если и только 

если выполняются два условия: 

1) ;,...,1,0 gjс j   
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2) gjmd j ,...,1,  . 

Доказательство. Воспользуемся разложением 
Фаркаша-Кра [4, c. 130]: для любого характера   

имеется единственное представление  
g

g SL 21
10 ][  .  

Равенство 1m  равносильно равенству 
mm
10  

.  

Рассмотрим характер mm

m









 01

0

~ 

 . 

Характер ~  является одновременно и несуществен-

ным и нормированным. По следствию к теореме Фар-
каша-Кра [4, c. 130] 1~  . 

Отсюда следует, что 1m  тогда и только то-

гда, когда: 1) 10 m  и 2) 11 m .  

Сначала найдем условия на числа ,jс  при кото-

рых 10 m . 

Для несущественного характера 0  и для некото-

рого 1m  имеем систему равенств: 

 

 
0

0
1

exp 2 1,

exp 2 1.

1,..., .

m
j j

g
m

j k kj
k

A ic m

B i mc

j g

 

  


  



 

 


  

Отсюда следует, что  

  1ImRe2exp  jj cicim   

и    .1Im2expRe2exp  mccim jj   По-

этому 0Im jc  для любого j , а значит все jc – 

вещественные числа. Кроме того, из первых g  ра-

венств получаем, что gjq
m

q
c j

j
j ,...,1,,  .  

Из вторых g  равенств следует, что  





g

k
jk

k

m

q
mi

1

12exp   для любого j   

и 









  

 

g

k

g

k
kjkkjk qiqi

1 1
ImRe2exp1   











 



g

k
kjkqi

1
Re2exp 

,Im2exp
1











 



g

k
kjkq  gj ,...,1 . 

Отсюда получаем систему из g  линейных уравнений 

с g  неизвестными: 












g

k
kjkk gjqq

1

,...,1,0Im2:  . 

Запишем эту систему в матричном виде: 

  0...Im
1


















g

kj

q

q


.  

Так как матрица kjIm  положительно определе-

на, т. е. 0Im kj  [1], то она невырожденная. От-

сюда следует, что 0...1  gqq   

и gj
m

c j ,...,1,0
0

 .  

Необходимость второго условия следует из лем-
мы 1. 

Обратное утверждение следует из леммы 1. Тео-
рема доказана. 

Следствие 1. 1) В группе 
gS 21][  существуют 

циклические подгруппы любого порядка m , порож-
денные характером  , который задан условиями:  

1) ;,...,1,0 gjc j   2) 
m

p
d j

j  ,  

gjmp j ,...,1,1,...,1,0  ; 

2) в группе gL  не существует нетривиальных 

циклических подгрупп любого порядка 1m , и под-

группа, порожденная любым 1\0 gL  будет бес-

конечной циклической группой; 
3) для любого  

g
g SLCHom 21 ][,\),((      

подгруппа, порожденная   будет бесконечной цик-

лической группой; 

4) если   gLCHom \,10
    

и g
m L  для некоторого m , то это равно-

сильно системе 
















.

1

1

0

1

1

g
m

m

L




 

Доказательство. Утверждение 1) сразу следует 
из леммы 1. 

Для доказательства утверждения 2) заметим, что 

gL 0  т. е. 11  . Если 10  mm  , то 
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по теореме 1 необходимо чтобы gjc j ,...,1,0  , 

а значит 10  .  

Докажем утверждение 3).  

Если    g
g SLCHom 21 ][\\,  ,  

то 10  , где 1,1 01   . 

Докажем от противного. Предположим, что 
mmm
101    для некоторого 1m . Тогда, как в 

доказательстве теоремы 1, получим, что 






























.1

1
11~

1

01
0 m

m

m

m





  

Из первого равенства системы следует, что либо 

10   (а это невозможно по условию), либо 

1,1 00   m  (что невозможно по утверждению 2). 

Поэтому предыдущая система не имеет решений. По-
лучили противоречие. 

Для доказательства утверждения 4) заметим, что 

так как   gLCHom \,10
  ,  

то 11  . 

Если существует 1,m   для которого 

g
mmm L 10  , то g

mm L 010
~ . От-

сюда 
m

m 1
0

0 



 . По следствию к теореме Фаркаша-

Кра [4, c. 130] последнее равенство равносильно сис-

теме 












.~
1

1

00

1

1

g
m

m

L



 

Следствие 1 доказано. 
Замечание 2. Первое и второе условия в преды-

дущей системе выполняются тогда и только тогда, 

когда 1\][ 21
1

gS . Третье условие автоматиче-

ски выполняется в группе gL  при наличии второго. 

Таким образом, значения    jj BA 11 ,  лежат 

на единичной окружности, но одновременно не обра-
щаются в 1. Следовательно, в этом случае 1  при-

надлежит   1,...,1,1\][ 21 gS  [2]. 
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