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Предметом исследования является процесс отведения плотных слоев жидкости в устройстве для отвода 

диффузионного слоя. В статье предлагается математическая модель для описания движения несжимаемой жид-
кости с переменной вязкостью и плотностью. Предлагаемая модель из-за особенностей расчетной области рас-
сматривается в цилиндрической системе координат. Также приводятся результаты расчетов, проведенных с 
использованием описанной модели при постоянных значениях вязкости и плотности. Предполагается дальней-
шее использование полученной модели для исследования процесса отвода диффузионного слоя при концентра-
ции молока с помощью мембранных фильтров. 

The research focuses on the process of exhausting the dense layers of fluid in a device for draining the diffusion 
layer. The paper studies the mathematical model for describing the motion of an incompressible fluid with variable vis-
cosity and density. The proposed model is considered in a cylindrical coordinate system because of the characteristics 
of the computational domain. Also, the results of calculations are performed using the described model with constant 
viscosity and density. The resulting model can further be used for studying the process of removing the diffusion layer 
at concentrating milk using membrane filters. 
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Введение 
Математическое моделирование движения жидко-

сти имеет большое значение в развитии различных 
областей науки и промышленности.  

Одной из областей, нуждающихся в математиче-
ском моделировании, являются различные технические 
системы, используемые в пищевой промышленности. 
При этом важная роль отводится глубокой переработке 
пищевого сырья. Часто для этого производят разделе-
ние сырья на различные компоненты для последующе-
го синтеза на их основе разнообразных пищевых про-
дуктов. Для этих целей целесообразно использовать 
мембранные технологии, которые обладают рядом 
преимуществ по сравнению с традиционными метода-
ми разделения. Однако при фильтрации на мембране 
образуется диффузионный пограничный слой с повы-
шенной концентрацией задерживаемых веществ (явле-
ние концентрационной поляризации), который увели-
чивает гидравлическое сопротивление и снижает про-
изводительность процесса. В типовых мембранных 
аппаратах с ним борются, используя различные спосо-
бы: механические, гидродинамические, физические, 
химические. Однако предотвратить полностью это яв-
ление невозможно. Кроме того, это требует использо-
вания дополнительных средств и трудозатрат, услож-
няет конструкцию аппаратов. 

Авторами [2] использован иной подход, преду-
сматривающий отвод некоторой части диффузионного 
пограничного слоя в качестве готового продукта или в 
качестве исходного раствора в дальнейшем процессе 
концентрирования. При этом одновременно осуществ-
ляется отвод фильтрата. Совместное сочетание этих 

способов позволяет значительно увеличить производи-
тельность процесса. 

Проводимые в последние годы работы в этом на-
правлении привели к созданию ряда конструкций, ис-
пользующих это явление, отличающихся более высо-
кой производительностью и меньшими энергозатрата-
ми, по сравнению с типовыми. Решение прикладных 
задач потребовало создание соответствующего матема-
тического обеспечения, так как известные математиче-
ские модели трансмембранного переноса не всегда 
адекватно описывают процессы концентрирования, 
происходящие в этих аппаратах.  

Одна из математических моделей, описывающих 
течение Пуайзеля для жидкости с переменной вязко-
стью, приводится в статье [7]. Также в статье [6] при-
водится математическая модель, описывающая движе-
ние жидкости с переменной вязкостью в области с кри-
волинейной границей. 

В данной работе предлагается математическая мо-
дель процесса концентрирования раствора высокомо-
лекулярных веществ в конструкции с отводом диффу-
зионного слоя [5] как движение вязкой несжимаемой 
жидкости с переменной плотностью [10; 11; 9]. 

 
Математическая модель 
Приведём описание устройства, необходимое для 

построения расчетной области (и построения модели): 
устройство состоит из цилиндрического корпуса; кор-
пус имеет кольцевые щели; внутри корпуса находится 
подвижный шток переменной конфигурации. 

Переменная конфигурация и подвижность штока 
будет осуществляться за счет изменения значений па-
раметров, геометрии устройства при расчетах. 
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Рис. 1. Аппарат для мембранного концентрирования в разрезе 

 
 

Из рис. 1 видно, что канал протекания имеет че-
тыре различных вида поверхностей.  

 0  
– жесткая стенка; 

 1  – поверхность, через которую смесь посту-

пает внутрь канала; 
 2 , 21 , 22  – отверстия, через которые смесь 

покидает канал; 

 3  
– центр осевой симметрии. 

Учитывая принятое описание аппарата, будем 
считать, что канал образован в результате вращения 
своего разреза (рис. 1) вокруг своей оси. 

Далее будем предполагать осевую симметрию 
всех процессов в концентраторе. 

Нестационарное течение вязкой несжимаемой 
жидкости будем описывать системой дифференци-
альных уравнений Навье-Стокса. В естественных пе-
ременных система запишется в виде [3]: 
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где 1v – i-ый компонент вектора скорости 


V (i = 1,2,3, p – давление, 0  – динамическая 

вязкость,  

2  – динамическая вязкость примеси (задерживае-

мых компонентов), 1  – динамическая вязкость жид-

кости без учета примеси,   – плотность смеси,  

2  – плотность примеси, 1 – плотность жидкости 

без учета примеси, D – диффузия, C – концентрация 
примеси. 

Для системы (1) поставим следующие краевые 
условия для скоростей: 
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(2) 

Для нахождения значений плотности и вязкости 
смеси используются следующие зависимости от кон-
центраций компонент смеси: 
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Краевые условия для давления:  
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Алгоритм решения 
Для решения начально-краевой задачи для систе-

мы (1-2) был использован следующий алгоритм.  
На первом этапе с учетом известных вектора ско-

рости и распределения концентрации (а значит и зна-
чений плотности и вязкости) совершается шаг по вре-
мени для гидродинамической части системы уравне-
ний (1), для этого используется схема расщепления по 
физическим факторам. В цилиндрической системе 
координат эта схема выглядит следующим образом: 
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Уравнение для нахождения давления: 
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Уравнение для нахождения итоговых скоростей: 
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Уравнение переноса концентрации:  
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Для численного решения уравнений (5) – (7) с со-

ответствующими краевыми условиями (2), (4) исполь-
зуется метод сеток с использованием неравномерной 
сетки по пространственным переменным. На этой 
сетке решаемые уравнения аппроксимировались раз-
ностными схемами, удовлетворяющими законам со-
хранения [4]. 

Для решения системы уравнений (5) используется 
схема стабилизирующих поправок [8].  

Для решения системы линейных алгебраических 
уравнений, получающихся после аппроксимации за-

дачи (4), (6) разностной схемой второго порядка ап-
проксимации использовался итерационный метод 
неполной аппроксимации [1].  

Для решения уравнения переноса концентрации 
(7) использовалась схема продольно-поперечной про-
гонки [8].  

 
Движение вязкой несжимаемой жидкости с 

переменной плотностью 
В качестве примера использования модели ниже 

приведены скриншоты проведенного расчета (см. 
рис. 2 – 5) с входными параметрами: N – номер шага 
по времени; Nz – количество узлов по оси z; Nr – ко-
личество узлов по оси r;  – шаг по времени; 0  – 

динамическая вязкость;   – плотность смеси;  

D – диффузия; C – концентрация примеси; 1p , 2p , 

21p , 22p – значения давления на соответствующих 

границах 1 , 2 , 21 , 22 . 

На рис. 2 приведена визуализация расчета с пара-
метрами 150=Nz , 20=Nr , 000005.0 , 

000001.0 , 1 , 01.0D , 9.0C , 

001.01 p , 02 p , 0004.021 p , 022 p . 
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Рис. 2а. Распространение концентрации примеси 
 
 
 

Рис. 2б. Поле давления и линии тока 
 
 
 
 



 

132 Вестник Кемеровского государственного университета 2015 № 4 (64) Т. 3 

МАТЕМАТИКА 

На рис. 3 приведена визуализация расчета с параметрами 150=Nz , 20=Nr , 000005.0 , 

000001.0 , 1 , 0001.0D , 9.0C , 001.01 p , 02 p , 0004.021 p , 022 p . 
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Рис. 3а. Распространение концентрации примеси 

 
 
 

 
Рис. 3б. Поле давления и линии тока 
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На рис. 4 приведена визуализация расчета с параметрами 150=Nz , 20=Nr , 000005.0 , 

000001.0 , 1 , 01.0D , 9.0C , 001.01 p , 0003.02 p , 0007.021 p , 022 p . 
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Рис. 4а. Распространение концентрации примеси 
 
 

 
Рис. 4б. Поле давления и линии тока 
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На рис. 5 приведена визуализация расчета с параметрами 150=Nz , 20=Nr , 000005.0 , 

000001.0 , 1 , 0001.0D , 9.0C , 001.01 p , 0003.02 p , 0007.021 p , 022 p . 
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Рис. 5а. Распространение концентрации примеси 

 
 

 
Рис. 5б. Поле давления и линии тока 
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Описание 
Приведенные расчеты показывают, что данная 

математическая модель действительно позволяет мо-
делировать процесс отвода диффузионного слоя. Не 
смотря на то, что в произведенных расчетах исполь-
зуются не все возможности модели, на рисунках вид-
но, что поступающая в устройство жидкость с раз-
личной плотностью отводится через отверстия так, 

что в центре устройства остается менее плотная часть 
жидкости. 

Предложенная в статье модель позволяет изучить 
характер распространения примеси в устройстве для 
отвода диффузионного слоя. При проведении соот-
ветствующих расчетов модель позволит прогнозиро-
вать геометрические параметры устройства с целью 
интенсификации производительности.  
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