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В статье рассматривается математическая модель роста однотипной популяции, развивающейся из ис-

ходной популяции во времени и двумерном пространстве. Например, это может быть популяция однополых 
бактерий, развивающаяся на плоскости. В качестве области распространения бактерий выбран прямоуголь-
ник, поделенный на несколько одинаковых прямоугольников. Для каждой прямоугольной области подсчиты-
вается точное значение количества бактерий, находящихся внутри нее. Время в данной модели является не-
прерывным. Модель учитывает рождение бактерий и перемещение между соседними областями. Интенсив-
ности перемещений называются случайной средой. В общем случае случайная среда предполагается неодно-
родной: интенсивность перехода бактерии зависит от текущего положения и выбранного направления. На 
основе этой модели ставится и решается задача прогнозирования развития бактерий во времени, а также оце-
нивания числа бактерий в ненаблюдаемых областях в момент наблюдения. Для этого был найден аналитиче-
ский вид условного математического ожидания числа бактерий в каждой области. В конце статьи приводятся 
результаты работы компьютерной программы, решающей поставленные задачи. 

The paper considers the mathematical model of one-type population growth, evolving in time and two-
dimensional space, e. g. a population of agamogenetic bacterias on a plane. The area where bacterias grow is a rec-
tangle, which is further divided into several identical rectangles. For each rectangular area the precise value of 
bacterias number is known. Time in this model is continuous. The model includes birth and moving between adja-
cent areas. The intensities of the movements are called random environment. In general, the random environment is 
assumed as inhomogeneous: the intensity of the bacterias’ movements depends on the current position and the cho-
sen direction. Based on this model the authors formulated and solved the problem of predicting the growth of 
bacterias in time and estimating the number of bacterias in unobserved areas based on the known values in several 
observed areas in the moment of observation. To solve this problem the analytic form of the conditional mathemati-
cal expectation of the number of bacterias in each area was found. The paper is concluded with the results of a com-
puter program solving these problems. 

Ключевые слова: случайное блуждание, процессы размножения и гибели, семимартингалы. 
Keywords: random walk, birth and death processes, semimartingale. 

 
 

Пусть область распространения бактерий   име-
ет форму прямоугольника. Разобьем ее на одинаковые 

прямоугольные области ,i jS , 1 i L   и 1 j M  , 

L  иM  – натуральные числа, таким образом 

 ,i jS  , 1 i L   и 1 .j M   В каждой облас-

ти ,i jS , 1 i L   и 1 j M   может находиться 

неотрицательное целое число бактерий. 
Все случайные процессы, встречающиеся в дан-

ной статье, заданы на стохастическом базисе 

  0
Ω, , ,t t

F F P


F c обычными условиями Дел-

лашери (основные определения и термины для описа-

ния семимартингалов см. в [4]). Обозначим ,i j
tN  – 

случайный процесс, считающий количество бактерий, 
находящихся в момент времени t  внутри области 

,i jS , а ,{ :1i j
t tN N i L   , 1 }j M  . Каждая 

бактерия из области ,i jS  ( ,i jS  ) за время 

0h  , 0h   может с вероятностью  h o h    

( 0  ) поделиться на две. Обозначим ,i j
tB  – слу-

чайный процесс, считающий количество появившихся 

бактерий в результате деления (“рождений”) внутри 

области , .i jS  Количество делений прямо пропорцио-

нально количеству бактерий в области ,i jS  в момент 

времени t , поэтому компенсатор процесса ,i j
tB  ра-

вен: 

, ,

0

.
t

i j i j
t sN dsB      (1) 

За то же время h  бактерия может уйти из облас-

ти ,i jS  с вероятностью  , .i j h o h   Обозначим 

,i j
tD  и ,i j

tA  – случайные процессы, считающие коли-

чество уходов из области ,i jS  и переходов в область 
,i jS  из соседних областей соответственно. Количество 

уходов из области ,i jS  прямо пропорционально коли-

честву бактерий в области ,i jS , поэтому компенсатор 

процесса ,i j
tD  записывается следующим образом: 

, , ,

0

,
t

i j i j i j
t sD N ds        (2) 
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где ,i j  – интенсивность ухода бактерии из области ,i jS  ( ,i jS  ). 
 

а)   б)  

Рис. 1. Переходы бактерий из области ,i jS  и в область ,i jS  из соседних областей 
 
 

Обозначим 
   ,I i j
tD  – количество бактерий за 

время  ; t h t , 0h  , 0h  , 0t   перешедших из 

области ,i jS  в область , 1i jS  , 1 i L   и 

1 j M  ; 
   ,II i j
tD  – из области ,i jS  в область 

1,i jS  , 1 i L   и 1 j M  ; 
   ,III i j
tD  – из облас-

ти ,i jS  в область , 1i jS  , 1 i L   и 1 j M   и 
   ,IV i j
tD  – из области ,i jS  в область 1,i jS  , 

1 i L   и 1 j M  , см. рис. 1 (а, б). Пусть на ин-

тервале времени от 0 до t  бактерии не умирают, то-
гда выполняется соотношение: 

   

   

 , ,,

 ,  , .

I i j II i ji j
t t t

III i j IV i j
t t

D D D

D D

     

  
      

 (3) 

Предполагается, что бактерия может перейти 
только в одну область, поэтому выполняется равенст-
во (4): 

    ,  ,

, ,

0       P п. н.
IV

s i j l i j
t t

l s I

l s

D D



     (4) 

Вероятности переходов равны: 
  
  
  
  

 , , ,

 , , ,

 , , ,

 , , ,

, , , , ,

=1 ( );

=1 ( );

=1 ( );

=1 (

|

|

|

| );

I i j i j i j
t t h t h

II i j i j i j
t t h t h

III i j i j i j
t t h t h

IV i j i j i j
t h t h

i j i j i j i j i j

t

P D F N

P D F N

P D F N

h o h

h o h

h o h

h oP D F hN









    

 

 

 

 

 

 

 

   

   

   

   
  

 

 

(5) 

где 0h  , 0h  . 
Совокупность случайных величин 

  , , , , ,,   ,   ,  ,  i j i j i j i j i jS        

называется случайной средой [1]. 

С учетом (5) процесс ,i j
tA  равен: 

, 1 1,
,

, 1 1,0
lim .

i j i jt
s si j

t i j i jh
h s s

D D
A

D D

 

 

    
      

  (6) 

Объединяя формулы (1) – (3), (6) количество бак-

терий в области ,i jS  (1 i L   и 1 j M  ) в мо-

мент времени t, равно: 
, , , , ,

0 ,i j i j i j i j i j
t t t tN N B A D          (7) 

где ,
0
i jN  – начальное количество бактерий в области 

,i jS  (1 i L   и 1 j M  ). 

Предположим, что процесс tN 1 i L   и 

1 j M  является частично-наблюдаемым: в слу-

чайные моменты времени k , 0k   скачков пуассо-

новского процесса t  
c интенсивностью 0   на-

блюдаются значения случайного процесса tN  в не-

скольких произвольных областях ,
k

i jS U , 

.kU    Обозначим tQ  – процесс наблюдения за 

процессом tN . Процесс ,i j
tQ  определяется уравнени-

ем: 
, , , ,( ) ( ,)

t

i j i j i j i j
t t t tdQ N Q S UI d      

где 
,( )

t

i jS UI   – индикаторная функция, равная 

единице, если условие в скобках выполняется, и нулю 

– иначе; 
t kU U   при t k  . 

Пусть известно распределение бактерий во всей 
области   в начальный момент времени, а также 
параметры случайной среды   и интенсивности рож-
дения  . Требуется по наблюдениям tQ  предсказать 

рост бактерий во времени, а также в моменты наблю-
дений оценить число бактерий в произвольной облас-

ти , \ k
i j US  . 

Пусть ,Q
t

  –  -алгебра, порожденная процес-

сами tQ  и t . Тогда оптимальной в среднеквадрати-

ческом смысле оценкой прогноза развития бактерий 

является ,( | )Q
t tE N   при t 10 t    [1], где 1 – 
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момент первого наблюдения. Сформулируем и дока-
жем следующую вспомогательную лемму. 

Лемма. Условное математическое ожидание чис-
ла бактерий в момент времени t , 10 t    в области 

,{ }i jS  , 1 i L   и 1 j M   при условии 
,Q

t
 определяются системой дифференциальных 

уравнений: 

 
   

 
 

, ,

, , ,

, 1 , 1 ,

1, 1, ,

|

|

|

|

i j Q
t t

i j i j Q
t t

i j i j Q
t t

i j i j Q
t t

d
E N

dt

E N

E N

E N









 





 

 



   

  

  









 

 
 

, 1 , 1 ,

1, 1, ,

|

|

i j i j Q
t t

i j i j Q
t t

E N

E N









 

 

  

 




                    (8) 

при известных начальных значениях ,
0
i jN . Слагаемые 

в формуле (8) с индексами: 0, 1L  и 1M   равны 0. 
Доказательство. Из уравнений (1), (2), (6) и (7) 

следует, что условное математическое ожидание про-

цесса ,i j
tN , считающего количество бактерий в об-

ласти ,i jS  (1 i L   и 1 j M  ) при условии 
,Q

t
  равно: 

 

  

, , , , ,
0

0

, 1 1, , 1 1, ,

0

| |

|

t
i j Q i j i j Q
t t s s

t
i j i j i j i j Q
s s s s s

E N N E N ds

E D D D D

 





   

 
    

 
 

        
 





 

  

 

 

, , ,

0

, , ,
0

0

, 1 , 1 ,

|

|

|

t
i j i j Q

s s

t
i j i j Q

s s

i j i j Q
s s

E N ds

N E N ds

E N ds











  

 
   

 

   

  











 

 

 

 

1, 1, ,

0

, 1 , 1 ,

0

1, 1, ,

0

|

|

|

t
i j i j Q

s s

t
i j i j Q

s s

t
i j i j Q

s s

E N ds

E N ds

E N ds













 

 

 

  

  

  













 

 , , ,

0

|
t

i j i j Q
s sE N ds    ,                   (9) 

где 1 i L   и 1 j M  ; слагаемые с индексами: 0, 

1L  и 1M   равны нулю. Система (9) может быть 
записана в дифференциальном виде, см. формулу (8). 

Получена система L M  однородных линейных 
дифференциальных уравнений (8) с L M  неизвест-

ными и начальными значениями ,
0
i jN . Решение таких 

систем подробно изложено в работе [5] и здесь не 
приводится. 

Пусть теперь *t  – произвольный момент времени. 

Обозначим k  , *max{ : }ik i t   и рассмот-

рим процесс tN , начиная с момента времени ,  сме-

стив начало временной оси в момент   последнего 

скачка, предшествующего *.t  Тогда t  будет означать 
время, прошедшее с момента .  Справедлива сле-
дующая теорема. 

Теорема. Условное математическое ожидание 

числа бактерий в момент времени *t t   в облас-

ти ,{ }i jS  , 1 i L   и 1 j M   при условии 
,Q
t


  определяются системой дифференциальных 

уравнений (10): 

 
   

 
 

, ,

, , ,

, 1 , 1 ,

1, 1, ,

|

|

|

|

i j Q
t t

i j i j Q
t t

i j i j Q
t t

i j i j Q
t t

d
E N

dt

E N

E N

E N


 


 


 


 

 





 

 

 
 

 
 



   

  

  









 

 
 

, 1 , 1 ,

1, 1, ,

|

|

i j i j Q
t t

i j i j Q
t t

E N

E N


 


 





 
 

 
 

  

 




                (10) 

при известных значениях ,i jN . Слагаемые в формуле 

(10) с индексами: 0 , 1L  и 1M   равны нулю. 
Доказательство. Доказательство очевидным об-

разом следует из леммы 3.1, а также из того, что про-
цесс tN  является однородным и марковским.  

Таким образом, система (10) позволяет прогнози-
ровать развитие бактерий в любой момент времени 

0t   при известных значениях количества бактерий 
во всей области в момент последнего наблюдения. 

Для удобства дальнейших рассуждений удобно 

перейти от двойного индекса  , i j  в нумерации об-

ластей к одинарному k . Перенумеруем все области 

  следующим образом: 
 1, ,,   ,i M ji j k i jS S S S       (11) 

где M  – количество областей, расположенных в од-
ном ряду прямоугольной области. Оптимальной в 
среднеквадратическом смысле оценкой числа бакте-

рий в ненаблюдаемых областях \iS U  в момент 

наблюдения k , 0k   является  ,|
k k

i QE N 
   [4]. 

Однако в виду большой размерности получить эту 
оценку авторам не удалось. Не удается также полу-
чить численную оценку, построенную по нескольким 
траекториям, так как для этого требуется иметь боль-
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шое количество траекторий процесса tN  таких, что в 

момент времени k  количество бактерий в наблю-

даемых областях iS U  совпали. В данной работе 
представлены два наиболее простые метода оценива-
ния: 

– условное математическое ожидание 
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– линейная модель: 
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где ( )j ka  
 
– коэффициенты, определяемые при 

каждом наблюдении. 
Рассмотрим линейную модель. Требуется постро-

ить такую оценку, чтобы: 
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Приравняв к нулю градиент по a  этой функции, 
получим систему уравнений: 

( ) ( ) ( ) 0T
k k ka R r      

1( ) ( ) ( ),опт k k ka R r             (13) 

где ( )опт ka   – вектор оптимальных значений коэф-

фициентов ( )i ka  ,1 i U  ; ( )kR   – условная 

ковариационная матрица размера U U  с элемен-

тами: 
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( )kr   – вектор-столбец размера U  с элементами: 
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lS  . Полученное решение называют системой 
простого кригинга [4]. 

Таким образом, для использования линейной мо-
дели необходимо знать условную ковариацию двух 
произвольных областей. Аналитически оценить зна-

чения условной ковариации для двух произвольных 
полей автору не удалось, поэтому в работе использу-
ется ее эмпирическая оценка. По известным значени-
ям распределения бактерий в предыдущий момент 

наблюдений 
1k

iN 
, iS  , параметрам случайной 

среды   и интенсивности рождений   строится 

имитационная модель на отрезке от 1k   до k   

( 0k  ): запускается K  случайных траекторий про-

цесса ,
k

N  по которым оценивается эмпирическая 

оценка условной ковариации двух произвольных по-

лей ,i jS S   по формуле (14): 
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где l  – номер случайной траектории. Поскольку 

 , ,|
k k

j l QE N 
   неизвестно, а численно оценить это 

значение не представляется возможным в виду боль-

шой размерности, вместо условия 
,

k

Q 
  в дальней-

шем используется условие 
,

k

Q 
  . 

Полученные оценки ковариации подставляются в 
формулу (13) и по методу кригинга (12) оценивается 
число бактерий в неизвестных областях. Эмпириче-

ская условная ковариационная матрица процесса tN  

оценивалась на основе 1000 реализаций случайного 

процесса tN из заданного начального состояния 0N , 

с заданными коэффициентами случайной среды   и 
интенсивности рождения  . 

Было построено несколько эмпирических услов-
ных корреляционных и ковариационных матриц из 
разных начальных состояний и для разных значений 
случайной среды  . Типичные графики этих матриц 
приведены на рис. 2. Максимальный не диагональный 
элемент эмпирической условной корреляционной 
матрицы приближенно равен 0.431. С ростом количе-
ства процессов, по которым строится матрица, значе-
ния вне диагонали уменьшаются, выходя на стацио-
нарный уровень. На рис. 3 приведен график измене-
ния максимального недиагонального элемента m  
матрицы в зависимости от количества процессов: 

 , |  – k
t t tA corr N N F I  

 ,,  
 ,i j ijij S

m sup a
 

       (15) 

где  , |  kt t tcorr N N F  – экспериментальная услов-

ная корреляционная матрица, построенная по k  слу-

чайным траекториям; tN  – вектор размера L M ; I  

– единичная матрица; ija  – компоненты матрицы A . 



 

125 Вестник Кемеровского государственного университета 2015 № 4 (64) Т. 3 

МАТЕМАТИКА 

На графике видно, что при 1000k   процессов зна-
чение m  выходит на стационарный уровень. Поэто-
му 1000 траекторий достаточно для построения эмпи-
рической условной ковариационной матрицы. 

Условное математическое ожидание  |t tE N F  

было рассчитано численно на языке программирова-

ния Python 3.0 при помощи компоненты integrate. 
odeint библиотеки scipy v0.14.0 для решения систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений. На 
рис. 4, 5 и 6 представлены примеры решения задачи 
линейной моделью. 

 

 
Рис. 2. Эмпирические условные ковариационная (слева) и корреляционная (справа) матрицы для процесса 

tN , представленного на рис. 6. Матрицы построены по 1000 случайным траекториям, при 10t   
 

 
 

Рис. 3. Изменение максимального недиагонального 
элемента m  (см. формулу (15)) эксперименталь-
ной условной корреляционной матрицы с ростом 

количества траекторий для процесса tN , пред-

ставленного на рис. 6. По оси абсцисс – количество 
траекторий; по ординат – значение m  

 
На рис. 4, 5 и 6 представлены оценки, полученные 

линейной моделью. Если сравнить средний квадрат 
ошибки между реальными значениями и их оценкой, 
построенной линейной моделью, со средним квадра-
том ошибки между реальными значениями и услов-

ным математическим ожиданием  |t tE N F , то 

полученные значения очень близки: в зависимости от 
множества наблюдаемых полей U  значения условно-
го математического ожидания могут давать меньшую 
или большую ошибку. Это означает, что в качестве 
наилучшей оценки можно выбрать оценку условного 
математического ожидания как наиболее простую. 

Модель, приведенная в данной главе схожа с мо-
делью, описанной в терминах марковских случайных 
процессов в работах [3; 7]. Данная модель отличается 
от нее семимартингальным представлением, на осно-
вании которого становится возможным построение 
имитационной компьютерной модели [2]. Задач пред-
сказания развития бактерий, а также оценивания чис-
ла бактерий в произвольной области по имеющимся 
наблюдениям в литературе найдено не было. 
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Рис. 4. Слева: начальное размещение числа бактерий по области  ; справа сверху: распределение  

бактерий в момент времени 10t   (на графике наблюдаемые значения выделены красным); справа снизу: 

оценка числа бактерий области  , полученная линейным методом по наблюдаемым значениям;  
 область   закрыта; случайная среда однородная ( 0.691  ); 0.2   

 

 
Рис. 5. Слева: начальное размещение числа бактерий по области  ; справа сверху: распределение 

бактерий в момент времени 10t   (на графике наблюдаемые значения выделены красным); справа снизу: 

оценка числа бактерий области  , полученная линейным методом по наблюдаемым значениям;  
левая граница области   открыта; случайная среда однородная ( 0.691  ); 0.2   
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Рис. 6. Слева: начальное размещение числа бактерий по области  ; справа сверху: распределение  

бактерий в момент времени 10t   (на графике наблюдаемые значения выделены красным); справа снизу: 

оценка числа бактерий области  , полученная линейным методом по наблюдаемым значениям. Левая 
граница области   открыта; случайная среда симметричная: , , 1i j i j j     при 1 j M   и 
, 1,i j i j i     при 1 i L  . Коэффициенты  ,  j i   сгенерированы из равномерного распределения 

на отрезке  0;1 ; 0.2   
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